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AVANT PROPOS

Cette brochure regroupe des exercices ou problémes posés a des épreuves
de BTS de la filiere MATERIAUX - ENERGIE des sessions 1989 a 1997 .
Certains des textes ont été modifiés pour améliorer la progressivité.

En page 2 figure le tableau de correspondance entre les modules de
programmes et les programmes de certains BTS de la filiere MATERIAUX |

On peut se reporter & ces modules pour obtenir la liste des travaux
pratiques qui sont le champ des problémes de I'examen.

Les formulaires officiels qui sont distribués avec les épreuves figurent 3
partir de la page 157.
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Bétiment 1989

BATIMENT
Session 1989

EXERCICE 1 (9 points)

Pour Ia construction de maisons en Céte-d'Ivoire, on a utilisé des parpaings de géobéton, matériau
obtenu en compressant de la terre. Un laboratoire d'Abidjan a réalisé des essais de résistance i la
compression,

Le tableau suivant donne les mesures obtenues pour 13 murs (notés Mj,.......,.M13) constitués de
parpaings provenant de la méme fabrication. Les résistances sont exprimées en mégapascals,

Mi [My |M3 |Mg |Ms | Mg |M7 [Msg | Mo [Myg Mi1 | M12 | M3

Résistance x;
6,1716,5 |3,08]3,583,33|4,0833 }3,92 433145 16,33]3,83]542
des parpaings (en MPa)

Résistance y;
22812,25108 |1,16[1,121,36 [1,04 | 1,48 | 1,52 | 1,36 | 2,04 1,28 | 1,52

des murs (en MPa)

I° Représenter dans un repére orthogonal I nuage de points de coordonnées(x; , y;) associés &
cette série statistique. On prendra les unités suivantes : en abscisse 2 cm pour 1 MPa ; en
ordonnée 2,5 cm pour 1 MPa.

2° Utiliser la méthode des moindres carrés pour donner une équation de la forme y =ax +b de Ia
droite d'ajustement au nuage, c'est & dire de la droite de régression de y en x. Le coefficient
directeur et le terme constant seront déterminés & 10 -3 prés.

¥ Déterminer une valeur approchée a 10 -3 prés du coefficient de corrélation linéaire de série
statistique de variables x et y.

4 Quelle résistance 4 la compression peut-on attendre pour un mur constitué de parpaings ayant
une résistance a la compression de 5 MPa ?
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EXERCICE 2 (11 points)
Un des objectifs de cet exercice est d'obtenir une valeur approchée d'une intégrale.

On considére Ia fonction numérique de la variable réelle x définie sur |- 1 1] par
et

f(x)=m.

Soit 6" sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal O; i, _| ) (unité

graphique : 5 cm).

A - Etude des variations de f, construction de sa courbe représentative

I° Déterminer lim f(x)

x—-1

2 Etudier les variations de f sur ] - 1; 1] .

3 Ecrire le développement limité d'ordre 2 au voisinage de 0 de f .
En déduire une équation de la tangente T & % au point d'abscisse 0.

4° Construire la tangente T et la courbe ¢° dans le repére (O ; T,T).

B - Recherche d'une valeur approchée d'une intégrale

1° Etudier les variations de la fonction g définie sur [0, % ] par

(x)-l+lx+g

2° On se propose de tracer sur Ia figure de la partie A- la courbe représentative I' de g .
a) Montrer que 6" et I' ont méme tangente au point dabscisse 0.

b) Déterminer une valeur approchée décimale arrondie & 10-2 prés des ordonnées des points de
la courbe T' d'abscisses respectives : 0,1 ;0,2;0,3 ;0,4 ;0,5 . Placer ces points sur la figure

de la partie A - et vérifier ainsi que T coincide pratiquement avec % sur [0, % ].

3° Pour déterminer l'aire de la partie de plan limitée par Ia courbe %, I'axe des abscisses, I'axe des
ordonnées et la droite d'équation x = 21 ; on convient donc de remplacer le calcul de cette aire par
celui de l'aire & de la partie du plan limitée par T, I'axe des abscisses, I'axe des ordonnées
et la droite d'équation x =§1 .

a) Calculer % en unités daire.
b) Donner une valeur approchée décimale, arrondie & 10-3 prés, de % , exprimée en cm2 .
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Bétiment 1989

EXERCICE 1 :
10
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2° On obtient directement avec la calculatrice :
y=0,358x-0,132.

3° On obtient r=0,951 4 10~ 3 prés.

4° Avec x =5 MP, on obtient une résistance de 1,66 MP;.

EXERCICE 2 :
A-1°a)

lime* =e¢l | im = +0c0

x—-1 x—=-1 X + 1
donc d'apres un théoréme sur la limite d'un produit,
lim f(x) =+, % admet la droite d'équation

'x—b_

= -1 comme asymptote .

2°f est un quotient de fonctions dérivables sur | - 1,

1] donc dérivable sur ] - 1, 1] . Pour tout x de ] - 1,

e"Vx+1- -

x+1

1

1}, f'(x)= -
£ (x) = 2eX(x+1)—eX 2(x + 1) eX

fi(x)= )
2(x + I)Vx + 2(x + I)'Vx +1

Pourtoutx de]-1,1], f'(x)alesignede 2x + 1.

Le signe de f'(x) est donné par :

2x+1 -

! 142
fadmetunextremumpourx-—z. f(—z)—'\/;.

D'oil le tableau de variation :

o B =
+

f'(x) -

f(x) $90 V;

Y

3° Pour tout x de ] - 1, 1],

"I\

f(x) = j
% '\’x+1

fix)= f(x)=eX(x +1)= 05

ex
(x+1)035"
Le formulaire donne directemnent
eX= 1+F+2—?+x21-:(x), avec
(1+x)“-1+11x+ﬂ§!;12x2+x2€(x)
avec limgx) =0.

x=0

limg(x) =0.
x_‘od)

1o
I e
|

—2,— x2+x 2t:(x)

(1+x)- 05~1+I

avec limg(x) = 0.
x—0
(1+x)-05=1 —%x + %xzﬂ Ze(x)

avec limg(x) = 0.
x—0

La partie réguliére du développement limité de f(x)
s'obtient en effectuant le produit des parties réguliéres
des développements limités des deux facteurs en ne
consevant que les termes de degré inférieur ou égal &
deux.

(I+ _+—)(1 x+§x)~-1+1

2

fix)=1 +lx +§x2 +x 2 &x), avec limgx) =0
27 8 x—0

x+%x2+ .....

Une équation de la tangente T au point d'abscisse 0
est donnée par le développement limité d'ordre 1 au
voisinage de 0 de f :

y=1+_x .

1
2
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4°

1"

B- 1° g est une fonction polynéme donc dérivable sur
1 1 R <
[0.2 l. pourtoutxde[o,zl, g (x)-2 ty% .
3

g'(x) = : hie d'oll le tableau de vanation :

=

g'(x) +

43

g(x) / 32
1

2°a) % et T ont en commun leur abscisse 0,
puisque g(0)=f(0)=1 .

Dautre part f(0)=g'0)== . 6 et [ ont donc

!
2
meéme tangente en ce point .

b)

X 01 102 ]03]04]05

gix) | 105|112 {118 |1.26 [1.34

B
»

3%a) g est positive sur [0, % | l'aire cherchée est donc

en unités d'aire :

LN

o

b) L'unité d'aire est 25 cm? d'o
F = 14,453 cm?,
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BATIMENT
Session 1990

EXERCICE 1
Une machine fabrique des vis pour la construction. On a mesuré les diamétres en millimétres d’un
échantillon de 1000 vis. Les résultats sont consignés dans le tableau suivant :

Diamétreseﬂmm 2;9 238 217 296 2;5 2,4 2,3 2.2 2,1 2 1,9
Effectifs 18 |35 [175 |180 (200 | 160 | 150 |40 |22 12 | 8

A. Statistique.

L Calculer, a I'aide de la calculatrice, 4 0,1 prés par excés, la moyenne X et I’écart type o de cette

série statistique.

2. On considére qu’une vis est défectueuse si son diamétre est inférieur ou égal & 2,2 mm ou
supérieur ou égal 4 2,8 mm. Calculer le pourcentage de vis défectueuses fabriquées par la machine
a partir de I'échantillon précédent.

B. Probabilités.
On admet que la probabilité qu'une vis prélevée au hasard dans la production de la machine

observée soit défectueuse est 0,135. Soit Y la variable aléatoire qui associe a tout lot de 100 vis
prises au hasard, le nombre de vis défectueuses de ce lot. La production est supposée suffisamment
importante pour que I’on puisse assimiler ce prélévement exhaustif i un prélévement avec remise.

1. Expliquer pouquoi Y suit une loi binomiale. Donner les paramétres de cette loi.

2. Calculer la probabilité qu'un lot de 100 vis prises au hasard ne contienne aucune vis
défectueuse. Donner une valeur approchée du résultata 10~ prés.

3. Calculer la probabilité, dans les mémes conditions de prélévement, qu'un lot de 100 vis
contienne exactement 95 vis non défectueuses.
Donner une valeur approchée du résultat 4 10 ~* prés.
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EXERCICE 2 (12 points)
Le but de cet exercice est d’obtenir un encadrement de I'intégrale:
1 19

I=I Lg%y
-1 V2n

1. Soit f Ia fonction numérique de variable réelle x définie sur [-1, 1] par :
1.2
fly=e2*,

a) Vérifier que f est paire.
b) Etudier les variations de f.
¢) Construire la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ;T ,T)

d’unité graphique 5 cm sur chaque axe.
2. Donner & I'aide du graphique précédent une interprétation de I'intégrale :

1_12
sz e 2" dx.
-1

1

12
Quelle propriété de f permet de déduire que J = 2 J e2% dx?
0
3. Du développement limité de €' qui figure dans le formulaire, déduire les développements limités

a 'ordre 4, puis a I’ordre 6 de f en 0. On note :
g(x) + x%€(x), avec lim e(x)=0, le développement limité 4 1'ordre 6 de f en 0,
x—0

eth(x) + x*(x), avec lim (x)=0, le développement limité & I'ordre 4 de f en 0.
x—=0

1.2
4. On admet que, pour tout x de I'intervalle [0,1], ona : g(x) < e 2% < h(x).

1

1.2
En déduire un encadrement de I'intégrale : I g2 dx,
0
1-—1x2 1 1 357
puis de : J:Jeﬁ dx, etenfinde: I = =e2" dx.
1 V2n

1

1.2

3. La table de la loi normale du formulaire donne : J L7 gy~ 0,6826.
.1 V2n

Vérifier que cette valeur est compatible avec 1'encadrement trouvé i la question précédente.
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EXERCICE 1

A. Statistique.
1. La calculatrice donne : X = 2,4931...
dod X ~ 2,5 mm & 0,1 prés par excés.

0=0,188... d'oll 0 = 0,2 mm 4 0,1 prés par excss.

2. Le tableau donné montre qu'il y a :

18 + 35 = 53 vis de diamétre supérieur ou égal 4 2,8
mm, 40 + 22 + 12 + 8 = 82 vis de diamétre inférieur
ou égal 4 2,2 mm, soit 53 + 82 = 135 vis
défectueuses dans cet échantillon de 1000 vis, ce qui
donne un pourcentage de 13,5% vis défectueuses dans
cefte production.

B. Probabilités.

1. Puisque le prélevement est assimilé & un
prélévement avec remise, on considére qu'on est en
présence d’une succession de cent épreuves génératrices
d'événements indépendants, chacune ayant deux
éventualités pour issue;

la vis est défectueuse avec la probabilité constante
0,135 ou bien la vis n'est pas défectueuse avec la
probabilité 0,865.

La variable aléatoire Y donnant le nombre de vis
défectueuses au cours de cent tirages suit donc la loi

binomiale de paramétres n =100 et p=0,135.
2.La variable aléatoire Y suit la loi %5 (100 ; 0,135).
On en déduit:

1]
Py =0)=C, x 0.135° x 0,865'%.
La calculatrice donne:
P(Y=0)~5x10" 210" pres.
3. Avec les mémes conditions de prélévement on
obtient:

5 5 95
Py=5=C, *0135° x 0.865”

La calculatrice donne:
PY=5)~35x10" 210™* pres.

EXERCICE 2

1. a) Pour tout x de [~ 1, 1], —x appartient & [-1,1],
_u!'- (_x)z & -l x2
fl-x)=e 2 , fex)=e 27 f- x)=fx).

La fonction f est donc paire.

b) * Conséquence de la parité: La fonction f est paire,
sa courbe représentative dans un repére orthonommal
est symétrique par rapport 4 1'axe des ordonnées, on
étudie donc la restriction de f I'intervalle [0,1].

* Calcul et étude du signe de la dérivée

Pour tout nombre réel x de [0,1] on a

f'(x)==x e.% (x)z,

Pour tout nombre réel x de [0,1],

X e“%(")zz Oet-x <0, f'(x)<0sur[0,1], et par
suite f est décroissante sur cet intervalle.

* Tableau de variation:

X 0 1
f' 0 -
f 1
1
e 2

y[
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1

1.2
2, + L'intégrale J =J. e 2% dxest |'aire, en unités En intégrant ces inégalités sur 'intervalle [0,1] on
4 obtient :
d'aire, de la partie du plan limitée la courbe
. . . 1 1 1
représentative de la fonction f, I'axe des abscisses et les W, 5l J ] 51 xzdx R 5 . xS
droites d’équations x =-letx = 1, *~6 T40" 336 0" ¢ *1*76 T40
* La fonction f est paire, sa courbe représentative est d'oi
symétrique par rapport 4 1’axe des ordonnées dans le
—r — 1
orthonormal (O ;i ,j ), la surface décrite ci-dessus 1_l+_1ﬂ_i ) J‘ e_%_xzdx . 11
admet I'axe des ordonnées pour axe de symétrie, donc : 6 40 336 0 © 6 40
1
1.2 .
J= 2J. o2 dx: La calculatrice donne:
1.1 1
0 — st =
1 6120 336 0,85535...
et 1- 1 + L= 0,85833...
3. On sait que pour tout nombre réel t on a: 6 40
'5112 - 2 8 4 |
€ —1+t-2!+3!+t€{t) avec -lxz
lim gt)=0 On en déduit: 0,85535< [ e 2~ dx < 0,85834.
t—0 0
Puisque lim (- d x2) =0, on peut utiliser le 1
=0 2 452
*PuisqueJ=2| e 2" dx, on obtient :
développement précédent avect=—% x2. 0
1,7107 < J £ 1,71668.
On obtient alors, a I'ordre 4 :
4.2 % 4 1
¢zt =1—L+x—+x4s(x) avec 1 -lxz 1
2 8 ‘I=| —=e 2" dx,doncl=—=1.
i i) w0 L Vor Var
o Or la calculatrice donne:
o L =0,39894... donc 039894 < —= < 039805,
LI Var Vor
e 2" =1-7-+ 7" —"=+x5(x) avec
. 2 8 48 La multiplication membres & membres des inégalités
lim &x)=0 g
x—0 de méme sens entre nombres positifs donne:
On en déduit alors : 1,7107 x 0,39894 < \,L_ J < 1,71668 x 0,39895
21
2 4 46 2, 4 1
x* x* x ¢ x
=1 =]-"=+= d'ol: 0,6824 < ——= ] < 0,6849.
BE=l-g g gy ¢ MU=ty Vo
4. « Pour tout x de I'intervalle [0,1], on a : 5. 0n a 0,6824 < 0,6826 < 0,6849.
12
gr)< e 2 ¥y h(x), soit : La valeur 0,6826 donnée par la table de la loi normale
1.2
1 x? Xd_x_ﬁ < e2% ¢ _x_z & x4 est tout & fait compatible avec I'encadrement précédent.
2 8 48 8

10
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BATIMENT
Session 1991

Exercice 1 (9 points)

L’entreprise MARTO est spécialisée dans la location de matériels pour le batiment et les
travaux publics. Son parc de pelles mécaniques sur pneus comporte :

deux pelles “Poclain PY45”, dont le prix de location TTC par jour est de 2.600 F *

deux pelles “Poclain 75P”, dont le prix de location TTC par jour est de 3.000 F *

une pelle “Poclain 90P”, dont le prix de location TTC par jour est de 3.600 F *

En relevant sur une longue période le nombre de pelles louées par jour, un gestionnaire de
Pentreprise MARTO admet que, pendant I’hiver, il y a trois pelles louées chaque jour.

Dans ce qui suit on appelle “location” un sous ensemble de trois éléments de I’ensemble des

cinq pelles.
1° Combien y a-t-il de “ locations” possibles ?

2° Chaque “location” définit un événement élémentaire. L.’observation sur une longue période
conduit & admettre que tous les événements élémentaires sont équiprobables.

Calculer les probabilités respectives P(E;), P(Ep), P(E3), P(Es), P(Es) des événements E;,
Ep, E3, E4, Es, suivants :

a) E; : on a loué un jour donné deux pelles “PY45” et une pelle “75P” ;

b) E> : on a loué un jour donné deux pelles “PY45” et une pelle “90P” :

¢) E3 :ona loué un jour donné une pelle de chaque type ;

d) E4:on a loué un jour donné deux pelles “75P” et une pelle “PY45” ;

e) Es : on aloué un jour donné deux pelles “75P” et une pelle “90P” .

3° On note X la variable aléatoire qui 4 chaque “location” associe le chiffre d’affaires par jour
correspondant de I’entreprise MARTO.
Déterminer I’ensemble des valeurs prises par X.

4° Déterminer la loi de probabilité de X. (La représenter sous forme de tableau selon le modéle
ci-dessous).

chiffre d’affaire pour un jour : x; l I o 5s
P(X = x;) l

5° Calculer I’espérance mathématique de X notée E(X). Que représente E(X) ?

* tarifs au 01/01/91.
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Exercice 2 (11 points)

A - Soit (E) I’équation différentielle y’ +y =1 - e ol I'inconnue y est une fonction de la
variable réelle x, définie et dérivable sur R.

1° Résoudre I’équation différentielle (Ej):y’ +y=0.

2° Déterminer une fonction numérique u définie dérivable sur R telle que la fonction définie
par x — yo=u(x) e soit solution de (E) ?

3° Quel est I’ensemble des solutions de (E) ?

4° Déterminer la solution particuliére g de (E) vérifiant la condition initiale g’(0)=0.

B - Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 1- (x+1)e* et C sa courbe représentative
dans le plan muni du repére orthonormal (O ;? ,T), unité 2 cm .

1° Déterminer la limite de g en - o et en + o . En déduire I’existence d’une asymptote D
pour C.

2° Etudier les variations de g,

3° Construire la droite D et la courbe C , aprés avoir déterminé les coordonnées d’une
dizaine de ses points a Iaide d’une calculatrice programmable.

4° a) AT'aide d’une intégration par parties, calculer I’intégrale :

2
I= L(xﬂ) e~ *dx

b) En déduire I’aire .« en cm?2, de la partie du plan limitée par C, D et la droite
d’équation x =2.

¢) Donner un encadrement de .o d’amplitude 10 -2,

12



Corrigé

Batiment 1991

EXERCICE 1

1° 1l y a autant de “locations possibles™ que de sous-
ensembles & trois éléments de I'ensemble des cing
543

pelles : C5 =>7= =10

2° Tous les événements élémentaires sont
équiprobables. Les probabilités demandées sont donc de

la forme :
nombre de “locations favorables”

nombre de “locations possibles”

a) Il y a un seul choix possible pour les 2 pelles
“PY45” et deux choix possibles pour la pelle “75P”,

donc deux “locations favorables”, d’oii P(E) = ]2—0 .

b) I y a un seul choix possible pour les 2 pelles
“PY45™ et un seul choix possible pour la pelle “90P",

donc une seule “location favorable”, d’ot P(Ep) = 1]—0

¢) Il y a un deux choix possibles pour la pelle “PY45”
, deux choix possibles pour la pelle “75P”, un choix
possible pour la pelle “90P”, donc 2 x 2 x | = 4

“locations favorables™, d’oil  P(E3) =14—0 :

d) Il 'y a un seul choix possible pour les 2 pelles
“75P”, et deux choix possibles pour la pelle “PY45™,

donc deux “locations favorables”, d’ot P(Eq) = 12—0 ;

e) Il y a un seul choix possible pour les 2 pelles “75P"
et un seul choix possible pour la pelle “90P”, donc

une seule “location favorable”, d’oi P(Es) = 11—0 .

3° La variable aléatoire X associe le chiffre d’affaire
correspondant 4 chaque événement “location” ,

a Ej correspond 2600 +2600 +3000 = 8200 a Ep
correspond 2600 +2600 + 3600 = 8800 , de méme a E3
correspond 9200 & E4 correspond 8600 4 Es correspond
9600. L’ensemble des valeurs prises par X est donc :
{ 8200, 8800, 9200, 8600, 9600 }.

4

chiffre d’affaire | 8.200 | 8.600 | 8.800 | 9.200 | 9.600

X

PX=x) | 02 02 01 ] 04 |01

5° B(X) = X xP(X =x))
E(X) = 8200 x 0,2 + 8800 x 0,1 + 9200 x 0,4 +
8600 x 0,2 + 9600 x 0,1

E(X) = 8880.

E(X) représente la moyenne des chiffres d’affaires par
jour que peut “espérer” 1'entreprise MARTO si la
situation “3 pelles par jour” se répéte un trés grand
nombre de fois.
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EXERCICE 2

A - 1° L'équation (E]) : y' + y =0, est de la forme
y' +ay = 0 toutes les solutions sont définies sur IR
par f(x) = C e ~ @X oii C est une constante quelconque
réelle. Toutes les solutions de (E) sont donc définies

sur [Rpar: f(x)=Ce-X,

2° On cherche une fonction numérique u telle que la
fonction définie par yo = u(x) e - X soit solution de (E).
Pour tout x on a : y'p = u'(x)e " X - u(x)e - X, la
fonction cherchée est solution de (E) si et seulement si
pour tout réel x :

U'Xe " X-ux)e X*+uxe X=1-e-X%
v'(x)e " %X=1-e"X donc u'(x)=e X-1,
u(x) =e X - x +k, d’oll une fonction u définie par
u(x) =e X - x et une solution yg de (E) définie par .
ux)e"X=1-xeX

d’onl

3° L’ensemble des solutions de (E) est donc la somme
des fonctions obtenues au 1° et au 2° ; c'est & dire
I'ensemble des fonctions définies sur |R par

gx)=1-xe " X+Ce-X

4° g est solution de I’équation (E), on a donc
gx)=1-xe X+ Ce X, parailleurs :
gx +gx)=1-e-X d'oi
gx)=1-eX-(1-xe X+Ce"X)
g(x)=-eX +xe"X-Ce~X
g’(0)=0donc 0=-1-C doncC=-1
gX)=1-xe"X-.eg-X,

donc

B-1°de lim e~ X=+ccet lim '(x+1)=+°°0n
X—s-00 X—+= 00

déduit lim — (x+1)e "X =+c donc que

X—- 00
lim g(x) =+ o ; pourtout x de |R
X—-00
g =1-xe X-e X  g=1-7 . e X,
e
lim e—x=+°° donc lim > =0.
X—+00X X— +00
de lim 2=0et lim e~ X=0 on déduit que
X —+ +00 X—++00

lim g(x) = 1 donc la droite d’équation y = 1
X—+co

est asymtote 4 la courbe Cen + o .

2° g’(x)=-e" X+ xe"X+e X doncg’(x) =x e X est
du signe de x.

X 0 0 +o0
g'x) o 0 e
0
I
x 1,5 |-1[-05]|0] 0,5 1 2 3 4
gx)|3,24| 1]0,17]0 [0,09[0,26[0,59[0,8 0,91
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y=1
— "(/}/:”:—-)
-1 0 1 X
4°
2
a) I= J(x+l)e"‘dx pour tout x de [- 1, 2] on pose ux)=x+1 , vi(x)=e*
-1
u'(x)=1 , v(x)=-e* |
2 -X
en intégrant par parties : I=[- (x+1)e"‘]l - .r-e dx

-1

3
[=-3e-2 +[-e""]1 4

I=-3e2-e2+¢ donc I=ze-de—2.

b) On sait que si f et g sont deux fonctions continues donc intégrables sur [ - 1, 2] , si pour tout x de [- 1, 2]
f(x) £ g(x), alors l'aire de la partie de plan limitée par les courbes représentatives de f et g et les droites

d'équations x =— 1 et x = 2 est en unités d'aire ,
2

J g - 01 dx .
-1

Laire .o/ de la partie du plan limitée par C, D et la droite d’équation x =2 est donc obtenue par Iintégrale :
2 2
Jr-11-(x+ne-%1dx = [(x+1)e=*dx =1 lunité daire vaut 4 cm?

-1 -1

donc & =(e-4e-2).4cm? & = 8,7077 ecm?

c) Avec la calculatrice on obtient 87< & <871

14
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EXERCICE 1 (9 points)

Dans un jeu, une urne contient trois boules vertes, deux boules rouges et quatre boules noires. Un
joueur extrait simultanémént deux boules de I'urne. Le tirage d'une boule verte fait gagner deux
francs, celui d'une boule rouge fait gagner un franc et celui d'une boule noire fait perdre trois
francs. On admet qu'il y a équiprobabilité des tirages.

1° Quelle est Ia probabilité que le joueur perde six francs ?

2°Onnote X la variable aléatoire qui & chaque tirage de deux boules associe le gain. Déterminer
l'ensemble des valeurs prises par X .

3° Déterminer la loi de probabilité de X . (La représenter sous forme de tableau selon le modéle ci-

dessous ).

| gain X -6 -2 -1 2 3 4

P(X = x;)

P(X <xp)

4° a) Quelle est Ia probabilité de perdre de l'argent ?
b) Quelle est la probabilité d'en gagner ?

5 Calculer I'espérance mathématique de X, notée E(X). Que représente E(X) ?

EXERCICE 2 (11 points)

A - Soit (E) I'équation différentielle : y * + 2 y'+2y=0 od y désigne une fonction de la
variable réelle x définie et deux fois dérivable sur R, y'la dérivéedey et y" sa fonction
dérivée seconde.

I° Résoudre I'équation différentielle (E).

2 Déterminer la solution particuliére g de (E) vérifiant les conditions g(0) = 0 et g'(0) =122

B - Soit f la fonction définie sur I'intervalle I = [0, 27] par f(x)=1242¢e-*sinx et C sa
courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormal (O ; T ,T) , unité 2 cm.
1° Montrer que, pour tout réel x de I, f'(x) =24 e - X cos (x +;—T ).

2° Résoudre dans [0, 2] I'équation f'(x) =0
3° Déterminer les coordonnées des trois points d'intersection de C et de l'axe des abscisses sur
[0, 2n] ainsi que le coefficient directeur de la tangente & C en chacun de ces points. (On ne

demande pas les valeurs approchées).
4° Construire le tableau de variation de f sur [0, 2m). Pour déterminer le signe de la dérivée sur

[0, 27] on pourra, par exemple, utiliser les résultats du 3°.
5 Construire C . On fera figurer sur le graphique les points et les tangentes obtenues au 3° .

15
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EXERCICE 1

1° Un joueur perd 6 francs dans le cas ou il tire deux
ci _1

c§ 6

2° L'ensemble des valeurs prises par X est :
{_6|—2"— 1;213-4} .

¥

boules noires : P(N,N) =

Xj -6 |-2 -1 2 3 4
6 8 12 |1 6 3

PX=xp) |2 |2 |2 |L |58 |3
X=x) 136 136 | 36 |36 |36 |36
6 14 | 26 |27 |33 | 3%

< x: — i, 2= o v ok
PX< 136 |36 |36 |36 |36 |36

4°4) La probabilt de perdre est P(X <0)= 15 .

b)l..apmbabilitédegagnermP(X>0)=ls—8.

-36-16-12+2+18+12 _ 32
36 T36

E(X)=—§ & — 0,89 F ( c'est une perte) .

E(X) représente en moyenne la perte que l'on peut
obtenir si I'on répéte I'expérience un trés grand nombre
de fois.

5° E(X) =

EXERCICE 2 :
A. 1° L'équation caractéristique est 12+ 2r+2=0 ;
A=-4=4i2 ] y a deux solutions complexes

=-1-1 et r=-1 +i Toutes les solutions de
I'équations sont donc définies sur [R par :
g(x) =e~X(Cy cos x + Cy sinx)
ou Cj et C7 sont deux constantes réelles quelconques.
2° Si une solution particuliére de cette équation est
nulle pour x =0 et si la dérivée vaut lzﬁpourx =0,
alors  (A) B(0) =0

'©0) = 122
Pour tout réel x,
g'(x)=-¢ X (C) cosx + Cy sinx) + & X (- Cy sinx +
Cj cosx)
g'(x)= e X((-Cy+Cy)cos x + (Cy - Cp) sin x)
C;=0

A) s'éerit
(A)s'ecrt {cz =12\2
La solution particuliére cherchée est donc définie sur [R

par f(x)=12V2 e * ¥ sinx.

B. 1° Soit f la fonction numérique définie sur [0, 27)
par f(x)= 12\/2- e ~ X sinx.

Pour tout x de {0, 27] ,

f'(x)= lﬂse “X(cos x-sinx),

V2

2 ;
) - -X, ¥ _ X
f'(x)=24¢ (2 cos X 2 sin x) ,
iy ) = -x T i ¥
f'(x)y=24e (cos4 cos X sm4 sin x) ,

f'(x)=24e " Xcos (x +f—:).
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3°f(x)=0 équivaut lNEe‘xsinx=0 etd

sinx=0 (IZ’JEe "X #0), les abscisses des trois points
d'intersection de C et de l'axe des abscisses sur [0, 2m)
sont {0, m, 2 }, les ordonnées de ces trois points sur
[0, 2m) sont nulles. Les coefficients directeurs des

tangentes & C en ces points sont f'(0)=12\E,
flm=-12V2e et f'2m=12V2e-27,

4° Pour tout réel x, e * > 0 donc les inéquations
suivantes sont équivalentes : f '(x)2 0, cos (x +:_r )2 0.

Etudions le signe de cos (x + g ) dans le tableau suivant:

n sn
X 0 4 T g 2n
T |m T 5n 3n In
**4 |a 2 4 2 4
T
cos(x + ;)| ¥2 _ V2 V2
]2 +0--5 -0 + 5
D'oll le tableau de vaniation:
n s
x 0 4 n 4 2
f'(x) + 0 - 0 +
P
f(x) f(;) 0

F)=12¢-W4 w547, f(%’»’)=- 12 6 -574 w 236,
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BATIMENT
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EXERCICE 1

Résistance 4 la compression 4 28 jours d'un ciment,

Dans la notice concernant les ciments on considére comme élevée Ia probabilité que la résistance 4 la
compression 4 28 jours d'un ciment soit comprise entre 50 mégapascal (MPa) et 60 MPa. On se
propose de déterminer cette probabilité.

I°Onnote X Ia variable aléatoire qui, a un sac de ciment choisi au hasard dans la fabrication d'une
usine, associe sa résistance a la compression a 28 jours.

Un croquis sur la notice permet d'admettre que X suit Ia loi normale de moyenne m = 55 MPa et
d'écart type 0 = 3 MPa. Déterminer la probabilité P(50 < X < 60) & 10 - 4 pres, en utilisant
¢éventuellement une interpolation linéaire.

2° La résistance A la compression 4 28 jours minimale de chaque sac, garantie par cette usine, est de
45 MPa ; quelle est la probabilité qu'un sac ait une résistance i Ia compression & 28 jours
insuffisante ?

Déterminer cette probabilité 4 10 -4 prés en utilisant éventuellement une interpolation linéaire,

EXERCICE 2
Un objectif du probléme est de calculer pour un fil de longueur 3 métres suspendu entre deux points
fixes AetB telsque AB=2m, la longueur de Ia fleche EF (Voir figure).

17
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Le fil prend la forme de la courbe de Ia figure. On montre en mécanique que cette courbe est la

représentation graphique, dans le repére orthonormal (O TT) de la fonction définie sur
e AX + - AX
2\
oll A est un nombre réel strictement positif. La figure n'est pas 4 I'échelle.

l'intervalle [ - 1; 1] par f(x) =

1° a) Exprimer en fonction de A la fléche EF =f(1) - f{0).

b) On désigne par f ' la fonction dérivée de fsur [ - 1; 1).

Montrer que pour tout nombre réel x de l'intervalle [ - 1 ;1] ,

9 2
e [fi)?= [ ]

¢) On admet que la longueur L(1) de l'arc de courbe AB est donnée par :
+1

. ) i € A €- A
L(A) = f 1+[f'(x)]“ dx , utiliser le b) pour montrer que L(}) =————
)

eh-e-h
f =
2 On se propose dans cette question de déterminer graphiquement une valeur approchée de la
solution de I'équation obtenue au 1° d).

d) Verifier que 'équation L(A\) =3 équivaut sur ]0; + [ & A

. % H ex & e-)&
Soit g la fonction définie sur [0 ; + o[ par g(x) =— 7.

a) Déterminer lim  g(x).

X—t00

b) Etudier les variations de g sur [0 ; +o9] .

c) Soit (C) la courbe représentative de g dans le plan muni du repére orthonormal (O ;T ,T)
unité 4 cm. Construire la courbe représentative (C) aprés avoir déterminé les coordonnées d'une
dizaine de ses points 4 l'aide d'une calculatrice programmable,

d) Lire sur le graphique une valeur approchée & 10 -! prés de la solution A de I'équation
&(x) = x, A appartenant a l'intervalle ]0, +oo[ .

e) En déduire une valeur approchée en métres de Ia fleche EF 4 10 - 1 prés.

18
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Exercice 1
1° La vanable aléatoire X suit la loi normale

4" (55; 3). On cherche P(50 < X < 60), en utilisant

la variable aléatoire T - qui suit la loi

3
normale centrée réduite .4 (0 ; 1) on obtient :

PSO<X <60) =P(- —<T< :
P(50 < X < 60) = P(- 1,6666STS 1,6666)

P(50 < X < 60) = 211(1,6666) - 1

La table du formulaire donne m(1,66) = 0,9515 et
n(1,67) = 0,9525, par interpolation linéaire on obtient
P50<X<60) =2x09522-1

P(50 < X < 60)=0,9044 4 10 - 4 pres.

2° La probabilité que la résistance 4 la
compressiond'un sac soit insuffisante se traduit par :
P(X < 45) = T € - 13—0 ) utilisant le méme

changement de variable que précédemment , ce qui
équivautd P(T <-3,333) =1 - n(3,333)..

La table donne 7(3,3) =1 -0,99952 ,

m(3,4) = 0,99966 , par interpolation linéaire

H(IB—O) =099957a 10- 5 prés par excés , donc

P(rs—)_l -0,99957
P(X < 45)=4.10"%2 10 -4 prés par défaut.

Exercice 2
1°a)  EF=f1(1)-f(0),

Aya-A Ayia-A
__else 7 eft+e" -2
T n BF=—py
b) pourtoutréel xde [-1; 1],
eM_e

AX _3e- AX
f‘ '(x) -_:}\C—Ae—'_ ’ f'(x) = 2

2A
2 2hx _ - 2hx
]+[fl(x)] =1 _‘FC z'i'e ,

,+[fm] [M]Z.

) L) = J.\/l +1f'x)2 dx

jl AX_'_e-AXl dx

e)\x+e-?\x
2

+1

AX - Ax

- Ax

étant positif pour tout réel,

dx

19

, d'ol
e |

L(A) =

d) Les équations suivantes sont équivalentes sur
eh-e-A

05+ LA)= =% —E5,

A
ok a=%

3 =3,

-a~X
203) g(x) % ,
lim

X—+00

gx)=+o car lim X =+00 g
X—+00

.
e X

‘ Xie-X

b) Pour tout réel x de 10 ; + o[, g '(x)—ze—;L

d'ott le tableau de variation :
X 0
g'(x) +

a(x)

c) courbe

1,6

—
=28
-

d On lit sur le dessin
Ar 1,6
€) D'apres la question 1° a)
1.6 _.-1.6
e V-e - HU.2
e
EF=10ma10-1!

pres.
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On envisage I'installation d’une pompe & chaleur “en reléve de chaudiére” dans un hotel “deux
étoiles” en construction. On se propose d’étudier si le contrat de maintenance forfaitaire annuel
proposé par I'installateur, aprés la période de garantie d’un an, est plus avantageux que la
facturation au prix réel des interventions ponctuelles.
Une étude statistique permet au constructeur d’affirmer que la probabilité de I’événement “la pompe
a chaleur tombe en panne une fois pendant un mois donné” est 0,125,
Dans un but de simplification, on admet que, pendant un mois donné, la pompe 2 chaleur ne peut
tomber en panne qu’au plus une seule fois et que les pannes éventuelles survenues deux mois d’une
méme année sont indépendantes. On note X la variable aléatoire qui, & chaque année (de douze
mois!) associe le nombre de pannes survenues a la pompe a chaleur.
1° Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale. Donner les paramétres de cette loi.
2° Calculer la probabilité des événements suivants :

a) iln’y a pas de panne dans I'année ;

b) ily a au plus deux pannes dans I'année.
3° Calculer I’espérance mathématique notée E(X) de la variable aléatoire X. Que représente E(X) ?
4° Les résultats d’une étude statistique menée auprés de nombreux utilisateurs de ce modéle de
pompe & chaleur n’ayant pas souscrit de contrat de maintenance annuel permettent d’admettre que le
coilit d’une intervention est de 2100 F TTC.
Soit Y la variable aléatoire qui & chaque année associe le montant total en francs (TTC) des frais de
réparation de la pompe a chaleur.

a) Quelle est I’espérance mathématique notée E(Y) de la variable Y ? Que représente E(Y) ?

b) Le contrat de maintenance forfaitaire annuel de la pompe a chaleur est proposé par
I'intallateur au prix de 4500 F TTC.
Quelle est la solution de maintenance la plus intéressante sur une longue période ?
5° On approche la loi binomiale du 1° par une loi de Poisson de paramétre A = np , ol n et p sont
les paramétres de cette loi binomiale. En utilisant la loi de Poisson, déterminer les probabilités
respectives des deux événements du a) et du b) de la question 2°.
6° On considére que, pour un événement I‘approztirnation d’une loi binomiale par une loi de
Poisson est justifiée lorsque I’erreur relative —LPE est , en valeur absolue, inférieure 4 10 %

(p étant la probabilité de cet événement mesurée avec la loi binomiale et p’ celle du méme
événement mesurée avec la loi de Poisson ). Pour chacun des deux événements précédents,
déterminer si I’approximation de la loi binomiale du 1° par la loi de Poisson du 5° est justifiée.

Dans cet exercice chaque probabilité demandée sera calculée a 10~ 3 prés.
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EXERCICE 2 (11 points)
Ne connaissant pas la primitive de la fonction f définie sur [ 0, 21 | par

ex Gt /
e y

f(x) | + x ' Onsepropose de déterminer une valeur f‘ -

1 :

approchée de l'intégrale : | 5

T @

J L+ ™ :

0 :

La figure donne la courbe représentative C de la fonction f . :

Le plan est muni du repére orthogonal (O ; 7 T ).

Unités : 10 cm sur I'axe (O :T) et cm sur l'axe (O ;:i_’).
I° Interpréter graphiquement I'ntégrale I. . 1 -
1l =x

2

2° Recherche d'une valeur approchée de l'intégrale I par la méthode des Irapezes.

On note Mg, M1, My, M3, My les points de C d'abscisses respectives 00,125, 0,250 ;0,375 :
0,500. Soit H), Hy, H3, Hy les projections orthogonales respectives sur I'axe des abscisses des
points M), My, M3, My.

Donner une valeur approchée A, 4 10-3 prés, en unités daire, de la somme des aires des quatre
trapézes HjM M0, H;MaMiH), H3M3MoH; , H4MsM3H;3 .

(On rappelle que aire d'un trapéze est égale  la demi-somme des bases multipliée par Ia hauteur.)

3° Recherche d'un encadrement de | ‘intégrale I
a) Etudier les variations de f sur [0, 21 ] et en déduire que, pour tout réel x de [0, % I
1< f(x) < %E .

2
b)Démomrerque.pourtoutréelxde[0,21], ] 1 - =l-x+ —

1 1

. 4
¢) Déduire-du b) que:l=j (I -x)exdx +J2x2 f(x) dx.
0

0

NI-—-

d) A l'aide d'une intégration par parties, calculer la valeur exacte de l'intégrale: J = J (1-x)exdx
0

I

J Ve

2
¢) Déduire de I'encadrement obtenu ay a)que: ﬁ 5 J x2 f(x) dx < 36
0

f) A l'aide des trois questions précédentes, écrire un encadrement de l'intégrale I.
En déduire un encadrement de I, damplitude 5.10-3 par des nombres décimaux.

21



Corrigé

Batiment Nouvelle Calédonie 1992

EXERCICE 1 :
1° Chaque mois on a deux possibilités et deux
seulement : ou la pompe tombe en panne de
probabilité p = 0,125, ou elle fonctionne correctement
avec la probabilité 0,875. Au cours d'une année cette
expérience est réalisée 12 fois et les résultats sont
indépendants puisque les pannes éventuelles survenues
deux mois d'une méme année sont supposées
indépendantes.
X suit donc la loi binomiale % (12;0,125).
2° a) p1=P(X=0), pj=Cpy(0,125)(0,875)!2
p1~ 0,2014 .

b) pp=P(X=0) + P(X = 1) + P(X = 2), puisque les
événements X =0, X = 1, X = 2 sont incompatibles
deux 4 deux , pp = 0,2014 + 0,3453 + 0,2713,

p2 = 0,8180.
3° EX)=np=12 x0,125, E(X)=1,5 an.
Sur un trés grand nombre d'années, le nombre moyen
de pannes de cette pompe est voisin de 1,5 .
4° a) Par définition des variables aléatoires X et Y
Y =2100X, E(Y) = E(2100 X), E(Y)=2100E(X),
E(Y)=3150F . Sur untrés grand nombre d'années, le
montant moyen des frais de réparation de cette pompe i
chaleur est voisin de 3150 F ,
b) 3150 < 4500 , sur une longue période la facturation
aux prix réels est plus intéressante que le contrat
forfaitaire .
5° X suit la loi &7 (1,5), pp’ = 0,2231, pp’ = 0,8088.

6 1@ [~ 0,109 > 10%
I%P-;;z | = 0011 <10 %. L'approximation est

Justifiée pour le calcul de py mais pas celui de p;.

EXERCICE 2 :
1° I représente l'aire de la partie de plan limitée par la
courbe représentative de f, I'axe des abscisses et les

droites d'équations respectives x =0 et x ==
2° Avec une calculatrice on obtient ;

X 0 0,125 10,250 0,375 | 0,5

fo) | 1 [1,0072 11,0272 [ 1,0582 | 1,0991

D'ol A = 0,518.

3° a) fest dérivable sur [0, % ]

Pour tout réelxde[O.%] ; f'(x) =

X
<1+ xye °
Pour tout réel x de [0,%] s 20, eX >0 et

(1 +x)2>0 donc f'(x) 2 0.

foy=1, f(%)= “¥2 doi le tableau de variation :

3
X 0 <

f'(x) +

ol

fix)
| /

22

On en déduit pour tout réel x de [0, é ],

i & . (l—-x)(1+x)+x2,
I +x 1 +x

faon ¥ x2 o1
I+x 1 +x

¢) Dub) on en déduit que

—_

1
1+x
0

d) Pour tout réel x de [0, %] on pose

ux)=1-x donc u'(x)=-
v'(x)=e* dnc  wv(x)=e* ,

3
(l—x)dx+J x2 f(x) dx,
0

B
I= [u(x)v(x)] 1(';2 - J u'(x)v(x) dx ,

0

l-’l Lad

1=[0-0 e~ J — eXdx,

J=[(1-x)e"]l:' + [ex]lf, J=[(2-:r.)ex]l:;2 ,

3 3
- =Sl _
J=3el2_, Ve -2
¢) Pour tout réel x de [0, % ]
2
1<f(x) < Z%/-E, donc x2 € xzf(x) < 253—%:'
en utilisant le théoréme d'intégration des inégalités ,

1 1

1
7 7 2 5.2
J dest xzf(x)deJ 2"3—\/‘-&
0

0 0
Boin 2 3.1n
B2 <k ¢ ey

Mol L o

24"K— 3 24° 24 °

3

alcﬁ

1 Ve
= = < <
fy [=1+K, donc24+J K+1] 36 +],

-—+—'\/; 251<"L;+:i e -2,

24 T3 2
d'o 0.514 £1<£0519 .
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EXERCICE 1 (8 points)

Etude de I'absentéisme dans une entreprise du bitiment,

Dans cet exercice chaque probabilité demandée sera calculée a 10 -3 prés.

Une agence d'une entreprise du bitiment emploie vingt personnes. Une étude statistique permet
d'admettre qu'un jour donné la probabilité qu'un employé donné soit absent est 0,05. On admet
que les absences des employés survenues un jour donné sont indépendantes les unes des autres,
Onnote X Ia variable aléatoire qui & chaque jour associe le nombre d'employés absents.

1° Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale. Donner les parameétres de cette loi.

2° Calculer la probabilité des événements suivants :
a) Ej : un jour donné il y a exactement trois absents ;
b) Ez : un jour donné il y a strictement plus de deux absents ;
¢) E3 : un jour donné le nombre d'absents est compris entre trois et six (bornes comprises).

3° Calculer I'espérance mathématique notée E(X) de la variable aléatoire X, Que représente E(X) ?

4° On approche la loi binomiale du 1° par une loi de Poisson de paramétre A = np, ol n et p sont les

paramétres de cette loi binomiale.
En utilisant la loi de Poisson, déterminer les probabilités respectives des trois événements E;,

Ey, E3 de la question 2°,
Vérifier que les résultats obtenus au 4° différent de moins de 1% des résultats obtenus au 2°,

EXERCICE 2 (12 points)

Le plan est muni du repére orthogonal (O ; T ,T) ol les unités graphiques sont 4 cm sur l'axe des

abscisses et 2 cm sur l'axe des ordonnées.

A Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle: y " +2y'+y=0 ol y désigne une fonction de la variable
réelle x définie et deux fois dérivable sur R, y'la dérivée de y et y" safonction dérivée

seconde.
I° Résoudre cette équation différentielle.
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2 Déterminer la solution de cette équation qui vérifie les deux conditions suivantes :
(1) la courbe représentative de cette solution passe par le point I de coordonnéez (0, - 2),
(2) la tangente & cette courbe au point 1 a pour coefficient directeur 1.

B Etude des variations d'une fonction et construction de sa courbe représentative

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=(-x-2)e-* et C sa courbe représentative dans le
repére (O; T,T) ;
I° a) Déterminer lim f(x) et lim f(x).

x—._m x-—++00

En déduire I'existence d'une asymptote pour C dont on donnera une équation.
b) Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de variation.

2 Ecrire le développement limité 4 l'ordre 3 de f au voisinage de 0.
En déduire une équation de la tangente T 4 C au point d'abscisse 0, et Ia position relative de
T etde C au voisinage de ce point.

3° Construire la tangente T et la courbe C dans le repére (O ; T,T).

C Calcul d'une intégrale

0

Soit J = I(—x—2)c"xdx.
t 2

I° a) Calculer I'intégrale J  l'aide d'une intégration par parties.
b)  Donner une valeur approchée  10-2 prés de J.

2 Donner une interprétation graphique de J.
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EXERCICE 1 :

1°  On est en présence d'une épreuve aléatoire
pouvant déboucher sur deux éventualités :" un employé
donné est absent un jour donné " de probabilité p =
0,05, " un employé donné n'est pas absent un jour
donné " de probabilité p = 0,95.

Cette épreuve est réalisée 20 fois un jour donné, les 20
épreuves sont indépendantes, on est donc en présence
d'une loi binomiale & (20 ; 0,05) .

X suit la loi binomiale & (20 ; 0,05) .

2°8) P(Ep)= C3 (005309517
P(E1) = 0,060. (ou 0,059).

b) PE)=1-K(E).
By =AQUAJU Ay
Ag: il n'y a pas d'absent,
A1 : il y a exactement un absent,
A2 : ily a exactement deux absents.

P(Ep )= 0925 ,
P(E) = 0,075.

¢) P(E3) = P(X=3) + P(X=4) + P(X=5) + P(X=S).
P(E3) = 0,076.

3°E(X)=20x 0,05

E(X) = 1.

E(X) , représente le nombre moyen d'absents par jour
(si on reléve les absences sur un trés grand nombre de

jours).

4°On approche la loi binomiale & (20 ; 0,05) par la
loi de Poisson & (1).
A l'aide de la table du formulaire on obtient :

a) P(Ey) = 0,061 ;

b) P(Ep) = 0,080 ;

c) P(E3) = 0,080 .

2.5

EXERCICE 2 :

A. 1° L'équation caractéristiqueest: r2+2r+1=0
cestadie (r+1)2=0;

I'équation caractéristique admet — 1 comme solution
double.

Toutes les solutions de I'équation différentielle sont
donc définies sur R par:

fx)=(Cyx+Cy)e~ %, 00 Cyet Cysont des
constantes réelles quelconques.

2° De (1) on déduit que f(0)=-2, dod Cp=-2.
Pour tout nombre réel x ,
f'x)=Cje"%-(C;x-2)e ~X.

De (2) on déduit que f'(0) =1, dod Cy+2=1,

La solution cherchée est donc définie sur [R par
fx)=(-x-2)e" %

B.1°a)De lim (x -2)=+> et lim e~ % =+

X — 00 X — =00

on déduit lim f(x) =+,

X — =00
Pour tout nombre réel x, f(x)=-xe~% —2¢~X .
De lim -xe *=0e lm e %X =0,

X — 4 X —+00

on déduit lim f(x) =0.

X — +00
C admet I'axe des abscisses comme asymptote en + o,
b) f est un produit de fonctions dérivables sur [R donc
dérivable sur [R.
Pour tout nombre réel x , f'(x)=(x +1)e—X .
Pour tout nombre réel x , e X > 0 donc f'(x)a
méme signe que x + 1,

Le signe de f'(x) est donné par :

1 — 0 —+
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fadmet un extremum pourx =-1 f(- l)=-e.

D'ou le tableau de variation :

f'(x) —

+00, 0
fix) \_e ~x

2> Du développement limité :

A TR TRIT

avec lim gt) =0,
t—0

On déduit le développement limité :

e X=1-x +x? -%— +x3gx),

avec lim &x) =0.
x—0

En le multipliant par (- x - 2) et en ne conservant que
les termes de degré inférieur ou égal 3 3 on obtient le
développement limité :
x3 3

fix)=-2+x e TXTEm,
avec lim gx) =0.

x—0
Une équation de la tangente T & C au point
d'abscisse 0 est donc y = x - 2.
La position relative de T et C au voisinage du
point d'abscisse 0 est donnée par le signe de

3
f(x)—(x-ZJ:—% +x3£(x).

avec lim gx) =0.

x—0
Pour x <0 fix)-(x-2)>0 donc C estau
dessusde T.
Pour x>0 f(x)-(x-2)<0 donc C estau

dessous de T .

C 1° a) Pour tout nombre réel x de [ - 2, 0] on pose

u(x) =-x-2 donc u'(x) =-1,

vix)=e X dnc  v(x)=-e~ X,
0
0
I = [u(x) v(x) ]-2— J.u'(x)v(x)dx ;
23
0
0
J={—(x+2)e"‘]_2— J.e"‘dx ,
'3
) i 4 —
=[(x+2)e ]_2—[—6 ]‘2.
0
J=[(x+3)e~X] J=3-e2

-2?

b) J =-439.

2° (=) est I'aire, en unités d'aire, ue la partie de plan

limitée par la courbe C et les axes de coordonnées.
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EXERCICE 1 (6 points)

Un fabricant de produits manufacturés en béton utilise un jeu de moules a agglomérés, qui permet de
fabriquer 10 000 piéces par jour.

Avec un jeu de moules neuf on obtient des piéces dont la masse est 18 kilogrammes. Cette masse
augmente avec l'usure des moules.

On considere toutefois que la production reste acceptable tant que la masse moyenne des agglomérés
d'une palette choisie au hasard dans la production se situe dans I'intervalle [16,5 ; 20].

Pour évaluer I'usure d'un jeu de moules au cours de la production, on préléve chaque quinzaine, au
hasard, une palette d'agglomérés que I'on pése. (La mesure de la masse est le seul contrdle de qualité
que l'on fait subir 4 la production d'agglomérés).

En commengant avec un moule neuf 4 Ia date 0, on obtient ainsi la série de mesures suivante :

X : N° de quinzaine 0 1 2 3 4 5 6
y : Masse moyenne 18 18,1 18,2 18,4 18,5 18,7 18,9
1° Représenter le nuage de points (N) associé & cette série statistique double, en adoptant pour unités :

2 cm pour une quinzaine et 4 cm pour 1 kg .
On pourra prendre l'origine du repére au point de coordonnées (0 ; 18).

2° Déterminer la valeur approchée & 10 -3 prés du coefficient de corrélation linéaire de la série
statistique double.

¥ Déterminer par la méthode des moindres carrés une équation de la droite D de régression de y en x
de la forme y =mx + p. On déterminera les valeurs approchées a 10 -2 prés des coefficients m

et p.
4 A laide de cet ajustement, au bout de combient de temps le remplacement des moules est-il

prévisible ?

EXERCICE 2 (14 points)
Un réservoir a la forme d'un demi cylindre de rayon 0,35 métre et de longueur deux métres (figure 1).
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I° Calculer le volume du réservoir en litres.
Donner une valeur approchée 4 10~ 2prés du résultat.

2 On se propose de déterminer les valeurs de la hauteur h du liquide contenu dans le réservoir (voir
les figures 1 et 2) correspondant 4 un volume de liquide de 50 litres, 100 litres, 150 litres., .....,
350 litres, ce qui permettra, ensuite, de réaliser une jauge graduée.

a) « étant une mesure en radiansde I'angle MOI (voir la figure 2) , montrer que le volume V(a)
de liquide, en litres, contenu dans le réservoir, correspondant 4 la valeur a, est
V(a)=245 a - 122,5sin 2 a.

b) Montrer que la hauteur h(c) de liquide, en centimétres, correspondant & la mesure o de I'angle
MOI est
h(a) = 35 -35 cos a.

¥ Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ;T,T), unités : 2 cm pour 5 cm sur l'axe des
abscisses et 2 cm pour 50 litres sur I'axe des ordonnées. On considére la courbe (C) d'équations

paramétriques définies pour tout nombre réel o de [0, ;—T ] par

{ax=h(a)=35—cosa
y = V(a) =245 a - 122,5 sin 2 a.

a) Etudier les variations des fonctions h et V pour tout nombre réel o de [0, sz ] et regrouper les

résultats dans un méme tableau de variation.
b) Remplir i l'aide de la calculatrice le tableau suivant dans lequel on fera figurer des valeurs

approchées a une unité prés.

g 0 | = ® [ 3w n [ S| 3n | 7|«
16 8 16 4 16 8 16 2

h (en cm)

V (en litres)

¢) Construire la courbe (C).

4 Utiliser la courbe (C) pour déterminer graphiquement les valeurs de h en centimétres
correspondant respectivement & V = 50, V = 100,......, V = 350. (Ce qui permet, ensuite, de
réaliser une jauge). On complétera le tableau suivant dans lequel on fera figurer des valeurs
approchées de h a un centimétre prés.

h (en cm) 0
V(enl) 0 50 100 150 200 250 300 350
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18,9
18,8
18,7
18,6
18,5
18,4
18,3
18,2
18,1

18
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EXERCICE 1
1° Les axes portant les graduations se coupent au point
de coordonnées (0, 18).

(0352 (a -% sin 20) m2,

D'ott le volume en m 3 : 2 (0,1225 (a- 51 sin 2a)) ,

(0352 o - % (0.35)2 sin 2a

A
b et le volume en liquide en L
V(o) =245 (a3 sin 200 .
| ]
b) La hauteur de liquide en centimétres est
) h(a) =01 - OH, h(a) =235 - 35 cos a.
L ]
3° a) Pour tout a de [0, g ] het V sont dérivables et
s h'(@) =35 sin @, V'(a) = 245(1 - cos 2q).
.I Pourtoutade[O,;—T], sina 20 donc h'(a)2 0.
R ! x  Pourtouta  cos20<1 donc 1-cos2a >0,
0 1 2 3 4 5 6 V' () 2 0. D'ou le tableau :
2° Avec une calculatrice on obtient pour valeur a |0 g
approchée & 10 =3 prés du coefficient de corrélation h(@) | 0 ¥ =]
linéaire r de la série double : r= 0,992 -
r est proche de 1, il existe une forte corrélation entre Vim] 0 .
xety. 35
3° Avec une calculatrice on obtient pour équation de la
droite de régression D de y en x, avec la précision V(o) / 12257
demandée: y=0,15x + 1795. 0
Pour x =1, onay= 181 et pour x =3, 0na
y=184. La droite D passe donc par les points
d'abscisses I et 3 du nuage (N).
b)
4‘\’ Le remplacement des moules est nécessaire al O fn|xn |3n|n [sn|an] 7 |x
dés que la masse moyenne y des agglomérés 1618 [16]2a |16l3 |16 2
n'est plus dans l'intervalle [16,5 ; 20], c'est & 0 3 16 011612 3
dire daprés la question 3° dés que LR : : it 1
0,15 + 17,95 > 20. Cette inéquation est V|0 |t ] 10] 31 [70 [127]202[290 [385
équivalente & x > Lo_ll;j , x> 13,7, c)
L'unité étant la quinzaine, le rempladement
des moules est nécessaire tous les 6 mois
environ. 400 =
EXERCICE 2 2 y
1° Le volume en m3 du cylindre  base circulaire de 300 . L
rayon 0,35 m de hauteur 2 m est 21(0,35)2 donc ¢,
V=n(0,35)2 m3 , soit V = 122,57 litres, A
V =384,85 litres, 2 10~ 2 pres. 200 yil
: S : 150 A
2° a) L'aire du secteur circulaire OMN (voir figure 2) [
est (0.35)2 a m2. 100 ]
L'aire du triangle OMN est% OHMN. 50 "'i'dll
OH = OM cos & et MH = OM sina. 08—l fat=fl
Donc OH.MN = 2 OM2 cosa sin a. 0 3 10 22 35
OM =0,35 et 2cosa sin @ =sin 2a donc
1 OHMN = L (0.35)2 sin 20 m? 4° Graphiquement on obtient :
/i '
L'aire de la partie coloriée sur la figure est donc hiem) 10 |7 (13 17 |22 [25 [29 |32
V (itres)l 0 [50 [ 100 150 [ 200 | 250 | 300 | 350
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EXERCICE 1 (8 points)

Dans cet exercice chaque probabilité demandée sera calculée a 103 prés.

Une enquéte réalisée par la Sofres en 1991 permet d'estimer que la probabilité qu'une lettre, choisie
au hasard dans le courrier d'une entreprise, parvienne  son destinataire en France, le lendemain,
est 0,7.

Dans Ia suite on ne considére que les lettres a destination de la France.

A Tagence de Marne-la-Vallée d'une grande entreprise de Batiment on admet que I'on expédie 100
lettres par jour. On note X la variable aléatoire qui, & un jour choisi au hasard, associe le nombre
de lettres qui parviendront a leur destinataire le lendemain. On suppose que les acheminements de
ces lettres se font en toute indépendance.

1° a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale et préciser les parameétres de cette loi.

b) Calculer I'espérance mathématique de X puis la valeur arrondie & I'entier le plus proche
de l'écart type de X.

c) Calculer la probabilité que 60 lettres exactement, sur les 100 expédiées un jour choisi au hasard,
parviennent 4 leur destinataire le lendemain. Pour ce calcul, on prendra C5$, = 1,375. 1028,

2°  On décide d'approcher la loi de la variable discréte X par la loi normale de paramétres m = 70
eto=35.Onnote Y une variable aléatoire suivant la loi normale .4~ (70, 5). En utilisant cette
approximation calculer :

a) la probabilité qu'au moins 80 des 100 lettres, expédiées un jour choisi au hasard parviennent a
leur destinataire le lendemain, c'est & dire P(Y 2 79,5) ;

b) la probabilité que le nombre de lettres, sur les 100 expédiées un jour choisi au hasard, parvenant
d leur destinataire le lendemain, soit strictement compris entre 55 et 85, c'est  dire :

P(55,5 <Y £ 84)5).

EXERCICE 2 (12 points)
A Résolution d'une équation différentielle .
Soit (E) I'équation différentielle (x + 1)y '+ (x-1)y=-x+1 ou I'inconnue y est une fonction

de la variable réelle x, définie et dérivable sur ] - 1, + o [, etol y ' est Ia fonction dérivée de y.

1° a) Soit g la fonction définie sur ] - 1, +o [ par g(x) =xx+— 11 . Déterminer deux nombres

réels a et b tels que, pour tout nombre réelde | - 1, + oo [, g(x)=a+ 7 E I

En déduire Ia primitive G de g sur]-1,+ [ telle que G(0)=0.

b) Résoudre I'équation différentielle (Ej): (x+1)y'+(x-1)y=0.
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2° Déterminer le nombre rée] m pour que la fonction constante h définie sur 1-1,+o[par
h(x) = m soit solution de I'équation (E).

3° Déduire du 1° b) et du 2° I'ensemble des solutions de I'équation (E).

4° Déterminer la solution particuliére f de I'équation (E) qui vérifie la condition initiale f(0)=0.

B Etude de quelques propriétés de Ia courbe représentative d'une fonction.

Soit f la fonction définie sur ] -1, teo[,par fx)=e-X(x+1)2-1,
On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormal

(0] ;T ,T) ; I'unité graphique est 2 cm .
A l'aide d'une calculatrice graphique on a obtenu le dessin reproduit ci-dessous.

y A

1° Déterminer la fonction dérivée f' de f.
Soit A lepointde C d'abscisse 1 . Donner Ia valeur exacte de l'ordonnée de A.
Préciser la tangenteen A i C.

2 La courbe C admet-elle une asymptote en + 9 Justifier Ia réponse.

3 a) A Tlaide du développement limité de la fonction : t—s et ay voisinage de 0, écrire le
développement limité d'ordre 2 de la fonction : X — e~ % au voisinage de 0.
En déduire le développement limité d'ordre 2 de Ia fonction f au voisinage de 0.
b) Déduire du a) une équation de la tangente T 4 la courbe C au point d'abscisse 0 et la
position relative de C et T au voisinage de ce point .
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EXERCICE 1

1°a) Pour chaque lettre on a deux possibilités et deux
seulement ou elle parvient i son destinataire le
lendemain (avec la probabilité 0,7 ou elle ne parvient
pas 4 son destinataire le lendemain ( avec la probabilité
0.3. On recommence 100 fois cette expénence aléatoire
et les résultats sont supposés indépendants puisque les
acheminements de ces lettres se font en toute
indépendance. La variable aléatoire X suit donc la loi
binomiale & (100 ; 0,7) .

b) E(X)=np=70; o(X)=Vnpq=¥21. 0(X) =5 .
¢) P(X = 60) = Cf (0.7) 60 (0.3) 40, en prenant

C o0 = 13751028 on obtient P(X = 60) = 0,008 .

2° On décide dapprocher la loi de la variable discréte X
par la loi normale de paramétres m = 70 et ¢ = 5.
Onnote Y une variable aléatoire suivant la loi
nomale 4" (70, 5), alors | a variable aléatoire

T= 5 suit [a loi normale 4" (0, 1) .

a) P(Y2795)=PT2>19) ,
P(Y2>2795)=1-PT<19) ,
P(Y 279.5)=1-m(1,9),

3° L'ensemble des solutions de (E) est la somme des
fonctions obtenues au 1° et 2°, c'est i dire lensemble

des fonctions définies sur |- 1, + oo | par
fixi=K(x+1) te-X _ 1 ol K est une constante
réelle.

4°f(0) = O se traduit par K-1=0, K =1.
La solution cherchée est définie sur | - | , + oo [ par
2

fx)=(x+1) e X -],

B 1°Pour xde|-1,+o [, fest dérivable et
f'x)=2(x+1)e %+ (] +x)2(—e"‘}.
f'(x)=(1—x2)e*‘x.
L'ordonnée de A est f(l)y=d4e~1 - |. f(1)=0. 1a
tangente en ce point est donc paralléle i I'axe des
abscisses .

2° Cherchons lim

X—+00

f(x) . Les théorémes sur

la limite d'un produit ne permettent pas de

P(T>19)

conclure directement pour lim =X (x + 1)2,

X—++00

P(Y 2 79,5) = 0,029.

b) P(555 <Y <84,5)=P(-29<T<29),
P(555<Y<845)=2n129) -1 ,
P(55,5 < Y < 84,5) = 0,996. l

eX(x+12=eX(x2+2x+1),
eX(x+1P2=x2eX+2xeX 4+ X

l lim eX(x+1)2=0, lim

X —+00 § —+00

fix)=-1.

EXERCICE 2 2 % o
A 1°a) Pourtout xde | - [ , + oo [ La droite d'équation y=- 1 est donc
x -1 5 b asymptote a C en + oo,
xx _+li a(J;IIle 3%a) On lit dans le formulaire que

= s X=1=ax+(a+h).
x + 1 X + | t 12 2 .
Doila=1 e a+b=-1, b=-2 € =1+t +—+tgt) avec lim gt) =0 .
Pour tout nombre réel xde |- 1,+e0] | 2 B
gx)=1- - Une primitive de g est définie sur

X+ 1 - X 2 :
J=1,+e [parG(x)=x-2(In(x + 1) + C oi C est e =l-x +:+l E(x) avec hmOE(K)=0-

2 x—

une constante réelle. G(0) = 0 se traduit parC=0.
Pour tout nombre réel x de | - 1, + s
Gix)=x-21In(x + 1)

b) L'équation (E) est de la forme a(x) y' +b(x)y=0.
Toutes les solutions de sont donc définies sur
I=1,+e[ parfix) =K e~ GX) oy K est une
constante réelle.
f(x}:Ke'[x_zin(“ I)]‘

2
fx)=K e [Fx+In(x+ 1) ].
fix)=Ke *x ¢ In(x + ”2‘
f) =K (x+1)2e-x
2°h(x)=m, h'x) =0, hest solution de (E) si et
seulement si pour tout nombre néel x de ]-1,+0],

(x+ ) R(x) +(x = Dh(x)==x + I,
(x-l)m=-x+1 dolpourm=-1.
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En effectuant la multiplication de ce développement par

(x 242x+ 1) et en ne conservant que les termes de
degré inférieur ou égal & deux on obtient :

x2 .
fx)=x- = +x2£(x) avec hm ¢g(x)=0.
2 x—0

b) Une équation de la tangente & C en O est y=x.

- x2 )
fix)-x=- = +xcg(x) avec lim gx)=0.
2 x—0

f(x) - x <0 la courbe C est au dessous de la tangente
au voisinage de |'origine.



Bitiment Nouvelle Calédonie 1994

BATIMENT Nouvelle Calédonie

Session 1994

EXERCICE 1 (9 points)

Une usine fabrique des " robinets - vannes " pour le batiment.
Deux défauts de fabrication seulement sont possibles, un défaut noté « a » et un défaut noté « b ».

I° Une étude statistique a montré que, pour un robinet tiré au hasard dans la production d'une
Jjournée, la probabilité de I'événement
At « le robinet présente le défaut "a " » est P(A)=0,01 etla probabilité de I'événement
B : «le robinet présente le défaut "b " » est P(B)=0,05.
Dans cette question on donnera la valeur exacte de chaque probabilité,
On admet que les événements A et B sont indépendants.

Calculer la probabilité des événements suivants.

a) C: «le robinet présente les deux défauts » :

b) D: «le robinet présente au moins un défaut (et peut étre les deux ) » ;
¢) E: «lerobinet ne présente aucun des deux défauts » ;

d) F: «lerobinet présente un et un seul des deux défauts » .

2 Dans la production dune journée on préléve un robinet au hasard en supposant que chaque robinet
a la méme probabilité d'étre choisi. On admet que la probabilité que le robinet ne présente aucun
des deux défauts « a » et « b » est 0,9405. On préléve ainsi cing robinets avec remise, de telle
fagon que les cinq tirages d'un robinet soient indépendants.

Soit X la variable aléatoire qui, 4 un tel prélévement de cinq robinets, associe le nombre de
robinets ne présentant aucun des deux défauts «a » et « b » .

a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale. Donner les paramétres de cette loi.
b) Déterminer la probabilité de I'événement

G : « quatre robinets au moins n'ont aucun des deux défauts ».

On donnera une valeur approchée 4 10 -4 prés du résultat.
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EXERCICE 2 (11 points)

A Soit (E) I'équation différentielle :
y"-3y'+2y=8x2-24x ol linconnue y est une fonction de la variable réelle x, définie et
deux fois dérivable sur |R .

I° Résoudre I'équation différentielle (E1): y"-3y'+2y=0.

2 Déterminer les nombres réels a, b, ¢ pour que la fonction g définie sur |R par
g(x)=ax2+bx+c soit solution de I'équation (E).

3 Déduire du 1° et du 2° I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

# Déterminer la solution particuliére f de I'équation (E) qui vérifie les conditions initiales :
f(0)=0etf'0)=0.

B Soit f la fonction définie sur 1=[-1, 1] par
f(x)=-4e2X+8eX+4x2-4 et C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére

orthonormal ( O ; T ,T) unité 2 cm.

1° a) Pour tout nombre réel x de I calculer f'(x) et f "(x).
b) Vérifier que, pour tout nombre réel x de 1 ,
f'"x)=-8(2eX+1)e*-1).
En déduire les variations de la fonction f".
¢) Déduire du b) le signe de f'(x) sur I et le sens de variation de la fonction f.

2 a) Déterminer la tangente T & la courbe représentative C de f au point d'abscisse 0.
b) Construire la courbe C.
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EXERCICE 1 :

1°a)C=ANB.
Les deux événements A et B sont indépendants.
P(C)=P(A) x P(B) avec P(A)=0,01] et P(B)=0,05 .
P(C) = 0,0005.

b)D=A U B. Pour tous événements A et B on a :
P(A UB)=P(A) + P(B)-P(A N B).
P(A)=0,01, P(B)=0,05, P(A N B) = 0,0005.

o P(D) = 0,0595.
¢c)E=D ,PE)=1-PD), PE)= 0,9405.
dF =C UE, le contraire de F est « le robinet
présente les deux défauts ou le robinet ne présente aucun
défaut». P(F )=P(C U E).
C et E sont deux événements incompatibles d'o
P(F )=P(C) +P(E), P(F )=0941.
PF)=1-0941 , P(F) = 0,059.

2° a) On a une épreuve aléatoire &lémentaire pouvant
déboucher sur deux résultats et deux seulement, de
probabilités respectives p =0,9405 et q=10,0595.

On réalise 5 fois cette épreuve aléatoire. Les 5 épreuves
aléatoires élémentaires sont indépendantes, X suit la loi
binomiale & (5 ; 0,9405).

b) On note G4 et G5 les deux événements suivants :
G4 : « quatre robinets exactement n'ont aucun défaut »,
G5 : « les cing robinets n'ont aucun défaut ».

G=G4 U G5, Gy et G5 sont incompatibles donc
P(G) = P(G4) + P(Gs) |

P(G4) = C2 (0,9405)%(0,0595) |
(0,9405)5,

P(G) =5 (0,9405)% (0,0595) + (0,9405)5 .
P(G) = 0,9686.

P(Gs) = C3

EXERCICE 2 :

A 1° L'équation caractéristique de (Ej ) est

12-3r+2=0,

Les solutions de cette équation sont 1] =1 et =2

Les solutions de (E1) sont donc définies sur IR par
yix) = Cp e ¥ + Cy e 2%

ot Cp et C sont deux constantes réelles quelconques.

2° g est solution de (E) si et seulement si pour tout

nombre réel x de R,

23-3(2ax+b)+2(ax2+bx+c)=8x2—24x.

Zaxz—ﬁax+2bx+2a—3b+20=8x2—24x.

2ax2+(2b-6a)x+(2a-3b+2¢)=8x2-24x.
2a=8 a=4

d'oﬁ{—6a+2b=—24 {b=0
2a-3b+2c=0 c=-4

2

Pour tout nombre réel x, g(x) =4 x 2 - 4 ,

3° Toutes les solutions de I'équation (E) sont obtenues en
faisant la somme des fonctions solutions de I'équation
(E1) et d'une solution particuliére de I'équation (E).

Toutes les solutions de I'équation (E) sont done définies
sur Rpar: y(x) =CpeX +Cpe?x +4x2_4,
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4°1£(0) =0 est équivalenta C| +Cr-4=0
Pour tout nombre réel x
f'x)=CpeX+2Cpe2X+ 8y,
f'(0) =0 est équivalent C1+2Cr=0
C) et C2 sont solutions du systéme

{ Ci+Cpr=4 { Ci+Cp=4

Ci+2Cz2=0 Cr=-4

dou C) =8 et Cr=-4,
D'ou , pour tout nombre réel x,

fx) =8eX —de2¥ +452_y,

B 1° a) Pour tout nombre réel x de ]

f'i(x)= —8321+8e3+8x.
f'(x)=-16e2X +8eX + 8.

b) Pour tout nombre réel x de |
—8(2ex+1)(e"-1)=—-8[(29"xex—2ex+ex—l].
=—8(2e2x—ex—l).
=-16e2X+8eX+8=f"(x).

Pour tout nombre réel x de | 2eX+]1>0,
donc f"(x) 2 0 est équivalentd — 8 (e X - 1)20,
donca e* -1<0 , a2 eX<1 , 1 x<o0
D'oll le tableau de vanation de f':

x -1 o 1

" (x)

(0]
£ (x / \

¢) Du tableau de variation précédent on déduit que pour
tout nombre réel x de I f'(x)<0.
D'oil le tableau de variation de f :

X — 1 (4} 1

f'(x)
f0 \ 0

2°a)f'(0)=0.T estconfondue avec I'axe des abscisses

b)
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EXERCICE 1 (8 points)
Une machine produit des piéces cylindriques destinées 2 faire des axes de moteurs, On étudie le

diamétre, exprimé en millimétres, des piéces issues de cette fabrication.

Les deux questions 1° et 2° sont indépendantes

Toutes les probabilités seront calculées 4 10 -3 prés.

1° On admet que la variable aléatoire X qui, 4 toute piéce choisie au hasard dans la production
d'une journée, associe son diamétre suit Ia loi normale de moyenne m = 16,5 et d'écart type
o=0,1.

a) Déterminer la probabilité que X prenne une valeur dans l'intervalle [16,4 ;16,6] .

b) Déterminer le nombre réel positif h, tel que la probabilité que la variable aléatoire X

prenne une valeur dans I'intervalle [16,5-h ; 16,5 + h] soit égale 4 0,95 .

2° On suppose maintenant que la probabilité qu'une piéce choisie au hasard dans Ia production
d'une journée soit défectueuse est p = 0,05. On préleve au hasard 60 piéces. La production est
assez importante pour qu'on puisse assimiler ce prélévement i un tirage avec remise de 60 piéces.
Onappelle Y la variable aléatoire qui, 4 tout prélévement de 60 piéces, associe le nombre de pigces
défectueuses.

a) Expliquer pourquoi Y suit une loi binomiale dont on déterminera les paramétres.

b) Calculer P(Y < 2).

¢) On approche la loi binomiale de la question précédente par la loi de Poisson de méme
espérance mathématique. Préciser le paramétre de cette loi, En utilisant cette loi de Poisson,
déterminer la probabilité qu'un échantilion de 60 piéces contienne au plus deux piéces
défectueuses .
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EXERCICE 2 (12 points)
Une masse M est posée sur le sol a l'aide d'une suspension amortie comme le montre le schéma

suivant,

Ressort Amortisseur

S

Pour tout t de [0, + °°[, on désigne par x(t) la longueur du ressort.

On établit en mécanique que la fonction de Ia variable t définie sur [0, + oo par t—s X(t) est
solution de I'équation différentielle : x " + kx ' + 25 x =20

ol k désigne une constante réelle positive qui dépend des caractéristiques de l'amortisseur.

A Les questions 1° et 2° sont, dans une large mesure, indépendantes.

1° Résolution de I'équation différentielle (1) : x "+kx'+25x=0
ou I'inconnue x est une fonction de la variable réelle t définie et deux fois dérivable sur [0, + o9

et k une constante positive.

a) Ecrire I'équation caractéristique de I'équation (1).

b) Donner suivant les valeurs de k les différentes formes des solutions.

¢) Déterminer I'intervalle dans lequel il faut choisir le nombre k pour que I'équation (1)
n'admette pas de solutions faisant intervenir des fonctions trigonométriques, donc que le
systéme ne soit pas soumis a des oscillations.

2 Dans la suite on prend k = 10.

On note (2) I'équation différentielle : x " + 10x ' + 25 x =20 ol I'inconnue x est une fonction
de la variable réelle t définie et deux fois dérivable sur [0, + o[ .
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a) Résoudre I'€quation différentielle (3): x "+ 10x ' + 25 x = 0.

b) Déterminer le nombre réel m pour que la fonction constante h définie sur [0, + o[ par
h(t) =m soit solution de I'équation (2).

¢) Déduire de ce qui précéde I'ensemble des solutions de I'équation (2).

d) Déterminer la solution particuliére x de I'équation (2) qui vérifie les conditions initiales
x(0)=04 etx'(0)=0.

B Soit x la fonction définie sur [0, + e[ par x(t) = (- 2t - 0,4) e - 5t + 0.8 et C sacourbe
représentative dans le plan muni du repére orthonormal (O ;T ,T) , unité graphique : 10 cm.

1° a) Déterminer 1Ii1+11mx(t) . En déduire I'existence d'une asymptote D dont on donnera une

équation,
b) Enadmettant que la fonction x que l'on étudie soit solution du probléme mécanique décrit
au début de cet exercice, donner une interprétation du résultat obtenu au B 1° a).

2° a) Déterminer la dérivée x ' de x.
b) Etablir Ie tableau de variation de x .

3° a) Déterminer Ia tangente T A la courbe C au point d'abscisse 0.
b) Compléter, aprés I'avoir reproduit le tableau de valeurs suivant dans lequel on fera figurer
¢ventuellement des valeurs décimales approchées a 10-2 prés.

t 0 0,25 0,5 0,75 1 1,5 2
x(1)
¢) Construire D, Tet C.
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EXERCICE 1
La variable aléatoire X qui, associe & chaque piece son
diametre, suit la loi normale .+ (16,5 ; 0,1), la variable

X-165

aléatoire T = 01 suit 1a loi normale 4" (0, 1).

1°a)P(164 <X <166)=P(-1<T<1)

P(16,4 < X £ 16,6) = 271(1) - 1 .

P(16,4 < X €16,6) = 2(0,8413) -1 ,

P(16,4 < X <16,6) = 0,683.
b)OncherchehtelqueP(IGS h<T<16S+h) 0,95
P(- % <T< —)_095. dob 2;:(@)-1:0,95
et m(l0h)= 0.975.

On trouve dans la table du formulaire : 10h=1,96 donc

h = 0,196.

2° a) On est en présence de 60 tirages indépendants avec
deux issues de probabilités respectives : p=0,05 et
q=0,95. Y suit la loi binomiale & (60 ; 0,05) .

b PY<2)=P(Y=0)+PY=1)+P(Y=2), -
P(Y < 2) = C20,05)0095% + Co(0,05)!(0,95)

C2,(0,05)2(0.95)° P(Y < 2) = 04174 .
c) Le paramétre est A =np, A=3
P(Y <2) = 0,050 + 0,149 + 0,224 = 0,423 ,

P(Y< 2) = 0,423,

EXERCICE 2
A 1° Résolution de I'équation différentielle (1)
x"+kx'+25x=0
a) L'équation caracténistique de (1) est
4 kr +25=0.
Le discriminant de 1'équation caractéristique est
A=k 2-100.
b) Si0 <k < 10 alors A < 0 les solutions de
I’équation caractéristique sont les nombres complexes
conjugués :

-k + (V100-K2 & iy -k - iV100-

k2
=3 = 2
donc si 0 € k < 10 les solutions de 1'équation
différentielle (1) sont les fonctions x définies sur

[0, +o9] par :
- 2 -\’ 2
x(t)=e Wz(A cosl%“_k t+Bs %)

ol A et B sont des constantes réelles quelconques.

Sik=10alors A=0 les solutions de 1'équation

différentielle (1) sont les fonctions x définies sur X

[0.+°°[par:x(t)=e_Sl(At+B)oﬁAetBsont o2

des constantes réelles quelconques. 08
Sik>10 alosA>0 0,7

-k + Vk2-100 -k-Vk:-100 06
nETT T 8 nT o, oes
les solutions de 1'équation différentielle (1) sont les 04
fonctions x définies sur [0, +eo[ par: 03
x(t)=Aerll+ Be " 0d A et B sont des constantes 02
réelles quelconques. 01
¢) Pour que le systéme n'ait pas d'oscillations il faut '0

donc que k 2 10.
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2° k=10

a) L'équation (3) est x"+10x'+25x =0,

Les solutions de I'équation différentielle (3) sont les
fonctions x définies sur [0, +o°[ par :

) =e 3 l(A t + B), oll A et B sont des constantes
réelles quelconques.

b) Pour tout t de [0, +°[ h{t)=m. h'(t)=0, h*(t)=0
donc h est solution de (2) si et seulement s1 25 m = 20
c'estd dire m =08 .

c) Les solutions de I'équation (2) sont les fonctions x
définies sur [0, +o[ par: x() =e > (At + B) + 08
ol A et B sont des constantes réelles quelconques.

d) Pourtoutt 2 0,x(0)=04 dou B+08=04,
B=-04 , x)=e "'(-5At-5B+A) o
x'0)=0 dot -5B+A=0 et A=-2 .

x(t) =e > '(=2t-04)+ 0,8 pour tout t > 0.

B x(t)=(-2t-04)e~+08 |,

1° a) Recherche de tlime(t) , pour tout t 2 0,
o 2 5t 1
X(t) peut s'écrire x(l)=-§ﬁ—0,4;;—5—t +0,8.
. 5t -
‘HTme 5t =0 '[ll.T-ooeSl =0 dol

' _l:r_::m x(t) = 0,8 . La courbe C admet donc pour

asymptote la droite D d'équation y = 0,8.
b) Au bout d'un certain temps la longueur du
ressort est trés proche de 0,8 unité de longueur.

a)x'(t)=-2e~" N+ (-2-04)-5e~ ),
Pourtoutt2 0, x't)=10te~ ',

b) pourtoutt> 0 e=35!>0.
t 0 +00
% '(t) +
S o
0,4

3°a)x'(0)=0, donc latangente T a la courbe C en A
est paralléle & I'axe des abscisses .

b)
{ 0 0,25 0.5 0,75 1 1,5 2
x(t)| 0,4] 0,542] 0,685| 0,755] 0,78] 0,798} 0,799
<)
D|
L A1 |
T l
c
y
! N | i
1 ! ! 1 |
bt bt bt b
0 02 04 0,6 08 1 1.2 14 1.6 1,8 1
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EXERCICE 1 (8 points)

Dans cet exercice chaque probabilité demandée sera calculée a 10 -3 pres,

Une usine sidérurgique fabrique en trés grande série des armatures "HA" pour béton armé.

Les parties A et B sont indépendantes .

A - On admet que la variable aléatoire X qui, & toute armature choisie au hasard dans Ia production

d'une journée, associe sa longueur exprimée en centimétres, suit la loi normale de moyenne

m =600 et décart type o =8.

1° Déterminer la probabilité que la longueur en centimétres d'une armature prise au hasard dans la
production d'une journée soit comprise entre 590 et 620 .

2° Déterminer le nombre réel positif a, tel que la probabilité que Ia variable aléatoire X prenne
une valeur dans I'intervalle [600 - a, 600 + a] soit égale 4 0,9 .

B - On refuse les armatures dont la longueur est extérieure i I'intervalle [590, 620] et on admet que
la probabilité qu'une armature soit refusée est 0,1. On préléve au hasard un échantillon de N
armatures dans Ientrepdt . Le stock de I'entrepdt est assez important pour qu'on puisse assimiler ce
prélévement 4 un tirage avec remise de N armatures. On appelle Y la variable aléatoire qui, 4 tout
prélévement de N armatures, associe le nombre d'armatures refusées,
1° Expliquer pourquoi la variable aléatoire Y suit une loi binomiale ; préciser les paramétres de
cette loi.
2 Dans cette question on prend N = 4.
Calculer Ia probabilité p; qu'un échantillon de quatre armatures contienne au plus deux
armatures refusées.
3 Dans cette question on prend N = 50.
a) Donner les paramétres de la loi binomiale que suit la variable aléatoire Y.
b) On approche la loi binomiale que suit Y par une loi de Poisson, en préciser le parametre.
c) En utilisant cette loi de Poisson, déterminer la probabilité p, qu'un échantillon de 50
armatures contienne au plus deux armatures refusées.

C - Pour estimer la longueur moyenne des armatures on préléve réguliérement des échantilions de 100

armatures. On assimile ces échantillons a des échantillons prélevés avec remise.

On désigne par X la variable aléatoire qui, 4 tout échantillon de 100 armatures, associe la moyenne

des longueurs des armatures de cet échantillon. On admet que X  suit la loi normale de moyenne m

inconnue et d'écart type 0,8. On constate que la moyenne des longueurs des 100 armatures d'un
¢chantillon est 602 cm. En déduire un intervalle de confiance, centré en 602, au seuil de confiance

95 % pour la moyenne m inconnue.

41



Batiment Nouvelle Calédonie 1995

0.35

0,3 ¢

0,25

0.2 4

0,15

0.1 +

0,05

-0,05 ¢

EXERCICE 2 ( 12 points)

Partie A

1° Résoudre I'équation différentielle (E): y " +4y'+8y =0 ol l'inconnue y est une fonction
de la variable x définie et deux fois dérivable sur |R.

2 Déterminer la solution g de (E) qui vérifie les conditions initiales g( ;41[ )=0etg'(0)=-2.
Partie B

Soit f la fonction définie sur [ 0, 7 | par f(x)=e~*sinx.

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthogonal (O T ,T).
La courbe C est donnée sur le dessin suivant sur lequel on a pris comme unités graphiques 5 cm
pour | sur l'axe des abscisses et 1 cm pour 0,05 sur I'axe des ordonnées. On se propose, dans
cette partie, de calculer le volume, en unités de volume, du solide engendré par la rotation autour de
l'axe des abscisses de la partie du plan hachurée sur la figure.

{ ™

1/

0,5 1 1,5 2 2,5

T
Ce volume est donné par la formule V=7 J [f(x)]2dx.
0
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10

30

n
Démontrer que V =1 ( g~ % (#)dx.

0

m

Calculer la valeur exacte de I'intégrale I = J e~2x dx.
0

Soit g la fonction définie sur [ 0, 7 ] par g(x) =€~ 2% cos 2x.

a) Enutilisant la partie A, démontrer que, pour toutx de [ 0,7 ], g(x)=- é g"(x)- % g '(x).

b) En déduire que Ia fonction G définie sur [ 0, ] par G(x) =+ ¢~ 2% (sin 2x - cos 2x) st

une primitive de g sur [0, 7 ] .
T

¢) Déduire du b) la valeur exacte de l'intégrale J = J e ~2X cos 2x dx.
0

a) Déduire du 2° et du 3° ¢) la valeur exacte de V.

b) Donner, en unités de volume, la valeur décimale approchée arrondie 4 10-3 présde V.
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EXERCICE 1
A - 1° La variable aléatoire X suit la loi normale

A" (600, 8), 1a variable aléatoire T =

8

suit 1a loi

normale centrée réduite .4 (0, 1) .

P(S90$X$620)=P(—1§QSTS28—0),

P(590 < X £ 620) =m(2,5) + n(1,25) - 1,
P(590 < X £ 620) = 0,9938 + 0,8944 — 1,
P(590 < X < 620) = 0,888 & 10 - 3 prs.

2° P(400-a <X <400 +a) =09 équivaut i

a a a
-—< — —)=-1=
P 8_TSS) 0,8,'2‘11(8) 1=09,

n(%)=0,95, 21645

3 a = 13,16.
B 1° a) Le prélévement des N armatures est assimilé 4 un
prélévement avec remise, les N tirages successifs sont
donc indépendants. Pour chaque armature tirée il y a deux
éventualités : étre refusée avec la probabilité 0,1 ou étre
acceptée avec la probabilité 0,9, donc la variable aléatoire

Y qui, 4 chaque lot de N armatures, associe le nombre

d'armatures défectueuses suit la loi binomiale SF(N ; 0,1).
2° Y suit la loi 84 ;0,1).
p1=P(Y<2)=P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2),

p =C30,1)%09)* + CL0.109)°+ C20,120,9)2 ,
p1=0997 210" 3 prés.

3°a) Y suitla loi ZF(50;0,1).

b) Le paramétre est A =N xp= 50x 0,1 , A=35.

) mp=PY<2)=PY=0)+PY=1)+P(Y=2),
A l'aide de la table du formulaire on trouve

p2 = 0, 007+0,034+0,084, pp = 0,125 & 10°3 pres.

C - Un intervalle de confiance 4 95 % de la moyenne m
inconnue centré en x pour le paramétre inconnu m

est : [:-to,:ﬂa]

Avec x =602, 0=08 et t=1,96 on obtient :
[602 - 1,96 x 0,8 ; 602 + 1,96 x 0,8]

Avec la précision demandée au a) un intervalle de
confiance & 95 % de la moyenne m inconnue centré en

602 est [ 600,432 ; 603,568 | .
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EXERCICE 2

A - On considére I'équation (E): y"+4y'+8y=0,
dans laquelle y, désigne une fonction numérique de la
variable x définie et deux fois dérivable sur [R.

1° L'équation caractéristique est r2+4r+8=0 ;
A=-16=(41i)2 Iy a deux solutions rj=-2-2i et
rp =-2 + 2i. Les solutions de 1'équation différentielle
sont définies sur |R par :

fix)=e 2 (A cos 2x +B sin 2x), ol A et B sont deux
constantes réelles .

2° Si une solution particuliére g de I'équation (E) vérifie
g(g)=Oalorse-mB=0doncB=0.

Pourtout x de R, g(x) =A e 2*
, -2x -2x, .
gx)=-2Ae cos2x+Ae (- sin 2x),

g'(x):—ZAe-zx (cos 2x + sin 2x) ;
sig0)=-2 alos -2A =-2 donc
pour tout x de [R, g(x) = e - 2X cos 2x.

cos 2x ,

A=1,

s
B- 1°V=n J(e"smx)zdx.
0

n T
Vaer J e 2% sinZxdx =1 J o2 ( 1 4
0 0

s
o 1= -2x =_l—2xfr
2° 1 e dx [2e ]0
0

._l - 2n
1-2(1-e ).

3° a) g est solution de (E) donc elle vérifie pour tout x de
[0, 7] : g "(x) + 4g '(x) + 8 g(x) = 0 qui équivaut &

1
B0 =-58" ()7 8'®).
b) Une primitive G de g est définie sur [0,7] par
G®) =~ g ') -3 £ () dod

G(x):—é[— oy X (cost+sm2x)]—%e'2"0052x
G =1e” A% ¢ S B o8 B,
c)Daprésb)J = [ie_zx(sin?_x—oosh)]g
_l -2n
J=g-e-,
4°a)V=%n(l-—J) donc V=;-r (1 -e - 2m,

b) V = 0,392 unité de volume.
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BATIMENT
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EXERCICE 1
Les parties A et B sont indépendantes

Une entreprise fabrique des rivets de différents types pour la construction : des "C 8.25", des
"R 8.25"
Partie A
Pour les rivets de type "C 8.25" deux défauts de fabrication seulement sont possibles : un défaut de
diamétre et un défaut de longueur.
Une étude statistique permet d'admettre que, pour un rivet choisi au hasard dans la production d'une
journée, la probabilité de I'événement A : « le rivet posséde un défaut de diamétre » est P(A) = 0,02
et Ia probabilité de I'événement B : « le rivet posséde un défaut de longueur » est P(B)=0,03.
On admet que les événements A et B sont indépendants.
Calculer, a 10~ 4 prés, la probabilité de chacun des événements suivants :
E; : « lerivet posséde les deux défauts » ;
E; : «le rivet posséde au moins un défaut » :

b

Ej3 : « lerivet ne posséde aucun des deux défauts ».

Partie B
Les rivets de type "R 8.25" sont expédiés par deux succursales S; et Ss.
On désigne par Y; la variable aléatoire qui, 4 un jour choisi au hasard parmi les jours ouvrables de
1995, associe la quantité de rivets, exprimée en kilogrammes, expédiée par la succursale S;.
On désigne par Y; la variable aléatoire qui,  ce méme jour, associe la quantité de rivets, exprimée en
kilogrammes, expédiée par la succursale S,.
Une étude statistique antérieure permet d'admettre que la variable Y suit Ia loi normale de moyenne
50 et d'écart type 3 et que la variable Yy suit 1a loi normale de moyenne 55 et d'écart type 4.
On suppose que Y} et Y sont deux variables aléatoires indépendantes.
I° Calculer, 4 10-3 prés, la probabilité de chacun des deux événements suivants :
A:«50LY1£55 »;
B : « Un jour ouvrable de 1995 choisi au hasard, on a expédié entre 50 kg et 55 kg de rivets de
type "R 8.25" 4 partir de la succursale S ».
2° On désigne par Y la variable aléatoire qui, a un jour choisi au hasard parmi les jours ouvrables de
1995, associe la somme des quantités expédiées par les deux succursales Sy et So.
OnaY=Y; +Y, etonadmetque Y suit une loi normale.
a) Veérifier que Ia loi normale suivie par Y a pour moyenne 105 et pour écart type 5.
b) Calculer, & 10 -3 prés, la probabilité de I'événement C : « 100 < Y < 110 ».
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EXERCICE 2 | ( 12 points)
X
Soit f la fonction définie sur |R par f(x) =1n_(lx+__e_) .
e
On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthogonal (O : T ,T) :
les unités graphiques étant | cm sur l'axe des abscisses et 5 cm sur l'axe des ordonnées,
La courbe C est donnée sur le dessin suivant :

vh

1

Le tableau de variation de f est le suivant :

f'(x) -

f(x) \

Les parties A, B, C sont indépendantes

Partie A
1° Déduire du tableau de variation de la fonction f I'existence d'asymptotes 4 la courbe C ; donner

les équations de ces asymptotes.

2 a) Démontrer que I'équation f(x) =21- admet une seule solution dans [0, 2], que l'on notera a.

b) Déterminer avec une calculatrice la valeur décimale arrondie & 10 -3 prés de a.

Partie B
1° a) Calculer la dérivée de la fonction h définie sur |R par h(x) =In(1 + &*).
X

3 s 1 e
b) Vérifier que pour tout nombre réel x, [+ of =1- e ot
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1

¢) Déduire du a) et du b) la valeur exacte de l'intégrale {
‘0

1 + ek

1

2 a) Calculer la valeur exacte de I'intégrale J f(x) dx & l'aide d'une intégration par parties et du
0
résultat obtenu au ¢) du 1°.
b) En déduire l'aire en cm? de la partie du plan limitée par les droites d'équation x =0, x = 1,
y=0et la courbe C.
On donnera la valeur exacte du résultat puis une valeur approchée au mm2 prés.

Partie C
Soit (E) I'équation différentielle y’+y =

1 o8 ou I'inconnue y est une fonction de la variable
t &

réelle x, définie et dérivable sur |R, et oil y’ est la fonction dérivée de y .

1° Résoudre dans |R Iéquation différentielle (E;): y +y=0.
2° Vérifier que la fonction f définie au début de I'exercice est solution de I'équation (E) .
3° Déduire du 1° et du 2° I'ensemble des solutions de I'équation (E).
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EXERCICE 1
Partie A
L'événement Eq s'écrit E{ =A N B.
Les deux événements A et B sont indépendants d'ou
P(E1) =P(A) xP(B) , P(A)=0,02 et P(B)=0,03 c'est
i dire P(E1) = 0,0006.
L'événement Ep s'écrit Ex = A U B.
Pour tous événements A et Bona:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
P(A)=0,02, P(B)=0,03, P(A n B) =0,0006, d'ol
P(A U B)=0,02 + 0,03 - 0,006, c'est & dire

P(E3) = 0,0494.
L'événement E3 est le contraire de 1'événement E3 ,
P(E3)=1-P(Ep), P(E3)=1-0,0494 ,

P(E3) = 0,9506.

Partie B

1° On cherche P(B) = P(50 £ Y| £ 55).

La variable aléatoire Y1 suit la loi normale _#" (50, 3) ;
\

donc 1a variable aléatoire T] = 13

normale centrée, réduite .47(0, 1).

P(50<Y] <55)=P(0< T £ g ), P(A)= JT(% ) —m(0).

Dans la table du formulaire on trouve m(1,67) =0,9526
P(A) = 0,453 2 1073 prés.
On cherche P(B) = P(50 < Y5 £ 55).
La variable aléatoire Y7 suit la loi normale 4" (55, 4) ;
Y7 - 55
4

suit la loi

donc la variable aléatoire Ty = suit la loi

normale centrée, réduite _47(0, 1).
P(B)=P(-§ <Tp50),
P(B) = (0) + n(1,25) - 1, P(B)=0,394 4 1073 prés.

2° a) On sait que pour deux variables aléatoires
indépendantes Y] et Y9, suivant les lois normales
47(m1, 01) et #7(m2, ¢7) alors la variable aléatoire

Y1 + Y7 suit la loi normale de moyenne mj+ my et
décart type Yo 12 + 02 2

donc Y a pour moyenne m = 50+55 = 105 et pour écart
type =432 +4 2 = 5. La variable aléatoire Y; + Y-
suit la loi normale _#7(105, 5).

b) La variable aléatoire Y suit la loi normale .#7(105, 5),

donc la variable aléatoire T = Y‘Slos

normale centrée, réduite _#7(0, 1).

P(C)=P(100 £ Y £ 110),
P(C)=P(-1<T<1), P(C)=2n(1)- 1, avec la table

du formulaire on obtient P(C) = 0,683 & 10~3 pres.

suit la loi

EXERCICE 2
Partie A

1° D'aprés le tableau de variation lim f(x) =1
X ——00
et lim f(x) =0 donc les droites d'équations y =1 et
X—+ 00

y = 0 sont asymptotes & la courbe C.
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2° a) f est continue et strictement décroissante sur [0, 2] ,
f(0) = 0,693 , f(1) =~ 0,483, 0,5 appartient 4 l'intervalle
[f(0), f(1)] donc il existe un unique réel a appartenant &
l'intervalle [0, 1] tel que f(a) = 0,5.

b) A l'aide de la calculatrice on obtient, 2 10 = 3 prés,
o=0924 .

Partie B

1°a)(lnu) = % Pour tout nombre réel x, h'(x) =

1 +eX’
b) En réduisant au méme dénominateur on trouve :
& 1

1+eX’

Pour tout nombre réel x, 1 -
1 +eX

1

|
c)l= J.1+e"

0
1
- = X
1=[x-m(1+e)]
I=1-In(l +e)+In2.

1
e
dX- J(l_l+ex)dx,
0

2° a) Pour tout nombre réel x de [ 0, 1] on pose

eX
u(x)=1In(1+eX)donc T ok’

u'(x) =

vVix)=e~ X dome  v(x)=-e "X,
1

J= [u(x) v(x) ]:)— Ju'(x)v(x)dx )

On obtient
1

1
I= [—e—xln(1+ex)]o + JI :exdx,

0
J=1+2m2-m(1+e)-lﬂlfﬂ,

L'unité daire est 5 cm? donc l'aire . = 2,95 cm? ,
& =295 mm?2 i 1mm? pres.

Partie C

1° Toutes les solutions de (Ej) : y '+ y =0 sont définies
sur |R par u(x) =C e~ * ol C est une constante réelle
quelconque .

2°Pourtoutx de|R, y=f(x)=e ~XIn (1 +eX),
(u.v)'=u'v + u.v' donc

y'=fix)=-eX.In(1+eX)+e"%, 1 fxex '

' _ 1

y'=—e X In(1+eX)+ 1+ex’
Y-+y=e‘x.ln(1+e")—e'x.lﬂ(1+ex)+l+lex’

b o s e g
y'+y= s ok , donc fest solution de I'équation (E).

3° L’ensemble des solutions de (E) est la somme des
fonctions obtenues au 1° et au 2° ; c'est & dire I'ensemble
des fonctions g définies sur |R par

g(x)=ce~X+ _JM
et

réelle quelconque .

oll C est une constante



Bitiment Nouvelle Calédonie 1996

BATIMENT Nouvelle Calédonie
Session 1996

EXERCICE 1 ( 8 points)
Les parties A et B sont indépendantes .

La fabrication de piéces entrant dans la composition d'un moteur se fait en grande série 2 l'aide
d'une machine dont on peut modifier le réglage.

Probabili
Les questions 1° et 2° sont indépendantes.
Dans ce qui suit tous les résultats numériques seront donnés a 10 -3 prés.
1° Une piéce est jugée acceptable si sa longueur en centimétres appartient a I'intervalle
[18,81; 19,14]. On admet que la variable aléatoire X qui, a toute piéce choisie au hasard dans la
production d'une journée, associe sa longueur, suit une loi normale de moyenne m et
d'écart type o.
a)  Un jour ouvrable de 1995 on effectue un réglage. On admet alors que m = 19 et o = 0,12,
Déterminer Ia probabilité qu'une piéce choisie au hasard dans Ia production de cette journée soit
acceptable .
b) Le lendemain, afin d'améliorer la qualité de la production, on effectue un deuxiéme
réglage. On admet alors que m = 18,975. Déterminer o, pour que P(1881 <X <19,14)=0,9.

2° On suppose maintenant que la probabilité qu'une piéce choisie au hasard dans la production d'un
jour ouvrable soit défectueuse est p = 0,10. On préléve au hasard 50 piéces. La production est
assez importante pour qu'on puisse assimiler ce prélévement 4 un tirage avec remise de 50 piéces.
Onappelle Y Ia variable aléatoire qui, & tout prélévement de 50 piéces, associe le nombre de piéces
défectueuses.
a) Expliquer pourquoi Y suit une loi binomiale ; déterminera les paramétres de cette loi.
b) Calculer la probabilité d'obtenir parmi 50 piéces, prélevées au hasard, exactement 3 pices
défectueuses .

B Statistique
Dans un autre atelier de la méme entreprise, fabriquant le méme type de piéces, on a observé que la

machine se déréglait au cours du temps. On préléve donc chaque vendredi, pendant cing semaines
consécutives, cent piéces dont on mesure la longueur.
On obtient les résultats suivants :

Numéro de la semaine : x; 1 2 3 4 5
| Longueur moyenne des cent piéces : y; 18,97 18,95 18,92 18,90 18,89
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1° Déterminer, par la méthode des moindes carrés, une équation de la droite de régression de y en
X. de la forme y =m x + p. '

On déterminera les valeurs approchées a 10 -3 prés des coefficients m et p.

2 On effectue un réglage lorsque la moyenne des longueurs est strictement inférieure & 18,81. En
admettant que I'évolution de la moyenne constatée pendant cing semaines se poursuive les
semaines suivantes et en utilisant I’équation obtenue 2 la question précédente, estimer
le numéro de la semaine pour laquelle un réglage est prévisible.

EXERCICE 2 (12 points)

A) Soit (E) I'équation différentielle : % y"=2y'+2y=2

ol I'inconnue y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur |R.
1° Résoudre dans |R I'équation différentielle (E;) : % y"=2y'+2y=0.

2 Déterminer le nombre réel m pour que la fonction constante h définie sur [R par : h(x) = m soit
solution de I'équation (E).

3> Déduire du 1° et du 2° I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4 Déterminer la solution particuliére f de I'équation (E) qui vérifie les conditions initiales f(0) = 2 et
fh=1.

B) Soient f la fonction de la variable réelle x définie sur |R par: f(x)= e -x+1)+1

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormal (O ;T ,T)
(unité graphique 2 cm). La courbe C est donnée sur le dessin suivant :

2l 7N
T
o 1\
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10

b)

d)

Démontrer que le développement limité d'ordre 3 de Ia fonction f au voisinage de 0 est
fx)=2+x- %x3+ x> £(x), avec xli[l‘(l) e(x) = 0.

En déduire une équation de la tangente T 4 C au point d'abscisse 0.

Etudier la position de T par rapport & C au voisinage de ce point.

Calculer, 4 I'aide d'une intégration par parties, la valeur exacte de l'intégrale
I

2
I=J e (- x + 1)dx.
0
1

2

Déduire du a) la valeur exacte de I'intégrale J = J f(x) dx.
0

1
2
Calculer la valeur exacte de I'intégrale K = 2+x- % x %) dx,

0
Vérifier ue 0 <K-J<6.10-3,
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Corrigé
EXERCICE 1 :
artie A
1) La variable aléatoire X suit la loi normale
A7(19; 0,12), la variable aléatoire T = }é 1219 suit la loi
normale centrée réduite _A4"(0, 1).
0,19 0,19

€£XK =P(-— 4=

P(18,81 < X £19,14) = P( 0.12 £TX 0.12 ),

P(18,81 < X < 19,14) = n(1,58) + m(1,17) - 1,
P(18,81 <X <19,14) = 0,8790 + 0,9429 — 1,
P(18,81 £ X <19,14) = 0,823,

b) X suit la loi 4" (19 ; g), T=

normale centrée réduite .47(0; 1).
P(18,81 <X <19,14)=0,90 équivaut i

suit la loi

P(—%G—SSTS %ﬁposoaa

27285y 1 _ 090, n( %165, 095
o g

o_,;g = 1,645 . o 0.1,

2°a) On est en présence d'une épreuve aléatoire élémentaire
pouvant déboucher sur deux résultats et deux seulement :

la piéce choisie est défectueuse, événement de probabilité
p=0,1 et la piece choisie est acceptable, événement de
probabilité q = 0,9. On réalise 50 fois cette épreuve
aléatoire. Les 50 épreuves aléatoires élémentaires sont
indépendantes. Donc Y suit la loi binomiale <2 (50;0,1).

b) P(Y =3)=C2,01%09, Py =3)=0,138.

Partie B

A laide de la calculatrice on trouve :

1°y=-0,021 x + 18,989 .

2° Avec y = 18,81 , x = 852 , on peut travailler
8 semaines avant d'effectuer un réglage.

EXERCICE 2
Partie A

1° L'équation caractéristique est : % r2-2r+2=0

c'est i dire %(r—2)2=0; I'équation caractéristique admet
2 comme solution double. Les solutions de (E) sont

définies sur |R par g(x) = (Cy x + C2) 62X 0l C; et Cy
sont deux constantes réelles quelconques.

2° Pour tout x de |R, h(x)=m,
h’(x)=0et h"(x)=0. Si h est une solution de (E) alors

pour tout x de [R, %h"(x) 2_2h(x)+2h(x)=2 ,

2m=2,m=1 donc la fonction h telle que h(x) = 1 est
solution particuliére de (E).

3° La solution générale de 1'équation différentielle linéaire
du second ordre (E) est la somme d’une solution particuliére
de (E) et de la solution générale de 1’équation Ej, toutes les
solutions de (E) sont définies sur [R par :

f(x) = (C; x + Cy) e + 1 od Cq et C» sont deux
constantes réelles quelconques.
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4° La solution f de (E) vérifie les conditions :

f(0) =2 qui équivauta Cp +1=2etd Cp=1.
f(1)=1 quiéquivauta (C +Cpe2+1=1leta

Cl +Cy=0 C1=—1.

La solution particuliére cherchée est définie sur [R par
fix)y=(-x+1) ezx +1 ol Cl et C2 sont deux nombres

réels quelconques.

Partie B

1°a)Du développement limité :

etelvs +t—2 +Q +3 g(t) avec lim e(t) = 0
on déduit le déve]ogpemen; limité ;

e2X=14+2 +ﬂ;— +8_;_ +x3 g(x), avec

x]_l’ngJ &(x) =0, (puisque x]_l’nb( 2x) = 0).

W
>
|

De(1+2x+2x2+3xd)(1-x)=1+x-

on déduit que

fix)=2+x- §x3+x3 £(x), avec lin}J gx) = 0.
x—b

b) Une équation de Test y=2+x.

c)La position relative de (T) et (C) au voisinage du
point d'abscisse 0 est donnée par le signe de :

f(x) - (2 + x).

f(x) - (2 + x) est du signe de - §x3 donc

Lorsque x <0 la courbe est au dessus de la tangente .
Lorsque x >0 la courbe est au dessous de la tangente .

2°a) Pour tout nombre réel x de [ 0, % ] on pose

ux)=-x+1 donc u(x)=-~1,
Vi(x) =e 2% donc v(x) = % ex
0,5

0,5
I= [%(—x+l)ez"]0 +0,5 J.ezxdx ,
0

N ) S 1ol g . L 3
-2[2e —I]+2[Ze ]0 y=-e-=.
05 1 1
b)I—J+[x]0, —20—4.J~I,10914
107
c)l(-%. K =~ 1,11458 .

d) K - J = 0,00544 donc 0 <K -J <0,006.
L'aire de la partie du plan limitée par la courbe C, les axes

de coordonnées et la droite d'équation x =% est trés voisine

de l'aire de la partie du plan limitée par la courbe
représentative de la fonction polynome de degré 3, définie &
l'aide du développement limité de f, les axes de

coordonnées et la droite d'équation x =:l,i ;
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BATIMENT
Session 1997

EXERCICE 1 (8 points)
Les deux parties A et B sont indépendantes.

Un machine fabrique en grande série des tuyaux de diamétre nominal 100 mm.

On désigne par X la variable aléatoire qui, 4 chaque tuyau tiré au hasard dans la production, associe
son diamétre, exprimé en millimétres.

On admet que X suit Ia loi normale de moyenne m et d'écart type 0=08.

A.Dans les questions A 1° et A 2° on suppose m = 100,
Un tuyau est jugé conforme si son diamétre appartient 4 l'intervalle [98,5; 101,5].

1° On préléve au hasard un tuyau dans la production d'une journée. Déterminer & 10 - 3 prés, Ia
probabilité que le tuyau soit jugé non conforme.

2> On suppose maintenant que la probabilité qu'un tuyau prélevé au hasard dans la production
d'une journée soit non conforme est 0,06.
On préléve au hasard n tuyaux. La production est assez importante pour qu'on puisse assimiler
ce prélévement 4 un tirage de n tuyaux avec remise. On appelle Y la variable aléatoire qui, a
tout prélévement de n tuyaux, associe le nombre de tuyaux non conformes.
a)  Expliquer pourquoi Y suit une loi binomiale. En déterminer les paramétres,
b) Dans cette question on prend n = 9. Déterminer une valeur décimale approchée, 4 10 -3
prés, de la probabilité de I'événement suivant :
E : " Obtenir exactement un tuyau non conforme",
¢) Dans cette question on prend n = 50. On considére que la loi suivie par Y peut étre
approchée par une loi de Poisson. Quel est le parameétre de cette loi 7 A l'aide de cette loi de
Poisson déterminer une valeur approchée, i 10 - 2 pres, de la probabilité d'avoir au moins
quatre tuyaux non conformes.

B . Afin de contrdler que la moyenne m des diamétres de I'ensemble des tuyaux fabriqués est 100,
on se propose de construire un test d'hypothése.

On désigne par X la variable aléatoire qui, & chaque échantillon aléatoire de 100 tuyaux,
associe la moyenne des diamétres des 100 tuyaux (la production est assez importante pour
qu'on puisse assimiler ces prélévements 4 des tirages de 100 tuyaux avec remise).

L'hypothése nulle est H, : m= 100 ; I'hypothése alternative est H :m+#100.
Le seuil de signification du test est fixé 4 0,05.
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I° Justifier que, sous I'hypothése nulle H, la variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne
100 et d'écart type 0,08. .
Déterminer, & 10-# prés, le réel positif h tel que P(100-h< X <100 + h) = 0,95.

2 Enoncer la régle de décision permettant d'utiliser ce test.

¥ Lamoyenne observée sur un échantillon de 100 tuyaux est X = 99,73 mm.
Cet échantillon est assimilé & un échantillon de 100 tuyaux prélevés au hasard et avec remise.
Accepte-t-on, au seuil de risque de 5%, I'hypothése d'une moyenne de 100 mm ?

EXERCICE 2 (12 points)
Les deux parties A et B sont indépendantes.

A. Soit f Ia fonction définie sur |R par : f(x)=2x e ~ 2%,
On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormal (O T ,T),
unité graphique 1 cm .

1° a) Déterminer f(0) ;

b) Déterminer x]_j’rgmf(x) et x_hlt_nmf(x) ;

¢) On donne sur le dessin suivant les courbes représentatives respectives Cy, Cy, Cs3 de trois
fonctions fi, f5, f3 définies sur [R. On précise que C; admet I'axe des abscisses comme
asymptote en — o, que Cz admet l'axe des abscisses comme asymptote en + o et que C3
admet la droite d'équation y = 1 comme asymptote en + oo,

/ o
TA )\ ‘/k
/_‘\
£ '
B M o | / & A
Courbe 1 / Courbe 2 / Courbe 3

On admet que f est I'une des trois fonctions fy, f; ou f3, Laquelle de ces trois fonctions est la
fonction f ? Justifier votre choix.
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2 Déterminer par le calcul Iabscisse du point oi Ia courbe C admet une tangente paralléle i I'axe
des abscisses.

3 @) Ecrire le développement limité 4 l'ordre 2 de la fonction f au voisinage de 0.
b) En déduire une équation de la tangente T  Ia courbe C au point d'abscisse 0, et Ia position
relative de C et T au voisinage de ce point.

2
4° a) Déterminer 4 I'aide d'une intégration par parties la valeur exacte de I'intégrale I =J f(x) dx.
0

b) Déterminer laire en cm?, & 10- 3 prés par défaut, de Ia partie du plan limitée par la courbe C,
l'axes des abscisses et les droites d'équations x = 0 et x = 2.

B. Soit E; I'équation différentielle : 4 y"+5y'+y=0,o0dy désigne une fonction de la variable
réelle x, définie et deux fois dérivable sur |R ,Y " ety " les fonctions dérivée premiére et dérivée

seconde dey .
1° Résoudre I'équation différenticlle E; .

2 Montrer que la fonction f définie sur |R par f(x) =2 x e ~ 2% est une solution particuliére de
I'équation différentielle By : 4y * +5y' +y=2e‘2"(7x— 11).

¥ Déduire du 1° et du 2° I'ensemble des solutions de I'équation différentielle E, .
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EXERCICE 1
A.1° X suit Ia loi normale 4" (100 ; 0,8),

0.8

la variable aléatoire T = suit la loi normale

centrée réduite .4 (0, 1).

P(98,5 <X < 101,5) = P(- 1,875¢ T < 1,875),

La probabilité cherchée estp = 1 - P(98,5 < X < 101,5)
p=2[1-n(1,875)], p = 0,0608,

p = 0,061 a10-3 prés.

2° a) On est en présence d'une succession de n épreuves
indépendantes (tirage avec remise), chacune ayant deux
issues : le tuyau est non conforme avec la probabilité
0,06 ; le tuyau est conforme avec la probabilité 0,94.
La variable aléatoire Y qui, & tout prélévement de n
tuyaux, associe le nombre de tuyaux non conformes suit

donc la loi binomiale % (n ; 0,06).

b) n =9 donc Y suit la loi binomiale G (9 ; 0,06),

PE)=P(Y=1), PE) = C} (0,06)(094)°
PE)=10,329 2a 10 -3 pres.

€) A =np =50 x 0,06 = 3. La probabilité d'avoir au
moins 4 tuyaux non conformes est :

P(Y 2 4)=1-[P(Y =0)+P(Y = 1)+P(Y =2)+P(Y =3)),
A l'aide du formulaire on trouve :

P(Y24)=0352a 10 - 2 prés.

B.1° Sous Hp , X suit Ia loi normale .4 (100 ; 0,8),
X suit Ia loi normale 4’ (100 ;% ).
100

T %im suit la loi normale centrée réduite .4 (0, 1)
P(100-h < X <100+ h)=0,95 équivaut &
h h
27 (g og)~1=095etd 1 (5 oe)=0975,
h

008 = 196 . h=10,568 4 10 - 4 pres.

Si Hy, est vraie on a 95% de chances de prélever un

échantillon aléatoire dont la moyenne appartient a
I'intervalle I = [99,8432 ; 100,1568] soit 5% de chance
que cefte moyenne soit 4 l'extérieur de I.

2° La région critique est l'extérieur de l'intervalle
1=1[99,8432 ; 100,1568].
On préléve un échantillon aléatoire, non exhaustif, de

taille 100. On calcule sa moyenne x .

si x €l on accepteHoeton:ejetteHl ;
sl : ¢ I onaccepte Hj etonrejette[—lo.
3° Utilisation du test :

x = 99,73 ¢ [99,8432 ; 100,1568] on rejette Hp.

On conclut, au seuil de risque 5%, que la moyenne des
diamétres des tuyaux de la production n'est pas 100 mm.
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EXERCICE 2
A

1° a) f(0) = 0.
b).De lim 2x=+oetde lim xe~X=0on déduit
X—++00 X—+o

lim 2xe” % =0 donc lim fix) =0.
X—+00 X=—++00

.De lim (- 2x) = +e0 on déduit
X=+- 00

De lim2x=-cetde

lim e~ 2= 400

X—+—00

lim e~ 2X= + o op déduit

X—+-00 X—-0c
lim 2xe” 2 =—c donc lim f(x)=-,
xﬂ-m x—o.m

¢) . f(0) = 0 et f3(0) = 1 donc la fonction f n'est pas
la fonction f3.
+ C1 admet I'axe des abscisses comme asymptote en — o

donc xli[nm fi(x) = 0.
Onaétabliaub)que lim f(x) = -0,
X—+-00

Donc la fonction f n'est pas la fonction fy .
La fonction f est donc la fonction f3.

2° L'abscisse du point cherché est solution de I'équation
f'(x)=0.

Pour tout x de [R, f'(x) =2 e ~ 2% - 4xe = 2X.
fix)=2e~ 2 (1-2x),

pour tout x detR.e_zx>0,

f‘(x)=0pourx=%.
La courbe C admet une tangemte parallele i

I'axe des abscisses au point d'abscisse % i

3°a) On lit dans le formulaire que

2
TS W . : ”
e 1+1! o +t4gt), avec 111."(135(0 0,

Puisque linb (- 2x) = 0 on peut utiliser le développement
X—

précédent pourt = —2x
e-ZX=1._2x+(_%E+xza(x) avec linbt‘(x) =0,
X—

e—2x=1_2x+2x2+x25(x) avec lir%e(x) =0.
X =

En le multipliant par 2x et en ne conservant que les termes

de degré inférieur ou égal & 2 on obtient le développement

limité :

f(x) = 2x - 4 x2 + x Ze(x) avec lin&a(x) = 0.
X—

b) Une équation de la tangente
d'abscisse 0 est donc y = 2x.
La position relative de T et C au voisinage du point
d'abscisse 0 est donnée par le signe de

f(x) - 2x = - 4 x2 + x 2g(x) avec )}ina &(x) = 0.

T & C au point

Au voisinage de 0, fix) -2x<$0 donc C estau

dessous de T au voisinage de l'origine.
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4°a) Pour tout nombre réel x de [ 0,2] on pose
u@@)=2x donc u'(x) =2,
Vi(x)=e— 2% donc v(x):-%e‘z",
2
2
I=[u(x) v(x) b J u'(x)v(x)dx ,
2

2
I=[-x e‘z"]o - J‘ve‘zxdx y

0
2

2
I=[-x e'z"]o + Ie‘zxdx '
0

2 2
I=[-x e~ 2]+ [-ge~2]

2
o -?.x_l —2x2
I=[-xe 2e ]0,
__5.-4_ 1
I—-ze _(_2)
1 -4
1—2(1—5e ).

b) Pour tout x de [0, 2], f(x) > 0 donc 'aire cherchée est
2
en unités d'aire, ff(x) dx =1,
0

L'unité d'aire vaut 1 cm2 donc l'aire cherchée est
'=0454 cm? 2 10 -3 pres.

B.

1° L'équation caractéristique de Ej est :

4r2+5r+1=0

Les solutions de cette équation sont ry = — % etrp=-1.
Toutes les solutions de I'équation différentielle E; sont
donc définies sur |R par :

hx)=Cre M*rcye~%, 00 Cret C;

sont deux constantes réelles quelconques.
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2° La fonction f est solution particuliére de E, si et
seulement si, pour tout x de [R,

A"+ 5@ +fx) =2e X (Tx-11),
Pourtout x de R, f(x)=2x e~ 2",
f'(x)=2(1-2x)e "2,

frx)=—d4e X _4(1-20)e" 2
f"x)=(-8+8x)e 2%,

Donc, pour tout x de [R,

4£°(x)+5£'(x) + f(x) =

8+8x)e P+ 10(1-2)e H+2p e
4f"@)+5£'(x) +fx)=(14x-22) e~ X
4f"@)+ 5@+ fx)=2(Tx-11)e” 2%,

f est une solution particuliére de Ej.

3° L'ensemble des solutions de Ej est la somme des

fonctions obtenues au 1° et de la solution particuliére f,
C'est & dire 'ensemble des fonctions définies sur [R par

gx) =Cre X, ey 2x e~ 2 i
Ci e C; sont deux constantes réelles

quelconques.
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EQUIPEMENT TECHNIQUE-ENERGIE
Session 1990

EXERCICE 1

La charge d’un condensateur dans un circuit électrique est une fonction Q du temps t, définie
sur I'intervalle [0,+oo[. Dans certaines conditions, le systéme d’unités étant bien choisi, cette

fonction vérifie 1’équation différentielle:
(E): Q(t) +2Q’(t) +2Q(t) =0 pour t 2 0,
dans laquelle Q’ et Q™ sont les fonctions dérivées premiére et seconde de la fonction Q.

1. a) Déterminer toutes les solutions de I’équation (E).

b) A I’instant t = 0, instant ol I’on ferme I’interrupteur, la charge du condensateur vérifie les
conditions: Q0)=1 et Q’(0)=0.
En déduire que I’expression de la charge Q du condensateur en fonction du temps t est :

i§

Q) =v2e-tcos (t-7)

2. a) Quelle est la limite de Q(t) lorsque t tend vers +co ?

b) Etudier les variations de la charge Q sur I’intervalle [0,27].
Déterminer les instants pour lesquels la charge est nulle.

¢) Soit T' la courbe représentative de la fonction Q. Construire I’arc de I', correspondant &

- =
I'intervalle [0,27], dans le plan rapporté 4 un repére orthogonal (O :1 , i).
Unités graphiques: 8 cm représentent m unités en abscisse et 20 cm représentent une unité en

ordonnée.
3. a) Déterminer, en utilisant 1’équation différentielle (E), les primitives de la fonction Q.

b) En déduire que la primitive F de Q, qui s’annule pour t = 0 est définie par :
F(t)=1-¢ ‘cost, pourt 2 0.

¢) Calculer une valeur approchée 4 0,01 prés de la charge moyenne sur I'intervalle [0, %II ]
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EXERCICE 2

Les questions 1°, 2° a) et 2° b) peuvent étre traitées de fagon indépendante. Les résultats seront
donnés a 0,001 pres.

Un outil est constitué de l'assemblage d'une bille fabriquée par une machine A et d'une piéce
produite par une machine B.

1° Les deux machines fonctionnent de fagons indépendantes.

Le pourcentage de billes défectueuses dans la production de de la machine A est de 6% ;le
pourcentage de piéces défectueuses dans la production de la machine B est de 4%.

On choisit, au hasard, un outil ainsi fabriqué.

Calculer les probabilités des événements suivants :

a) Les deux piéces constituant I'outil sont bonnes.

b) Seule la bille est défectueuse.
¢) Au moins une des deux piéces est bonne.

2° On suppose que la variable aléatoire X qui, d chaque bille fabriquée par la machine A associe
son diameétre, exprimé en mm, suit une loi normale de moyenne M d'écart-type 0 = 0,16

a) Onnote X la variable aléatoire qui, a tout échantillon aléatoire de 400 billes, associe la

moyenne des diamétres des billes qu'il contient.

La production étant importante on assimile tout échantillon  un échantillon non exhaustif,

Onadmetque X suit la loi normale de moyenne M et d'écart-type \/4Lﬁ = 0,008 donc que
X -M
la variable T = 0.003 suit la loi normale centrée réduite .4 (0;1).

On a constaté que le diamétre moyen des billes d'un échantillon de taille 400 est 99.99 mm.
Déterminer h tel que P(-h £ T <h ) = 0,95 en déduire un intervalle de confiance, centré en
99,99, au seuil de confiance 95% de la moyenne M inconnue de la variable aléatoire X.

b) On suppose dans cette question que M = 100.
Calculer la probabilité qu'une bille, prise au hasard dans la production, ait un diameétre compris

entre 99,7 et 100,3.
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EXERCICE 1
I.

. PO 2
a) L'équation caractéristique est 1~ + 2r +2 = Q.

Ses solutions sont ry=* -1 et - I +1.

Toutes les solutions de 1'équation diffsrentielle sont
donc définies sur [0,+5° par

Qt)y=¢ " t (Clcos t +Czsin t), ol C1 et C2 sont

deux nombres réels quelconques.

b) * Pour tout nombre réel t de [0,+o2],
Q) =-¢ t(Clcos t +C25in t) +e t(- CIsiu t+
Czcos t)
QW =e ‘(- €+ Cy)eos t-(C+ Cosin .
Q(0) = 1 équivaut & eO(Clcos 0 +C25in 0)=1
d’ou C1 =1.
Q'(0) =0 équivaut &
0 .
e [(- C1+ C2)cos 0- (C1+ C2)5m 0] =0,
soit encore i - C1+ C2 =0, dol C2= 1.
Pour tout nombre réel t de [0,+09],
Q)y=¢ ! (cos t + sin t).
Pour tout nombre réel t de [0,+09],

\6 cos(t-%):'\/i[cosgcost+ sin:TT sin t] ;

On utilise la formule du formulaire cos(a + b) = ...

cosE——l- et sinE—L d'ou
4 2 )

\Ecos(t—f):\ﬁ[é cost + % sint] ,

'\[?:cos(t -f):[cost+ sin t] .
On en déduit que pour tout nombre réel t de [0,+o9[

on a:

Q= \/5 e-tcozi(t-;l).

2;
a) Pour tout nombre réel t de [0,+°°[, on a

“Scost- gy <l et V2 e o,

donc - V2 ¢ !¢ '\/E e_lcos(t-ﬂ)s 6 &t

4

Or, lim ¢ '=0 implique
1— 400

lim [-\Ee-t] = lim ['\Ge-t]=0
t—+eo l—+oo

et par suite, lim [ '\/5 ¢! cos(t -f )]=0.
t

—++00

b) * Pour tout nombre réel t de [0,271], on a
Q=-¢ t(v:os t+sint) + e t(- sint + cos t)

QW =-2¢"sint,

On en déduit que Q’(t) a le signe de -sint, d’ou le

tableau de variation de Q :

t 0 T 27
QM| o - 0 + 0
1 e 4

Q)

* L'équation Q(t) = 0 est définie sur [0,27] et

successivement équivalente 4 :

Ty _ o _T
cos(t-4)—0 » t-g =y *km, keZ ,
t=-3f+kﬂ, k €7

Puisque t appartient & I'intervalle [0,271] il existe

- 3n Tm
deux solutions: 4 et 4
¢) Tracé de la courbe T.
i
3 1 L 1 1 [l i
1 : T T
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3

a) L'équation différentielle: (E) est équivalente a
2Q() =-Q"(t) - 2Q’(t)

donc & Q(t) =-0,5 Q™(t) - Q'(t).

On en déduit que les primitives de Q sont définies sur
I'intervalle [0,+<°] par:

F(t) =-0,5 Q’(t) - Q(t) + K, ot K est une constante
réelle quelconque, soit encore:

F(t)=-0,5 % (2¢ 'sint)- e (cos t + sin t) + K

Ft)=-¢ tcos t+ K.

b) F(0) = 0, donc - eocos 0+ K =0, et par suite
K=1.
La primitive de Q nulle en 0 est définie pour tout

t20pa: Fi)=1-¢ ‘cost.

¢) La charge moyenne est :
Im

EXERCICE 2

1° Notons EA I'événement : " la bille produite par la
machine A est bonne” et EA 1'événement : "la bille
produite par la machine A est défctueuse”, de méme
EB I'événement : "la piéce fabriquée par la machine B
est bonne" , EB I'événement : "la pidce fabriquée par
la machine B est défectueuse.

D'aprés I'énoncé P( EA ) = 0,06 ; P(EA) = 0,94 ;
P( EB ) = 0,04 ; P(EB) = 0,96,
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a) On demande P(EA et EB), les machines
fonctionnent de fagon indépendante, donc

P(EA n EB) = P(EA) x P(EB)

P(EA N EB) = 0,94 x 0,96 soit 0,902 & 103 pras.

b) Seule la bille est défectueuse, donc la bille est

défectueuse et la piéce issue de B est bonne, on
cherche donc P( EA N EB) = P( EA ) x P(EB) les

événements EA et EB étant indépendants :
P(EA n EB) = 0,06 x 0,96 soit 0,058 & 10-3 pres,

¢) Au moins une des deux piéces est bonne, donc
nous sommes en présence de I'événement :

"EA ou EB", on cherche donc P(EA U EB) en
utilisant le théoréme des probabilités totales :

P(EA U EB) = P(EA) + P(EB) - P(EA n EB)

P(EA U EB) =0,94 + 0,96 - 0,902

P(EA U EB) = 0,998 4 10-3 pres.

r

a) T est la variable aléatoire centrée réduite,
P(-h <T <h)=0,95 équivaut 4 :

2[n(h) - 0,5]=0,95 etla table donne h = 1,96 .

ra - ( X B M <
On peut écrire - 1,96 '0,0T < 1,96 , on en

déduit un intervalle de confiance de M, centré en
99,99, au seuil de confiance 95% sous la forme :
[99,99 - 1,96 x 0,08 ; 99,99 + 1,96 x 0,08] =
(99,833 ; 100,147)

b) M = 100 donc la variable aléatoire X suit la loi

normale _4(100 ; 0,16) et la variable centrée réduite
X-100

0.16 suit la loi normale _410 ; 1)

associée T

d'ol :

P(99,7 <X < 100,3)=P(-£S T

0,16
P(99,7 <X < 100,3) = P( - 1,875 < T < 1,875)
P(99,7 < X < 100,3) = 2[n(1,875) - 0,5] en utilisant

03
< 0,16

la table on trouve :

P(99,7 < X £ 100,3) = 0,994 a 103 pres.
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EQUIPEMENT TECHNIQUE-ENERGIE

Session 1991

EXERCICE 1

On se propose d’étudier 1’échauffement d’un conducteur par un courant électrique d’intensité
constante. Par effet Joule, le conducteur s’échauffe et sa température, exprimée en degrés Celsius,
est fonction du temps 7, exprimé en secondes. On note 6(7) la température du conducteur i I'instant
r. A I'instant de la mise sous tension, choisi comme instant origine (r = 0), la température du
conducteur est celle du milieu ambiant: 6(0) = 0° C.

Dans les conditions de I'expérience, le bilan énergétique se traduit par I’équation différentielle :
0°(n+20k8(H=2, 1 >0 avec 8(0)=0

dans laquelle k est une constante qui dépend du conducteur et du milieu ambiant.

1. On suppose dans cette question que le conducteur est parfaitement isolé, c’est-a-dire que k = 0.
a) Déterminer I’expression de () en fonction de 7.

b) Représenter graphiquement les variations de 6, dans le plan muni d’un repére orthogonal.
Unités : 1 cm en abscisse représente 2 secondes,

1 cm en ordonnée représente 2 degrés Celsius.
A quel instant la température du conducteur atteint-elle 20° C ?

Dans toute la suite du probléme, le conducteur n’est pas thermiquement isolé et k = 5.10 - 3-
2. Montrer que la température du conducteur s’exprime par: 0(7) =20(1-¢ '),

3. a) Calculer la température stationnaire du conducteur, c’est-a-dire tlJ'm 0(r).

—+ +00

Donner I’interprétation graphique de ce résultat.

b) Déterminer le développement limité 4 I’ordre 2 au voisinage de 7 = 0 de 6.
En déduire la tangente 4 I’origine de la courbe représentative de 6 et préciser la position relative de

la courbe par rapport a cette tangente au voisinage de 7 = 0.

4. a) Etudier les variations de 0 en fonction de 1.

b) Construire la courbe représentative de 6 sur le méme graphique que dans la premiére question.

¢) Quelle est la température du conducteur a I’instant r = 10 ?

d) Quel est le temps nécessaire pour que cette température atteigne 19° C ?
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EXERCICE 2

Une machine fabrique des résistances chauffantes en grandes séries. Parmi la production, on
préléve un certain nombre de piéces au hasard. A chacune d’entre elles, on associe sa longueur £
exprimée en millimétres. On définit ainsi une variable aléatoire L. On suppose que L suit une loi
normale et on désigne par m sa moyenne et par o son écart type.

L. Dans cette question, une piéce produite est déclarée acceptable si 3925 < £ < 407,5 et
défectueuse dans le cas contraire. La moyenne des longueurs des piéces de la fabrication est

m = 400.
a) Sachant que 6 =5,2 , calculer le pourcentage de piéces défectueuses de la production.

b) Un réglage de la machine permet de modifier 1’écart type sans changer la moyenne. Quel doit
étre le nouvel écart type ¢” pour que le pourcentage de piéces défectueuses soit de 10 %.

¢) Le taux de piéces défectueuses étant de 10 %, on effectue des controles de longueur des
résistances de la fabrication. Pour cela, on extrait un échantillon de 6 piéces. Comme Ieffectif est
négligeable devant le nombre de piéces produites, les tirages successifs sont considérés comme
indépendants. On sait que la variable aléatoire X, prenant pour valeurs le nombre de piéces
défectueuses tirées, suit une loi binomiale.

Calculer la probabilité de I’événement : “X > 1”.

2. La machine est réglée, lors de sa mise en marche, de telle sorte que la moyenne des longueurs
est m = 400. Mais cette moyenne varie en cours de fabrication et on décide de procéder i un
nouveau réglage dés que m < 398. Des contréles sont effectuds aprés 1,2,3 et 4 heures de
fonctionnement et donnent les estimations des moyennes suivantes :

h (heure) 0 1 2 3 4
M (moyenne estinfée) 400 399,81 399,62 399,46 399,20

a) En utilisant la calculatrice, déterminer par la méthode des moindres carrés, I’équation de la droite
d’ajustement des valeurs de 11 4 cellesdeh : i = oth + B

b) La moyenne vraie m peut s’écrire m= ah + b. On prend comme estimation de a la valeur de o et
comme estimation de b la valeur . Déduire de a), 4 une heure preés, une estimation du nombre
d’heures séparant I’instant du prochain réglage de I'instant de la mise en marche de la machine,
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EXERCICE 1
1. Avec k = 0, I'équation différentielle s’écrit

0'@W=2, t20 avec 6(0)=0°C.

a) La solution générale est définie par 6() = 2 + A, ot
A est une constante réelle.

La condition initiale 6(0) = 0 donne alors A = 0.

La solution cherchée est définie pour tout nombre réel

positif t par: 6() = 2r .

b) La représentation graphique de 6 est la demi-droite D
définie par:y= 21, ¢ 2 0.

(Température en
degrés Calsius

20

(=3

Temps en

3

6(r) =20 équivauta r=10.
La température du conducteur atteint 20° C au bout de

10 secondes.

2. Avec k=510 3, I’équation différentielle s’écrit:
0'(+0,10()=2, 120 avec 6(0)=0.

1l s'agit d’une équarion différentielle linéaire du premier
ordre a coefficients constants.

* La solution de I'équation sans second membre
0°(1) + 0,1 6(r) = 0 est définie pour tout r > 0 par

0,(n=Ke 0.1 , ol K est une constante réelle

quelconque.

* Le second membre de 1’équation donnée est constant,
on est donc conduit & rechercher une fonction constante

solution particuliére de cette équation.
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Il est alors immédiat que la fonction définie pour tout
t2 0 par Bo(t) =20 convient.

* La solution générale de I'équation différentielle donnée
est la somme d’une solution particuliére et de la

solution de I'équation sans second membre, soit pour
toutz 2.0, 0() =0y +6,(),dou:

-0,1r

pourtoutr 20, 6(N=20+Ke , ol K est une

constante réelle quelconque.

* La condition initiale 8(0) = 0 s’écrit K + 20 = 0,
d'od K=-20.
La solution cherchée est définie pour tout nombre réel

positif + par: 6(n) =20(1-¢ Gl ).

0,1

3.a)Ona lime "'=0, donc lim ()= 20,
t—+c0

t—+00
La température stationnaire du conducteur est 20° C.
La courbe représentative de 6 admet la droite d’équation
y =20 pour asymptote.

b) » Le: formulsie donne: e i % X+ XE(x),
avec lim g(x)=0.
x—(

On observe que Iiu(n)(- 0,17) = 0 d’ou, en posant
t—

X =- 0,1r on obtient le développement limité 2
I'ordre 2 au voisinage de t =0de 0 :

0() =20(1 - e~ &1

0() = 20[1- (1- 0,1 + % ©.107 +¢ 2e())] . avec
tli'n%)zr:(r)=0

00 =21-0,1r >+ %e(r) , avec lime@ = 0

* On en déduit que la tangente a la courbe représentative
de 6 en O a pour équation y=2r , c’est la demi-droite

D obtenue a la question 1.
Onab()-2r=-0,1r 2+r 2E;(r), avec lil‘x(])&(f) =0, donc
t—

B(t) - 2r < 0 au voisinage de 0.
On en déduit que la courbe représentative de 6 est située

au-dessous de sa tangente D au voisinage de Iorigine O

du repére.
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Wl ), donc

4. a) Pourtoutr >0, 6(r)=20(1 - ¢
0@ =2e0Y

Tableau de variation:

,et 0'>0sur R+,

t 0 +00

0’(t) ¥

0

b) Tracé de la courbe représentative de 6 sur graphique

de la question 1.

¢) A Pinstant r =10 la température du conducteur est
6(10) =20(1 ¢ }),

soit environ 12,6° C.

d) On cherche ¢ tel que 6(r) 2 19, ce qui équivaut
successivement &

2001 - 01
-0,1¢
l1-e

-0,1r
e

)2 19
2 0,95
< 0,05
-0,1r < tnoos
t 2 - 108h0,05
¢ 2 10kn20.
La calculatrice donne 108020 = 29.95...
On en déduit que le conducteur atteint la température de

19° C au bout de 30 secondes.

EXERCICE 2

1. a) Cherchons la probabilité de 1’événement :
“392,5 < L <407,5™.
Soit T la variable aléatoire centrée réduite associée 2 L.

e L';OO , T suit la loi 4 (0,1).

5 o BB e T
P(392,5 < L € 407,5)=P(- 5 ST < 53
P(392,5 < L < 407,5) = 21 %%) |

P(392,5 < L £ 407,5) = 271(1,4423) - 1
P(392,5 <L <407,5) = 2 x 0,92545 - |
P(392,5 < L < 407,5) ~ 0,8509.
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Le pourcentage de piéces défectueuses est donc
(100 - 85,09) ~ 1491%.

b) On veut que P(392,5 <L <4075 =1-0,1 = 0,9.
L-400
G‘

En utilisant la variable centrée réduite T* =

»

on obtient :

P- LTy,
(o] (o]

Comme précédemment 27m( 7?’,5“) -1=09
dod 2m( 1> ) =0,95.
o

Par lecture inverse de la table on trouve L’é = 1,645.
o

Une valeur approchée de 1’écart type o’ pour que le
pourcentage de piéces défectueuses soit de 10 %
est 4,56.

¢) On sait que la variable aléatoire X suit une loi
binomiale, on extrait des échantillons de taille 6 et la
probabilité qu'une pidce soit défectueuse est 0,10 , donc
X suit la loi binomiale & (6 ; 0,10).
PX>1)=1-P(X<1)
PX>1)=1-[P(X=0)+PX=1)]

=1-1¢ 0% ©9°+cl ©o.n! x 09’ ]
PX>1)=1-(0,5314 + 0,3543)

P(X >1)=1-0,8857.

Une valeur approchée de P(X >1) est 0,1143.

2. a) A 'aide de la calculatrice on trouve :
m=-0,195h + 400.

b} On admet que m =- 0,195 h + 400

Le prochain réglage aura lieu lorsque m < 398
donc lorsque - 0,195 h + 400 < 398
2<0,195h donc h>

2
0,195
h > 10,25,
Une estimation du nombre d’heures séparant les

instants de deux réglages successifs est 10,
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EQUIPEMENT TECHNIQUE-ENERGIE
Session 1992

EXERCICE 1 (10 points)
Un atelier d'usine produit des piéces utilisées dans la fabrication de COompresseurs ; on se propose,
dans cet exercice, d'estimer le nombre moyen de jours nécessaires pour que cet atelier, comportant
25 machines, produise 300 000 piéces acceptables.
1- Soit X la variable aléatoire qui associe aux 25 machines de I'atelier le nombre de machines
fonctionnant sans panne chaque jour.
Pour chaque machine la probabilité de I'événement " fonctionner sans panne un jour donné " est
0,96. Les machines fonctionnent indépendamment les unes des autres.
1-1 Les conditions précédentes impliquent que X suit une loi binomiale. Quels sont les
paramétres de cette loi ?
1-2 Sil'on considére un trés grand nombre de jours, quel est le nombre moyen de machines
fonctionnant chaque jour ?
2 - Un échantillon de 100 piéces prélevées au hasard dans la production d'une machine donne les
résultats suivants :

longueur en mm [795: 7960 |[796:79.7L [ [79,7;7980 [[79.8:799 |[79.9;80]
nombre de piéces 2 4 11 18 23
longueur enmm [ [80; 80,1[ (80,1;80,2[ [[80,2;80,3[ |([80,3;80,4 |[80,4;80,5]
nombre de piéces 19 14 5 3 1

En faisant I'hypothése que les valeurs observées sont celles du centre de la classe, calculer une
valeur approchée & 10~ 2 de Ia moyenne et de I'écart type de cet échantillon.
3 - Soit Z la variable aléatoire qui associe 4 chaque pidce sa longueur exprimée en mm.
On suppose que la variable aléatoire Z suit une loi normale de moyenne M et d'écart type 0. On
considere la variable aléatoire Y qui, 4 chaque échantillon de taille n = 100 associe Ia moyenne des
longueurs des piéces de cet échantillon.

On rappelle que Y suit la loi normale de moyenne M et d'écart type \/% .

3.1 On suppose o = 0,18, déterminer un intervalle de confiance a 95 % de la moyenne de la

population.

3.2 Une piéce est acceptable si sa longueur est comprise entre 79,65 et 80,35.En prenant M = 80 et
6 = 0,18 calculer le pourcentage de piéces acceptables dans la production.

4 - On suppose que chacune des 25 machines produit le méme pourcentage de pigces acceptables et
qu'une machine produit 600 piéces par jour (acceptables ou non).
A combien peut-on estimer le nombre de jours nécessaires pour que l'atelier produise 300 000
piéces acceptables. ( On utilisera les questions 1-2 et 3-2).
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EXERCICE 2 (10 points)

Etude d'une fonction et tracé précis de sa courbe représentative.

1) Recherche d'une primitive

a) Soit u la fonction définie sur | - 1, + oof par : u(x) = i I

Enremarquant que : T ﬁ déterminer une primitive de u sur ] - 1 , + oo[ .

b) En utilisant une intégration par parties, démontrer que les primitives de la fonction définie sur
J-1, + o[ par: v(x)=1In(x + 1) sont de la forme :

FX)=(x+1)In(x +1)-=x +Col C est une constante arbitraire et In x désigne le logarithme

népérien de x.

2) Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle :

E): y+&x+Dy'=I+Inx+1)
ol y est une fonction de la variable x définie et dérivable sur ]-1, +o[,

a) Déterminer la solution générale de (E).

b) Préciser la solution de E satisfaisant la condition initiale : y0)=1.

3) Etude d'une fonction
Soit Ia fonction g définie sur] - 1 , + =[ par:

gX)=In(x+ 1)+

X +1

et C sa courbe représentative dans un repére (O, T ,T) (unité graphique : 2cm).

a) Etudier les variations de g.
En déduire le signe de g(x) pour x €] -1, + oo .

b) Etudier les limites de g lorsque x tend vers - 1 et lorsque x tend vers + oo,
¢) Ecrire le développement limité de g au voisinage de 0, 4 l'ordre 2.

d) Tracer la courbe C.
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EXERCICE 1

1 - 1 Nous sommes en présence de 25 événements
indépendants, chaque événement ayant la probabilité
0,96 d'étre réalisé. Les parametres de la loi binomiale
sont donc n =25 et p = 0,96.

1 -2 Sil'on considére un trés grand nombre de jours,
le nombre moyen de machines fonctionnant chaque
jour est l'espérance mathématique de la variable
aléatoire X c'est & dire

EX)=nxp EX)=25%x096=24, ilyaen

moyenne 24 machines fonctionnant chaque jour.

2 - On trouve & l'aide de la calculatrice pour cet
échantillon une moyenne x = 79,97 4 10 - 2 prés et

un écart type e =0,18 2 10 ~ 2 prés.

3-1 La variable aléatoire Z suit la loi normale

4" (M ; o), la variable aléatoire Y suit l1a loi
nomale A" (M ; % ), un intervalle de confiance de
n

M avec le coefficient de confiance 95 % est donc
o

[x-1,96% ; x +196
X ‘J; X ‘\f;]

=[79,97 - 1,9691%8 ; 79,97 + 1,96 QI%S

=[7993;80].

3 -2 La variable aléatoire Z suit la loi normale

A (80 ; 0,18) , la variable aléatoire T —_-% suit
la loi normale 4" (0 ;1) la probabilité cherchée est :
0,35 0,35
=p( .22 & =D
P(79,65 < Z £ 80,35) = P( 0,18 <TK 0,18

P(79,65 < Z < 80,35) =2 m(1,944) - 1

P(79,65 < Z < 80,35)=2x 0,974 - 1

P(79,65 < Z £ 80,35) » 0,948 soit en pourcentage
= 95 % de piéces acceptables.

4 - Nous sommes en présence de 600 vaniables
aléatoires indépendantes de méme moyenne E(X).

La somme des 600 variables aléatoires admet pour
moyenne 600 E(X) = 600 x 24 = 14400 .
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Cette moyenne représente si 'on considére un trds
grand nombre de jours, le nombre moyen de piéces
(acceptables ou non) fabriquées par l'atelier.
Le pourcentage de piéces acceptables est 94,8 % ,
T'atelier produit donc en moyenne :

14400 x 0,948 = 13651 piéces acceptables par jour,
300000/13651~ 21,976 , il faut donc en moyenne 22
jours pour produire 300000 pidces acceptables,

EXERCICE 2
1) Recherche d'une primitive :

a) En réduisant au méme dénominateur on trouve :

1 X i
1-x 1" Z l,onpeutprendrepourpnmmvede

usur] -1, +eo[ la fonction U telle que
Ux) =x-In(x + 1),

b) v(x)=In(x + 1) , VO
enposant W'(x)=1, W) =x ;
RWER=xh@+1), vOWR=—T

l'intégration par parties donne :
Fx)=xInx+1)-Ux)+C,
Fx)=xlh@x+1)-x+l(x+1)+C ,
Fx)=x+1)In(x+1)-x+C.

2) Résolution d'une équation différentielle :

a) Résolvons I'équation: (x+1)y'+y=0.

On sait que la solution générale de I'équation

a(x)y"(x) + b(x)y(x) = 0 est définie par :

yiym K T g F(x) est une primitive de la

fonction il(%) , et K est une constante réelle arbitraire,

Une primitive de ¢ 1 1 sur -1, +oo[ est In (x +

1). On en déduit que la solution générale de (E') est

définie sur J0,+oo[ par: y(x)=Ke-In(x+1)
y(x) = oll C est une constante réelle

x+1

quelconque.



Corrigé

Equipement Technique-Energie 1992

Meéthode de la variation de la constante :
Cherchons la solution générale f, de I'équation (F)

x+Dy'+y=1l+In(x+1), telle que

= K( )I ‘ K-fx1

alors  f'(x)= —&Lz
(x +1)
€N repportant ces expressions dans I'équation (E) on
trouve :

K'x- K& K

— x+l'-1+1n(x+1)
K'(x) =1+In(x+ 1), d'aprés la question 1) a) ,
K(x)=x+F(x),K(x}=x+(x+l)ln(x+l)-x+

C ol C est une constante arbitraire,

Kx)=(x+1)ln(x+1) +C

_ Kx) - C
fix) = - f(x)-ln(x+l)+x+] ;
b)Sifi0)y=1 alosC=1 i

_ 1
f(x)—ln(x+1)+x+l.

3) Etude d'une fonction :
1

NeW=lnx+1)+ ——,
= 1 PR T ¢
g'x)= x + 1 (X+])2' g(x)-—(x+l)2 )

g '(x) est du signe de x sur | -1, + o[ , donc elle
admet un minimum en x = 0 , 8(0) =1, le minimum

étant positif g(x) est positif pour x € -1, +09,

g2'(x) = 0 +

g(x)

b) llm g(x) )I(I_.OXI—HQ(*LI.
hm g(x)

ilm g(x) = lim In(x + 1) = +o0
X— +00 X— 400
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¢) A l'aide du formulaire on touve les développements

limités au voisinage de 0, & l'ordre 2 suivants:

2
In(l +x)=x —x—+x2t:(x)

avec lim g(x) =
2 x=0

1 =l—x—x2+x2£(x) avec lim g(x) =
1 +x x—(

2
gx)=1+ Eix2 &x) avec lim gx)=
2 x—0
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EQUIPEMENT TECHNIQUE-ENERGIE
Session 1993

EXERCICE 1 (10 points)

Le plan est muni du repére orthogonal (O ; T ,T) ou les unités graphiques sont :
2 cm sur l'axe des abscisses
1 cm sur I'axe des ordonnées.

1) Soit I'équation différentielle du second ordre :
E:y"-y'-6y=-5¢e -2
dans laquelle y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur |R.

1.1 Résoudre I'équation différentielle E .

1.2 Déterminer la solution particuliére de I'équation E prenant la valeur 1 pour x=0 et la
valeur O pour x = - 1,

2) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur R par: f(x)=(x+1)e-2x,
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le repére (O ; T ,T) .

2.1 Etudier les variations de Ia fonction f et préciser les limites en +o et en — %, en les
justifiant . Rassembler les résultats de I'étude dans un tableau de variations.

2.2 Déterminer le développement limité i I'ordre 3 de f au voisinage de 0.
En déduire une équation de Ia tangente 4 (C) au point d'abscisse 0, et préciser la position
de la courbe par rapport & cette tangente, au voisinage de ce point.

2.3 Construire la courbe (C) et la tangente 4 (C) en son point d'abscisse 0.
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EXERCICE 2 (10 points)

Une usine fabrique des plaques destinées a isoler les murs. Afin d'étudier Ia qualité de la
production, un échantillon de 50 plaques est extrait, aléatoirement, de la production d'une journée,
Le tableau ci-dessous présente les mesures, en mm, de I'épaisseur des plaques, mesures groupées
en classes d'amplitude 0,1 mm.

classes [0 ;10,1 [10,1; 10,2 | [10,2 ;10,3 | [10,3; 10,4] | [10,4 ; 10,5]
effectifs 2 15 20 9 4

Les calculs seront effectués avec une précision de 10-3,

1° Déterminer la moyenne my et I'écart type op de cette série statistique, en admettant que les
observations d'une classe sont toutes au centre de celle-ci. (En fait la convention précédente nous
permet d'avoir non my et 6 mais des valeurs approchées de ces quantités),

2° On admet que la variable aléatoire L, mesurant I'épaisseur des plaques produites suit une loi
normale de moyenne m et d'écart type o. On prend pour estimation ponctuelle de m la valeur my et

1 90 ou n désigne la taille de I'échantillon.

comme estimation ponctuelle de o la valeur

Estimer m par un intervalle de confiance 4 95 %.

3) On considére que m = 10,246 et que 0 =0, 1.
Une plaque est jugée acceptable si son épaisseur appartient i l'intervalle [10,1 ; 104].
Quel pourcentage de la production est acceptable ?

4) 11 est possible de modifier le réglage de la machine produisant les plaques . On souhaite que le
pourcentage acceptable de plaques soit 95 %.
On appelle T la variable aléatoire centrée réduite associée i L ; cette variable aléatoire T suit la loi
normale .#”(0, 1). L'objectif est de déterminer la valeur de I'écart rype o pour que :

P(10,1 <L £104) = 0,95.
a) Démontrer que ceci est équivalent 3 déterminer o pour que

P(T<0146)+P(T<0154)__1’95_
(o)

b) Soit :
e P(T<0146)+P(T<0154

Calculer £(0,09) ; (0,08) ; £(0,075) ; f(0,07) ; £(0,06).

¢) En déduire une valeur de ¢ 4 103 prés pour que 95 % de la production soit acceptable,
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EXERCICE 1

) ® y-y-6y=-5"2*

1.1 L’équation caractéristique associée & cette équation
différentielle est r* —r— 6 =0,

Cette équation admet pour solutionr) =3 our; =-2.
On en déduit que Ia solution générale de 1'équation
différentielle y” - y' — 6y = =0 est définie sur |R par
yx)=C e3x+C2e 2,0l‘1 Cl etCzsont deux

nombres réels quelconques.

Pour tout x de |R, soit g(x) = (ax + bje ~2X,

Ona g'(x)=2e "2X-2(ax + b) e ~2X

et g"(x)=—4a e 2% + 4(ax + b)e ~2X.

Si g est une solution de (E) alors
—4ae‘2"+4(ax+b)-—ae'2"+2(ax+b)e“2"—
6ax + bje X =_5¢~2X

~5ae2X=_5¢-2x

Donc la fonction g telle que g(x) = x e —2X | est

, a=1

solution particuliére de (E).

La solution générale de I'équation différentielle linéaire
du second ordre (E) est la somme d'une solution
particuliére de (E) et de la solution générale de
Iéquation sans second membre associée, soit :

- -2 3 - 2x
y=xe "+Cle"+C2e 5 m)CIetC2

sont deux nombres réels quelconques.

1.2 La solution f de (E) vérifie les conditions :

floy=1, f(-1)=0.

fi0)=1 équivauta Ci+Cy=1,

f(-1)=0 équivaut i —32+C1e‘3+C2e2=0,
5 5

-e +C1+C2e =0,

d'oﬁ—e5+l—C2+C2e5=0.

1-e5 =C,(1- )

C2=1doncC1=1—C2,C1=0.

La solution f cherchée est définie sur [R par:
fix)=(x + 1) e~ X

2.1 Pour tout réel x de R,

fix)= (x+ l)e'2x= xe 2% 4g 2K
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lim e 2X=0et lim xe X=0,

X— 400 X — +co

lim xe2X+e2X=0, m fx)=0

X— +00 X— +o™

l'axe des abscisses est asymptote & (C).

de lim e =+ o [im (x+1) =-o0,

X—+ —00 X— —00
on déduit que : lim fix)=-o.

X— —00
Pourtout x de [R, f'(x)= e~2x_2(x+1)e-2x'
f'x)= (-1—2x)e'2x.
f'(x) est du signe de -1 -21x,
d'ol le tableau de variation :
X 00 -05 400
f'(x) * ] =

el
f(x) / \
-0 0

2,2 Du développement limité :

2
el=1+- +— +—- +t gt) ,

avec lim gt) =0
t—0

on en déduit les déve]oppements limités :
2
9@ S,

2 6
avec x]_l.ﬂ’(l) gx) =0, (puisque x!-l-"lli)(- 2x) = 0).

e”2X=1-2x +7

f(x)=(x+1)(l-2x+2x2—gx3+ x3 ex)),

avec lim gx) =0,
x—=0

f(x)=1—x+§x3+x3a(x) avec lim &x) =

Une équation de la tangente (T) A (C) au point
d'abscisse Oest donc y=1-x.

La position relative de (T) et (C) au voisinage du
point d'abscisse 0 est donnée par le signe de :
fx)-(1-x)== 13 +x3 £(x), avec hm &(x) =0,

f(x) - (1 — x) est du signe de §x3 donc

pourx <0 (C) est au dessous de (T).
pourx >0 (C) estau dessus de (T).
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2.3
4° ) Comme précédemment avec o inconnu au lieu de
¢=0,1 on trouve :
P(10,1 < L < 10,4) = p(~ %146 STSM) ,
P 0146<TS0154)
-P(TSOI%) 0,5 + P('I's0154) 05
| B LTS
—+ P(IOISLSIO4) 0,95, équivaut &
P('I‘$0146)+P(TSM) 1=095
T pr< 2148, P(T$0154)—1.95.
b) f(o) = p(r<°”6) P(T<M)donc
EXERCICE 2 flo) = (%) + (%6) :
1° La calculatrice donne mg = 10,046 et 0,09 = 7(1,622) + n(1,711) .
0o~ 1,0237.

2° une estimation ponctuelle de ¢ est 1,034.
L suit la loi normale .#"(m, ‘\/L_ ), donc un intervalle
50

de confiance 4 95 % de la moyenne m est I'intervalle
[mo-196—= ; my+ 1,96 2= ], en utilisant
Vs0 V50

I'estimateur de ¢ obtenu au 2° on obtient :

10,046 - 1,96 1834 . 10 0464 1,06 1:034
V50 Vso

Donc un intervalle de confiance au coefficient de
confiance 95 % de mest [ 9,76; 10,33 ]

3° L suit Ia loi normale .#°(10,246 ; 0,1), la vanable

aléatoire T =L"T1;)'2ﬁ niit s imosale
470, 1)

P(10,1 <L < 10,4) = P(-oms'rsoolf“) .

P(10,1 SL<104)=P(-146<T< 1,54) ,
P(10,1 <L £104) = n(1,54) + n(1,46) -1
P(10,1 <L £10,4) » 0,9382 +0,9279 - 1 "
P(10,1 <L £ 10,4) = 0,8661 .

Le pourcentage de la production acceptable est 86,6 %.
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f0,09) = 09474 40,9564,  £(0,09)~ 1,9038
f(0,08) = m(1,825) + m(1,925) ,

f(0,08) = 0,966 +0,9729 , f(0,08) ~ 1,9389
f(0,075) = m(1,9466) + n(2,053),

f(0,075) = 0,9742 +0,9775, f(0,075) » 1,9517 ,
£(0,07) = 7(2,085) + n(2,2) ,
f(0,07) = 0,9778 +0,9783 ,
f(0,06) = m(2,43) + m(2,566) ,
1(0,06) = 0,9925 +0,993 ,

f(0,07) =~ 1,9569 ,

£(0,08) =~ 1,985 .

c) (0,076) = m(1,921) + m(2,026) ,

f(0,076) = 0,9726 + 0,9772 , f(0,076) = 1,9498 |
f{0,075) = 1,9517 et 1(0,076) = 1,9498 ;
donc on peut prendre comme valeur approchée i 10— 3
prés : 0 =0,075 ou 0 =0,076.
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EQUIPEMENT TECHNIQUE-ENERGIE

Session 1994

EXERCICE 1 (10 points)

Une machine fabrique en grande série des piéces de diamétre nominal 38 mm,

Soit X la variable aléatoire qui, & chaque piéce, associe son diamétre exprimé en mm.

On admet que, lorsque la machine est bien réglée, X suit la loi normale de moyenne m = 38 et
d'écart type o = 0,49.

L'intervalle de tolérance étant [37 ; 39], une piéce est dite défectueuse, si son diameétre n'appartient
pas a cet intervalle.

A - On suppose la machine bien réglée :

1° Déterminer Ia probabilité P(37 < X < 39).

2° En déduire le pourcentage de pigces défectueuses.

3° On effectue des prélévements de 100 pieces prises au hasard dans la production. Le tirage peut
étre assimilé 4 un tirage avec remise.

On désigne par Y la variable aléatoire qui associe 4 tout prélévement de ce type le nombre de
piéces défectueuses de I'échantillon.

Quelle est la loi suivie par Y ?

En utilisant 'approximation de cette loi par une loi de Poisson dont on déterminera le paramétre 2,

calculer la probabilité qu'un tel échantillon contienne plus de 5 piéces défectueuses.

B - On effectue réguliérement des prélévements d'échantillons de 100 piéces, les tirages pouvant
étre considérés comme faits avec remise.

Onappelle X Ila variable aléatoire qui, 4 chaque échantillon, associe le diamétre moyen des piéces
de cet échantillon.

1° Si la machine est bien réglée :

a) Quelle est 1a loi suivie par X ?

b) Déterminer le réel a tel que: P(38-a< X <38 +a)=0,95.

2° Sur un échantillon de 100 pigces, on a les résultats suivants :

Diamétre en mm_| [36,6 : 37[ | [37 ; 37.4] [37.4;37.8[][37.8 ;38,2 | [38,2 ; 38,6] [38,6; 39 |[39;394]

Nombre de piéces 3 15 20 28 22 8 4
a) En choisissant pour valeurs observées les centres de classes, calculer une valeur approchée de
la moyenne x, de cet échantillon.

b) En utilisant la question B 1°, construire un test bilatéral permettant au vu de ce résultat, accepter
au seuil de rique 5 % I'hypothése selon laquelle la machine est bien réglée ? (Quand la machine est
bien réglée on sait que X suit la loi normale de moyenne m = 38 et d'écart type 6 =0,49),
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EXERCICE 2 (10 points)
o 1° Considérons un tube en acier de rayon intérieur ro

et de rayon extérieur rq, exprimés en m, de
conductivité thermique A,. La résistance thermique,
par metre linéaire du tube est donnée par la formule :

11 1

= ——t — 4

—]
21 hiTy A, hery

Calculer Ry, pour un tube de diamétre extérieur 48,3 mm et d'épaisseur 2,6 mm sachant que ;
hj = 2754 W/m2K he=12,52 W/m2K Aa =52W/mK

2° Ce tube est isolé 4 I'side d'un matériau de conductivité A = 0,031 W/mK disposé en couche.
Le nouveau rayon extérieur est r. On obtient une nouvelle résistance thermique R; pour
I'ensemble. La différence R; - Ry, est approchée par une fonction de 12 définie par :

1 0,0798 I i )
f(r,) = > [ 5 +3225In oA 3,304]  r,étant exprimé en m.

a) Etudier les variations de f pourrp € g, + o [.
b) Calculer une valeur approchée 4 10~ 3 prés de R; pour ry = 30 mm.

3° Ce tube de longueur 100 m isolé par le calorifuge d'épaisseur 10 mm a une résistance thermique
Ri=2,15. Il traverse un local dont la température ambiante est 6; = 20° C,
La température de I'eau est une fonction 6 de la distance x parcourue par l'eau dans le tube.

Elle vérifie ; eﬂiz-—;ﬁdx=--2300ciﬂ (E)

a) Résoudre (E)? (On pourra remarquer que (E) est une €quation différentielle linéaire).
b) Sachant que la température de I'eau dans le tube au départ est 6 = 80°C, montrer que

=X
Bx)=60e “*+20
¢) Déterminer la chute de température de I'eau au cours de Ia traversée du local.

d) Donner le développement limité de e = a l'ordre 1 pour u proche de 0. Justifier I'utilisation de

ce développement limité pour donner une approximation w(x) de 8(x). Calculer w(100).
100

B(x) -6
e) Déterminer le flux ¢ cédé par ce tube sachant que = f _% dx
0

e ~~
P S N~
i

A SELEETEEES = Wy
A N~
7 Ny

o
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EXERCICE 1
A - La variable aléatoire X suit la loi normale de

paramétres m = 38 et ¢ =0,49.

1° Soit T la variable aléatoire centrée réduite associée

aX: T=2"38  raitlale 40, 1),
0.49

1° P(37<X<39)=P-_L <T< 1)
049 049

P(37<X<39)~P(-2,04 <T <2,04) ,
P(37<X<39)=2m(2,04)-1 g
P(37<X<39)%2x09793-1
P(37<X<39)~09586.

2° La probabilité qu'une piéce ne soit pas défectueuse
est 0,9586 .

La probabilité qu'une piéce soit défectueuse est donc :

1 - 0,9586 = 0,0414,

3° Soit Y la variable aléatoire qui 4 tout lot de 100
piéces associe le nombre de piéces défectueuses.

Les tirages sont supposés indépendants et non
exhaustifs, pour chaque tirage il y a deux éventualités:
la piéce est défectueuse avec une probabilité
p=0,0414 ou la pice est non défectueuse avec une
probabilité 0,9586, donc la variable aléatoire Y suit la
loi binomiale % (100 ; 0,0414).

On approche cette loi binomiale par une loi de
Poisson de paramétre : A = np = 100 x 0,0414 =
4,14.
PX<5)=PX=0)+PX=1)+PX=2)+PX =
3)+PX=4)+P(X=5)

-4,14 0 -414 1 -4,14 2
e x 4,14 € 4,14 e x 4,14

x
= L + L +
0! 1! 2!
-4,14 3 -4,14 4 14 5
e 4,14 e 4,14 e x 4,14
+
3t 4! 3

0 1 2 3
JAld 414 414
T TR T

4,14, 4,14
PX <5 =g Y ér

4 s
% + 4'51'4 ), PX <5)=07913,

PX>5)=20%
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B - On suppose encore que la variable aléatoire X suit

Ia loi normale .#"(38 ; 0,49).

1°a) X la variable aléatoire qui 4 chaque échantillon

de 100 pieces associe la moyenne des diamétres des
pigces de cet échantillon suit la loi normale
A"(38; M) , soit .#7(38 ; 0,049),

V100

b) P38 -a < X <38 +a) =095 équivaut en

X-38
utilisant le changement de variable T W a

a a a
TR < <_ - 3 eI N - -
Pl G049 <T S 00a9) =095 etd (g0 - 1

. _a - T
095 eta 0,049—1,96, a=0,0964a10 "7 prés.

P( 37904 < X < 38,096) = 0,95.

2° a) En utilisant les centres classes comme valeurs du

caractére on trouve avec la calculatrice la longueur
moyenne approchée des piéces de cet échantillon

X ~ 37,948

b) Construction du test :

choixde Hp.m=38 choixde Hy: m # 38
détermination de la région critique : .

Sous I'hypothése Hgp, m = 38, X suit la loi
normale .#7(38 ; 0,049) et d'aprés la question B - 2° :
P( 37904 < X < 38,096) = 0,95.

Si Hy est vraie on a 95% de chances de prélever un
échantillon aléatoire dont la moyenne appartient i
lintervalle 1=[ 37,904 ; 38,096]

rég{e; de décision :
si x €[37,904 ;38,096 ] on accepte Hp

si x ¢ [ 37,904 ; 38,096 ] on rejette Hg et on
accepte Hy

Utilisation du test : x = 37,948,

x € [37,904 ;38,096 ] on accepte Hg et on rejette

Hj. Onaccepte donc I'hypothése my =30.
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q
EXERCICE 2
1 b) pourx=0, By =80 donc 80 =20 +K , K =60 .
I'l -X

R,- I_[L+_r_0+_l_] Onabien 8(x)=20+60e %% .

27 BT A, her,

0,02415

{ { lﬂo I | ¢) la chute de température au bout de 100 m est :

Riy= — : + ] 100

+
2 2754X0,02155 52 12,52x0,02415

Ria=0,5294 210 =5 prés , Ry; = 0,53 2 10~ 2 pres

2°4a)

0,079
f(z)-—[ +32’251“00241 3,304]
(r1) =é_r; [ (%19185‘ - 3,304] , f(r{) = 0,0000554 ,
f(r)) = 0.

v 1 00798 3225
f(T‘Z)- 2]_[[_ r22 i3 ) ] »

oy 1 —0,0798 +32,25 15
f'(p) = 2 [ I'22 ] y

0,0798
f'(r)) >0 pourry > 32.25

» pourry > 0,0024744 ,

11 > 0,0024744 donc f est croissante sur [r] ;+ o[ .

b)
0,03 0,03
iRia)= 27r 2n (002415 3225 1n 0,0241 ~ 3304

f(0,03) = 1,0215 , Ri-Rig = 1,1215 oron a trouvé
au 1°Ryz * 0,5294 donc Ry~ 1,0215 + 0,5294 ,
Ry = 1,5509 , Ry=1,55410"2 pres.

I*R=215, 8=
L'équation (E) peut s'écrire pour x >0 :
(8(x) - 20) dx =-2300 (2,15) dO ou encore :

4945 ?;8 + 0(x) =20 , c'est une équation linéaire du

premier ordre 4 coefficients constants .

a) La solution générale de I'équation sans second
-X

membre est B(x) =K 64945

La fonction h telle que h(x) = 20 est une solution

particuliere de (E) donc I'ensemble des solutions de (E)
-X

est la fonction g telle que g(x) =20 + K 64945
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8100)=20+ 60e *** _ 6100) = 78,7088

d) Du développement Limité :
el=1 +L +t gt), avec Iir% Et)y=10

On en déduit les développements limités :

e U=1-u +ugu), avec ulimoe(u) =0,
Wx)=60(1-->—x)+20 +x gx),

4945
avec lim g(x) =0,
x—=0

60 : -
w(x)-80—4945x+x £(x), avec xl_l{t:) Ex) =0,

6000
«(100) * 80 -7 0/C . (100) = 78,786 .

€)
100 3 100

60 0 355 -
¢=J -Tel—-s—dx =27,907J, i

0

’

-X

4945 100
6= 27907 [ 4945 %% ]
100
o=13800 (e ¥ _1], ¢~-276267.
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EQUIPEMENT TECHNIQUE-ENERGIE
Session 1995

EXERCICE 1 (8 points)
Dans cet exercice, les calculs seront effectués a 10 -3 prés.
Les parties A et B sont indépendantes.
A - L'étude du cofit de maintenance annuel dune installation de chauffage dans un immeuble de
bureaux, en fonction de I'ige de l'installation, a donné les résultats suivants :

Age x; (en années) 1 2 3 4 5 6
Coiit y; (en KF) 7,55 9,24 10,74 12,84 15,66 18,45
I° Représenter le nuage de points M;(x;,y;) dans un repére orthogonal
(unités graphiques : 2 cm en abscisse, | cm en ordonnée).
Peut-on envisager un ajustement affine de ce nuage ?
2 a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de Ia série statistique double (x;,y;).
Le résultat obtenu confirme-t-il I'observation faite au 1° ?
b) Déterminer, par la méthode des moindres carrés, une équation de Ia droite de régression D
de y en x. Tracer D dans le méme repére qu'au 1°,
¢) En admettant que I'évolution du cofit constaté pendant 6 ans se poursuive les années
suivantes, donner une estimation du cofit de maintenance de l'installation lorsqu'elle aura 8 ans.

B -
Une étude statistique montre que la probabilité de I'événement "une intervention au moins est
nécessaire sur I'installation au cours d'un mois donné" est 0,125. On admet que la nécessité
d'intervenir au cours d'un mois ne dépend pas du mois considéré. On note X la variable aléatoire
qui, 4 chaque année, associe le nombre de mois od il a fallu intervenir sur I'installation.
I° Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale et donner les paramétres n et p de cette loi.
2 Calculer la probabilité des événements suivants :
a) on n'est pas intervenu dans l'année.
b) on est intervenu un seul mois dans I'année.
) on est intervenu au moins deux mois dans I'année.
3 On se propose d'approcher la loi de X par une loi de Poisson de parameétre A = np.
En utilisant cette loi de Poisson, déterminer les probabilités respectives des événements définis
aux questions 2a, 2b et 2c. Les valeurs sont-elles bien compatibles avec les résultats du 2° ?
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EXERCICE 2 (12 points)
L'écart 4 sa position d'équilibre d'une masse oscillant sur un fluide élastique est une fonction du
temps. L'étude des oscillations conduit & I'équation différentielle (dite des oscillations) :

d? d
d~£+zaltf+2y=o

ol I'inconnue y est une fonction de la variable t définie et deux fois dérivable sur [0, + <[
y(t) est exprimé en centimétres
t est exprimé en secondes.

A - 1° Résoudre cette équation différentielle.
2 Déterminer la solution particuliére qui s'annule pour t = 0 et dont la dérivée prend la valeur
4 pour cette valeur t =0,

B - Soit Ia fonction f définie sur [0, + o[ par f(t)=4e-tsint
I° Montrer que l'on a, pour tout t de [0, + o[ ; [f(t)] <4e-t.
a) En déduire lim f(t) .

t—+00

b) Montrer que, pour t 22, [f(t)] < 10-2,
On admet que les oscillations ne sont plus discernables lorsque la valeur absolue de
I'écart 4 la position d'équilibre ne dépasse plus 102 cm,
Veérifier qu'il suffit d'étudier f sur I'intervalle I = [0, 27 pour avoir une représentation
suffisante des oscillations.

2 On éwdie f sur 1= [0, 2m].
a) Calculer la dérivée f' de f.
b) Etudier le signe de f '(t) et dresser le tableau de variation de f,

(On pourra utiliser la relation : cos t - sin t =42 cos (t+ 43 ).

¢) Tracer la courbe représentative C de f dans un repére orthogonal
(unités graphiques : 2 cm en abscisse , 10 cm en ordonnée).
On précisera les points d'intersection de C avec I'axe des abscisses, la tangente 3 C en
l'origine du repére et les tangentes paralléles & l'axe des abscisses.
¥ Calculer la valeur moyenne m de f pour t variant de 0 T.
Donner une valeur approchée de m 4 10 -2 prés par défaut.

s
(On donne m =1 J f(t) dt)
i
0
(N.B. Les différentes questions de cet exercice sont dans une large mesure indépendantes).
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E’:EIIECICE ! 3IA=np=12 x0,125, A=15an.

A
23

La loi de X est approchée par la loi de Poisson %7 (1,5)
p1’ * 0,2231, p2’ = 0,8088, p3’ = 1 - 0,558 = 0,442,
L'écart relatif : %‘1 |~ 0,109 > 10%

Un ajustement affine de ce nuage peut étre envisagé.

2° a) Avec une calculatrice, on obtient 2 10 =3 prés :

r=0,991, le résultat obtenu voisin de 1 confirme

l'observation faite au 1°.

b) Avec une calculatrice, on obtient 4 10~ 3 pres

y=2,167 x + 4,827.

¢) Avec une calculatrice, pour x = 8 on obtient y =

22,167 410 =3 prés . Quand l'installation aura 8 ans

on peut estimer le codt de maintenance a 22 167F.

B-

1° Chaque mois, on a deux possibilités et deux

seulement ou une intervention au moins est nécessaire

de probabilité p = 0,125, ou aucune intervention est

nécessaire avec la probabilité 0,875. Au cours d'une

année, cette expérience est réalisée 12 fois et les

résultats sont indépendants puisque la nécessité

d'intervenir au cours d'un mois ne dépend pas du mois

considéré.

X suit donc la loi binomiale %5 (12 ;0,125).

2° a) p1=PX=0), p=Ch,(0,1250(0,875)!2
p1= 0,2014 .,

b) pp=PX=1), p2 = 0,3453 .

¢) p3=1-(PX=0)+PX = 1)), puisque les

événements X =0, X = 1 sont incompatibles ,
p3 = 1-(0,2014 + 0,3453 ) p3 = 0,4533.
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;/ | P2p'292 | =0,03 < 10 %. L'approximation et justifiée
e
— pour le calcul de py et p3 mais pas celui de p).
s EXERCICE 2
v,
{7' A - On considére l'équation  (E) : Yy +2y'+2y=0,
i dans laquelle y , désigne une fonction numérique de la

0/ > variable t définie sur [0, +oo[.
1 2 3 4 5 6 71 %3

1° L'équation caractéristique est r2+2r+2=0 :
A=-4=4i2 1lya deux solutions rn=-1-i et
rp=-1+1i. Les solutions de I'équations sont donc définies
dans [R par : y(t)=e“t(C1 cost + C2 sint)

ol Cj et C2 sont des nombres réels quelconques.

2° Si une solution particuliére de cette équation est nulle
pourt=0 et si la dérivée vaut 4 pourt =0,

alors  (A) :g?&;j 4 . Pour tout réel t,

x'(t)=-et (Cy cost + Cy sint) + et (- Cy sint + Cp cost)
x't)= e t((-Cy+ Cy) cost + (C - Cp) sint)

oz . 4 C1=0
(A) s'écnit : Co =4

La solution particuliére cherchée est donc définie sur [R pour
x(t) = 4 e - tsint.

B -
Soit f définie sur [0, + eof par f{t) =4 e~ tsint,

1° Pourtout t de [0, + e[, |sint|<1 or

fit)=4e~Ysint], donclft)<d4e=t .
a)0<ft)<de !, lim 4e"t =0donc lim fit)=0.

t—+oo t—+00
byPourt 22w, —t<-2m, lafonction exponentielle est
croissante dans [R donc 4=t < de= 2T, 0 < |fit)] < 4e- 2T,
4 e 2m< 102 ype majoration de |f(t)| est donc 102 .
Les oscillations ne sont plus discernables lorsque la valeur
absolue de I'écart & la position d'équilibre ne dépasse plus
10'2cmcequi est le cas pourt 2 2 7.
1l suffit donc d'étudier f sur lintervalle I = [0, 2] pour avoir
une représentation suffisante des oscillations.
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2° On étudie fsur I = [0, 2n].
a) Pourtouttde [0, 21] ,f'(ty=de "t (cos t - sin t).
f'(t)=4“Ee'tcos (t +4E)

b) f'(t) = 0 équivaut 3 cos (t+g)=03té

t + 43-_- g + 2km, sur [0, 27] l'ensemble des solution
moSm
est { 4’2 3.

Pour tout réel t, et > 0 donc les inéquations suivantes
sont équivalentes : f'(t)2 0, cos (t +f )2 0.

Etudions le signe de cos (t + 4£) dans le tableau suivant;

t m o
0 4 4 2
wal |8 T Sm 3 In
4 4 2 4 2 4
cos(t + E) i_a + 0 - - ﬁ -0 + ﬁ
471 2 2 2
D'ol le tableau de variation:
t T Sm
0 4 || 4 2
f'(t) + 0 - 0+
f(t) T
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. T
I= [-e'tsmt]o +Ip

fit) =0 équivauta de-lsint=0 et & sint=0
(4 e~ t#0), les abscisses des trois points d'intersection
de C et de_ l'axe des abscisses sur [0, 2n] sont

{0, m, 21}, les ordonnées de ces trois points sur

[0, 2] sont nulles. Les coefficients directeurs des

tangentes & C en ces points sont f'(0) = 4.

T
3"m=i J e-lsintdt , m=4—I
T T
0
En posant uft) =sint |, u'(t) =cos t
vip=e-t, wvp=-e-t |

. .m
dod I= [-e'tsmt]o - Jl—e'tcostdt )

0

’

On intégre par parties I2 en posant :

ut) =cost , u'(t)=-sint
viy=e-t |  yi)=-e-t,

“ -
dol Iz=[-e'tc:ost]0 - Jﬂ—e‘tsmtdi,

0

On en déduit que :

. m T
I=[-e-tsmt]0+[-e-tcost]0 -1

bis
2A=[-e"tsint -e-toostjo , A=e M4

Lo 0 - 2 -T
1—2(e +1) dod m= T (e T+1),

autre méthode de calcul de I :
L'équation différentielle peut étre écrite

=510 +219]"

Une primitive F de fest définie sur [0,] par
FO=-3 (70 +2£0)]

F(t)=-% fe-t(cost-sint)+2e-tsint] |,

F(t):-%e‘t(costi-sint).

T

Donc [f)dt =Fm) - F(0) = 21 (eT+1),
0
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EQUIPEMENT TECHNIQUE-ENERGIE
Session 1996

EXERCICE 1 (8 points)
Les questions 1) 2) et 3) sont, dans une large mesure, indépendantes.
Dans une usine, la fabrication en grande série des piéces fabriquées est assurée par une machine.
1) La probabilité que cette machine soit en panne un jour donné est p=0,03.
Soit X Ia variable aléatoire qui, & toute période de 100 jours aléatoires, associe le nombre de
jours de panne,
a) Les pannes étant indépendantes les unes des autres, quelle est Ia loi suivie par la variable
aléatoire X ? Préciser ses parameéfres.
b)  Cette loi peut étre approchée par une loi de Poisson de paramétre ) = 3.
En utilisant cette loi de Poisson, calculer les probabilités :
b1)  qu'ily ait exactement trois jours de panne au cours de cette période ;
b2)  quily ait au moins trois jours de panne.
2) On s'intéresse au diamétre des piéces fabriquées.
Un client regoit un échantillon de 100 piéces prélevées au hasard dans Ia fabrication de I'usine.
On obtient les résultats suivants :

Intervalles dans lesquels on a Diamétres Effectifs
les mesures des diameétres (centre de classes) Nombre de mesures
[60, 65] 62,5 1
[65, 70] 67,5 3
[70, 75] 72,5 15
[75, 80 71,5 33
[80, 85] 82,5 32
[85, 90( 87,5 13
[90, 95] 92,5 2
[95, 100 97,5 1

Calculer une valeur approchée de la moyenne et de I'écart type de cet échantillon. Compte tenu
de I'erreur de méthode induite par le regroupement en classes, on se contentera de donner e
résultat a l'unité prés.

3) Soit Y la variable aléatoire qui, 4 chaque piéce prélevée au hasard dans la fabrication de l'usine,
associe son diamétre exprimé en millimétres. On admet que Y suit la loi normale de moyenne
M =80 et d'écart type 0= 5.

Une piéce est conforme si son diamétre est compris entre 70 et 90 mm,

a) Quelle est la probabilité qu'une piéce, prélevée au hasard dans la fabrication de cette usine,
soit non conforme ?

b) Sachant que I'écart type peut étre réduit par un réglage de la machine, quelle valeur faudrait-il
pouvoir lui donner pour que le pourcentage des piéces non conformes soit ramené a 1%.
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EXERCICE 2 (12 points)

Une vanne contrdlant I'écoulement d'un
liquide au bout d'un tube cylindrique, de
diameétre IJ =4 cm, est schématisée ci-contre :
x est la mesure en radian de l'angle AJB qui
varie entre 0 et 7.

(pour x =0, la vanne est fermée, pour x = 7,
elle est entiérement ouverte).

Le liquide passe par la partie hachurée, d'aire
S(x).

On s'intéresse au volume V (en cm3) du liquide qui s'écoulera pendant la phase d'ouverture de la

vanne,
x est fonction du temps de telle sorte que V est donné par :

V=

N =

n
j vo(x) S(x) dx

(0u v, est une vitesse d'écoulement).

Les parties A, B,C et D sont, dans une large mesure, indépendantes.

Partie A : Etude de I'aire S(x)

Justifier que S(x) = 4x - 2 sin 2x.

Partie B : Etude de la vitesse A7)

Une comparaison & un modéle d'écoulement améne a considérer que Vo est solution de I'équation
différentielle :
(E) dv'+v=3e¥2_]
ou v est une fonction définie, dérivable sur |R avec la condition initiale Vo (0)=0.
1) Résoudre I'équation différentielle 4 v ' + v =0.
2) Déterminer les constantes A et B pour que la fonction u telle que : u(x) = A e ¥? + B soit une
solution particuliére de I'équation différentielle (E).

3) Résoudre I'équation différentielle (E).
4) Déterminer la solution particuliére v, de I'équation (E) vérifiant Vo (0)=0.
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foncti

Soit f la fonction définie sur [0, 7] par : f(x) = v, (x). S(x)
f(x) = 2(2x - sin 2x)(e ¥2- 1)
1) Compléter le tableau suivant :

X 0 1 1,5 2 2,7 T
f(x)
ol les valeurs de f(x) seront données au centiéme preés.

2) Montrer que les fonctions X —» 2x — sin 2x et x —» e ¥2 - | sont croissantes et positives.
Quel est le sens de variation de la fonction x —- f(x) produit de deux fonctions positives et

croissantes ?

Partie D : Calcul du volume V

1) Calculer les valeurs exactes des intégrales :

T o
Ilzjxdx et 12=Jsin2xdx

T
2) Calculer la valeur exacte de I3 = J xe*? dxen procédant par une intégration par parties.

n n
3) Onpose M =g( e2cos2xdx et P = j e ¥ sin 2x dx
i
a) Montrerque M +iP== j e*(®5*2) g4y oi i est le nombre complexe de module 1 et

s
d'argument 7 -

b) Calculer la valeur exacte de P comme partie imaginaire de M + i P,

4) Ecrire V en fonction de I, I, I3 et P.
En déduire une valeur approchée, & un cm?3 prés, de V.

8 4
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EXERCICE 1

1)a) On est en présence d'une succession de 100 épreuves

indépendantes, chacune ayant deux issues : il y a panne de

probabilité constante 0,03 ou il n'y a pas panne de

probabilité 0,97. La variable aléatoire X qui, & toute

période de 100 jours associe le nombre de jours de panne,

suit la loi binomiale % (100 ;0,03) .

b) Cette loi peut étre approchée par une loi de Poisson.

Le paramétre est A=np, A= 100 x 0,03 , A=3,

On trouve dans le formulaire pour A=3:

b) La probabilité qu'il y ait exactement 3 jours de panne
P(X =3)=0,224,

b2) La probabilité qu'il y ait au moins 3 jours de panne

estPX23)=1-PX <3)

P(X23)=1-[P(X=0)+P(X =1) + PX =2)]

P(X 2 3) =1 - (0,050+0,149+0,224), P(X 2 3) = 0,577.

2) La calculatrice donne : =80 et 0 = 6 4 une unité prés.

3) La variable aléatoire Y qui, & chaque pitce prélevée au

hasard dans la production associe son diamétre, suit la loi

normale .# (80, 5), la variable aléatoire T = Ys b suit

la loi normale centrée, réduite 4" (0, 1).

a) La probabilité qu'une piéce, tirée au hasard dans la
production ait sa masse comprise entre 70 et 90 est
P(70SY<90)=P(-2<T<2),

P(70<Y <90)=2m(2)-1 ,

P(70 <Y <90) = 2(0,9972) - 1 ,

P(70 <Y < 90) = 0,9544 2 10 — 4 pras.

La probabilité qu'une pitce, tirée au hasard dans la
production ne soit pas conforme est donc

1- 09544 = 0,0456 2 10 — 4 pres.

Y- 80
b) S1 Y suit la loi normale .+~ (80, ), Ty =

suit la loi normale centrée, réduite .4~ (0, 1).
P(70 <Y < 90) = 0,99 équivaut 4 :
P(-%ST&%):O,‘)Q,&& 21(

10
a

10
g
=257, 6=389410"2pres.

)=-1=099 ,

( %)) = 0,995,
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EXERCICE 2
A) L'aire hachurée apparait comme la différence de 1'aire
d'un secteur angulaire et d'un triangle OAB.

. . R?2 22
L'aire du secteur angulaire est (a) x o= (2x) x PR l'aire

du triangle OAB est 2 x aire du triangle rectangle OAH
d'hypothénuse OA de longueur 2 cm :

2!%!2sinx x 2 cos x dol

2
S(x)=(2x)*2?—2sinx*200sx,

S(x) =4 x - 2(2 sinx cos x), S(x) =4 x — 2 sin 2x.

B) 1) L'équation (E) 4 v' + v =0 est une équation linéatre
du 1°7 ordre & coefficients constants donc v(x) =C e ~ x4

ol C est un nombre réel quelconque.

2)utelle que u(x) =Ae ¥2,B est solution de (E) si et
seulement si pour tout x : 4 u'(x) + u(x)=3 e X2 _ 1 donc

si et seulement si

4(%Aem’)+Aem’+B=3em—],doncon

obtient A=1etB =-1 donc u(x):em—l.

3) On obtient I'ensemble des solutions de E en ajoutant
aux solutions de 4 v' + v = 0 une solution particulitre de

(E). Alors v(x)=Ce ¥ 4 X2 _ .
o _ _xn
4) Sivy(0) =0 alors C =0 donc vo(0) =e ™° - 1.

C1

X 0 1 1,5 2 2,7 T

fix) | O 142 ] 639 ]1635 |3528 [47.88

2)ex,2-120c:ar§208ur[0,1t],

(exn- 1) '=iem > 0 donc la fonction i telle que
2 q

M2 _ | est une fonction positive ou nulle et

i(x) = e
croissante sur [0, m] ; j'(x) =(2x - 2sin 2x) ',

cos 2x £ 1 donc j '(x) = 2(1 - cos 2x) 2 0, donc la
fonction j est croissante sur [0, 7] , elle croit de 0 & 271 elle
est donc positive sur [0, ).

On sait que le produit de deux fonctions positives et
croissantes sur [0, m] est une fonction positive et

croissante sur [0, 7] f est donc une fonction positive et

croissante sur [0, 7).
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b
¥
Dy h=]xd , L= [3], h=7.

n
n
12=U[sin2xdx. i = [-—@;—2"]0, I = 0.

m

2) I3 =J‘x exj2 dx , on intégre par parties en posant :

ux)=x , u't)=1

v'(t)=em' " v(t)=2em ;

m
dod , Iy=[2xe% ]:-Ufze"’zdx :
72 x2 91
Iy=2me —[4xe ]0,

1‘2_467[/’2

3=2me" + 4,

x(0,5 + 2i) - eO,Sx e 2ix » eO,S

Ja)e X (cos 2x + 1sin 2x),

en utilisant Ia linéarité de I'intégrale on trouve bien :
n

M+iP= Dfe‘(o‘S*z” 3%

b)M +iP= [ 1 ex(0’5+2i) ]'g ’

0,5+2i
o 7(0,5+2i)
M+iP=goo [e =
M+ip%‘5ﬁ [ "®cos 27 +isin2m 1],
_=2 [ m03) __ 8 .m0
P=rs [e —1],P--17 [e 1].
n

4) V=% JZ(Zx - sin 2x)(em -1)dx ,

n

v =IEU" (4x.e’d2— 4x - 2 sin2x. ¥+ 2 sin2x) dx ,

v=%(413-411-2p+212)u.v,

-2 [em_

425 1.

2
v =i @@ 1 24 eV 44) - 4=

V= 14 cm3.
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EXERCICE 1 (10 points)

Un machine fabrique en grande série des tuyaux.

On désigne par L la variable aléatoire qui, & chaque tuyau tiré au hasard dans la production, associe

sa longueur, exprimée en millimétres.

On admet que L suit une loi normale d'écart type constant, égal 4 25, et dont la moyenne m peut étre

modifiée par un réglage de la machine. Un tuyau est défectueux si sa longueur est inférieure ou

égale 3 959 .

Dans tout le probléme, les probabilités demandées seront écrites avec au plus trois chiffres aprés la

virgule.

I- On a régié la machine pour que : m = 1000.

1° Quelle est la probabilité qu'un tuyau, pris au hasard, soit défectueux ?

2 Dans la suite de cette question, on prend 0,05 comme valeur de cette probabilité. On effectue un
contr6le en prélevant périodiquement un lot de 100 tuyaux, extraits de Ia production au hasard.
La production est assez importante pour qu'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage de
100 tuyaux avec remise. Onappelle X la variable aléatoire qui, & chaque lot, associe le nombre
de tuyaux défectueux qu'il contient.

a) Quelle est Ia loi de probabilité suivie par X ? Justifier la réponse. Préciser les paramétres
b) Calculer la probabilité de I'événement suivant : "X =4 "

IT - On admet que I'on peut approcher Ia loi de X par une loi de Poisson.
1° Donner la valeur du parameétre de cette loi.
2 Déterminer selon cette loi ;
a) la probabilité que quatre tuyaux, parmi les cent, soient défectueux.
b) la probabilité que six tuyaux au plus, parmi les cent, soient défectueux.

III - On décide de tester la réalité du réglage de la machine a m = 1000.
On désigne par X la variable aléatoire qui, 4 chaque échantillon de 100 tuyaux prélevés au

hasard, associe la moyenne des longueurs des 100 tuyaux (Iz production est assez importante
pour qu'on puisse assimiler ces prélévements a des tirages de 100 tuyaux avec remise).

I° Quelle est la loi suivie par Ia variable aléatoire X .

2 Construire un test bilatéral, au seuil de 5 % permettant de décider si le réglage est correct,
(on donnera I'hypothése nulle H,, I'hypothése alternative H, et la régle de décision du test ).

3 Utiliser ce test, sachant qu'un échantillon, effectivement prélevé, a donné une longueur
moyenne de 1006.
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EXERCICE 2 (10 points)

L'enregistrement d'un phénomeéne, débuté avant l'instant t = 0, figure sur le graphique donné dans
I'annexe 4 rendre avec la copie. On se propose de prolonger le tracé par l'arc de courbe décrit
lorsque t varie de 0 4 7.

Les trois parties de cette étude, sont dans une large mesure, indépendantes.

I - Soit (E;) I'équation différentielle : 2 x'(t) - x(t) = 0, dans laquelle x désigne une fonction,
définie et dérivable sur [R, de Ia variable réelle t et x' Ia fonction dérivée de x.
I° Résoudre I'équation différentielle (E; ).

2 Déterminer la solution de (E;) vérifiant la condition initiale : x(0) = 1.

II - Soit (Ep) I'équation différentielle : y"(t) - 2 y"(t) + 2 y(t) = sin t - 2 cos t, dans laquelle y
désigne une fonction, définie et deux fois dérivable sur |R, de Ia variable réelle t et y'ety" étant
respectivement les dérivées premiéres et seconde dey.

I° Vérifier que la fonction h définie sur |R par h(t) = sin t est une solution particuliére de
I'équation différentielle (Ey)

2 Résoudre I'équation différentielle (Ep).
¥ Déterminer la solution f de (E,) vérifiant les conditions : f(0)=0et f( g )= 1.

HI - Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormal, d'unités graphiques : 5 cm, on considére la

. ) . = f(t) = t/2
courbe (C) définie par les équations paramétriques { ;( = 2((3) = t:in t

I° Etudier les variations des fonctions f et g pour t variant de 0 4 7 et rassembler les résultats

ol t est un paramétre réel.

obtenus dans un méme tableau.

2 On appelle A le point de (C) de paramétre 0. Ecrire une équation de la tangente 4 (C) au
point A,

3 La courbe (C) est partiellement représentée sur 'annexe i rendre avec la copie.
Prolonger, sur cette feuille, cette représentation par I'arc (C;) de (C) correspondant aux valeurs
de t dans I'intervalle [0, ). Tracer la tangente 4 (C) en A.
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EXERCICE 1
I - 1° L suit la loi normale 4" (1000 ; 25),
la variable aléatoire T %%@
centrée réduite 470, 1)..

P(L € 959) = P(T < - 1,64),

P(L < 959) = 1 — (1,64),

P(L < 959) = 1 - 0,9495,

P(L £ 959) = 0,0505

P(L < 959) = 0,051 a 10-3 pres.

suit la loi normale

2° a) On assimile le prélévement de 100 tuyaux i une
succession de 100 épreuves indépendantes (tirage avec
remise), chacune ayant deux issues : le tuyau est non
défectueux avec la probabilité 0,05; le tuyau est
défectueux avec la probabilité 0,95. La variable aléatoire
X' qui, 4 tout prélevement de 100 tuyaux, associe le
nombre de tuyaux défectueux suit donc la loi binomiale
& (100 ;0,05).

b)P(X =4) = C; 80 (0.05)%095)°
P(X=4)=0,178 & 10 - 3 pres.

II-1° A=np=100x0,05=S5.

2° a) Dans la table du formulaire on trouve :

P(X =4)=0,176.

b) La probabilité d'avoir au plus 6 tuyaux défectueux est :
P(X £ 6) =P(Y = 0)+P(Y = 1)+...uuce...... +P(Y = 6),

A l'aide du formulaire on trouve :

P(X < 6)=0763a 10 -3 pres.

B.1° Sous Hg , X suit la loi normale 4" (1000 ; 25),
X suit la loi normale 4’ (1000 ; % ).
100

La variable aléatoire T r’%

centrée réduite .4(0, 1)

suit la loi normale

P(1000-h < X <1000+ h)= 0,95 équivaut & -
h h
27 (55)-1=085etd m(55) =097,

.3 =196 ,

25 h = 4,9,
Si H,) est vraie on a 95% de chances de prélever un

échantillon aléatoire dont la moyenne appartient a
l'intervalle I = [995,1 ; 1004,9] soit 5% de chance que
cette moyenne soit & l'exténeur de 1.

2° La région critique est I'extérieur de l'intervalle
I=19951 ; 1004)9].
On préléve un échantillon aléatoire, non exhaustif, de

taille 100. On calcule sa moyenne x .
si x €] onaocepteHoetonrejetteHl :
Six ¢ I on accepte Hj et on rejette HO‘

3° Utilisation du test :
x = 1006 ¢ [995,1 ; 1004,9] on rejette Hp. On conclut,
au seuil de risque 5%, que le réglage n'est pas correct.
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EXERCICE 2

I - 1° L'équation (Ep) : 2 x" - x = 0 peut s'écrire
x‘—%x=0qui est de la forme x" + a x = 0, toutes les
solutions sont définies sur R par f(t) =C e~ 3 ou C est
une constante quelconque réelle. Toutes les solutions de
(E1) sont donc définies sur |R par: f(t)=Ce 1/2t,

2° La condition initiale x(0) = 1 donne C = 1 . La solution
particuliére de (E) est alors f(t) = e 172t ,

II - On considére I'équation  (Ep) :

Y"(t)=2y'(t) + 2 y(t) =sint - 2 cos t , dans laquelle ¥y,
désigne une fonction numérique de la variable t définie sur
[0, +o<[.

1° y(t) = sint, y'(t) = cos t, y"(t) =—sin t

y'(t)-2y'(t) +2 y(t) = - sint — 2 cost + 2 sint
Y'®-2y'(t) + 2 y(t) = sint - 2 cost donc y(t) =sin t est
solution particuliére de (Ej)

2° L'équation y "(t) = 2 y '(t) + 2 y(t) = 0 admet pour
équation caractéristique est r2-2r+2=0
A=-4=4i2 I1'y a deux solutions ry=1-i et

1 =1 + i Les solutions de cette équation sont donc
définies dans |R par: y(t)=et(Cj cos t + Cy sint)
ou Cj et C2 sont des nombres réels quelconques.
L'ensemble des solutions de I'équation (Ej) est donc la
somme de la solution particuliére de (Ep) et de l'ensemble
des solutions de I'équation précédente, elle est définie sur |R
par y(t) =sint+et(C1 cos t + C2 sint)

3° La condition y(0) = 0 permet d'écrire C; =0,
La condition y(g) =1 permet d'écrire 1 + Cy eM2=1,

donc C2 =0, Ia solution particuliére cherchée est g telle
que g(t) = sin t,

1
o {Vx=etf2 {f’(t)=5e 2

=mnt g'(t) =cosmt

t 0 2 bl
f't)y o5 + +

ft) P

1

1
g |7 T~
1+ 0 -

en2

| 2'(t)
2° Le coefficient directeur de la tangente au point A de
£'(0) .
coordonnées (1, 0) esta = a4 =2 ; une équation de

f'(0)°
cette tangente est donc y =2 x - 2,
3° L'arc C de C correspondant aux valeurs de l'intervalle

[0, ] ainsi que la tangente en A sont tracés en pointillé
page 90.
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Etude et Economie de la construction 1990

ETUDE ET ECONOMIE DE LA CONSTRUCTION

Session 1990

EXERCICE 1

Un chantier nécessite I'exécution de trois tiches consécutives : &B.C.
Soit Xa, XB, Xc les variables aléatoires qui a chaque type de tiche, associent le nombre de jours

nécessaires pour les réaliser.
En relevant sur une longue période les durées nécessaires pour réaliser les tiches A, B,C,un

gestionnaire a établi que les lois de probabilités étaient :

Pour X, .
durée en jours x; 3 4
P( XA =x;) 0,6 04
Pour Xg:
durée en jours x; 8 9 10 11
P( Xg = xj) 0,1 0,3 04 0,2
Pour X :
durée en jours x; 4 5 6
P(Xg=x;) 0,3 0,6 0,1

1. Calculer I'espérance mathématique de chacune des variables aléatoires Xa, XB, Xc. Que

représentent chacune de ces espérances ?

2. Calculer I'écart type de chacune des variables aléatoires X 4, Xg, Xc,

3. On définit alors une variable aléatoire X qui, 4 un chantier comportant la réalisation successive

des tiches A, B, C, associe le nombre de jours nécessaires pour le réaliser.

Ondit que X =X4 + Xp+ Xc et on admet que I'espérance mathématique de X est :
E(X) = E(XA) + E(Xp) + E(Xc) .

a) Déterminer E(X) . Que représente E(X) ?

b) Déterminer la valeur minimale, la valeur maximale prise par X.

4. On suppose les trois tiches indépendantes entre elles.

Calculer les probabilités des événements suivants :

a) Le chantier dure 21 jours;

b) Le chantier dure 20 jours.
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EXERCICE 2

I

A+ Dans cette question, on se propose de résoudre 1’équation différentielle

Ep: 1xX0)2x()=0

dans laquelle x désigne une fonction de la variable réelle ¢ , définie et dérivable sur J0,+oo, et x’ Ia
fonction dérivée de x.

1. Déterminer une primitive sur I'intervalle ]0,+e=[ de la fonction f définie pour ¢ > 0 par:
f(t)= %

2. Résoudre I'équation différentielle (Ep).

3. Déterminer la solution de (E 1) Vérifiant la condition initiale x(1)=1.

B Dans cette question, on se propose de résoudre I'équation différentielle
Ep: ¥ ())-2y'() + Sy() =5 €.
dans laquelle y désigne une fonction de la variable réelle 7, définie et dérivable sur R, y’ et y”

respectivement les fonctions dérivées premiére et seconde de y.
1. Montrer qu’il existe une solution particuliére Yo de I'équation différentielle (E,) de la forme

Yo =k e” otk désigne une constante réelle.
2. Résoudre I'équation différentielle E,).

I
3. Déterminer la solution particuliére de (E,) vérifiant les conditions initiales y(0) = 1 et y&] =e?,

II
Soient f et g les fonctions définies pour tout nombre réel ¢ de I'intervalle [0, 1] par :
fin=12 et g(t)=€”.

Dans un plan muni d’un repére orthogonal (O ;T ,T), d’unités graphiques 5 cm sur I'axe (O ;T)

et | cm sur P'axe (O ;T), soit B la courbe définie par les équations paramétriques :

x =1(1)
y =g
t€0,1]

1. Etudier les variations des fonctions f et g et rassembler les résultats dans un méme tableau,
2. Déterminer Ia tangente 4 la courbe € au point A d’abscisse nulle,

3. Construire la courbe & .
4. Donner une équation cartésienne de la courbe 6 .
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Exercice 1

L. L'espérance mathématique d'une variable aléatoire

discréte prenant n valeurs x; est E(X) = ixiP(Xqi) ;
i=]
on obtient donc : E(XA)=3x 0,6 + 4 x 0.4
E(Xp)=3,4.
EXXB)=8x0,1 +9x0,3+10x04 + 11 x 02
E(XB)=9,7.
EXc)=4x03+5x06+6x0,
E(Xc)=4.8.
E(XA), E(XB), E(XC) représentent les temps moyens
respectifs de réalisation des tiches A, B, C sur un
grand nombre de chantiers.

2. La variance d'une variable aléatoire discréte est
VX) =EX3) - BX)2,

et I'écart type est a(X) = '\’V(—X)

V(XA) =9 % 0,6+ 16 x 0,4 - (3,4)°

V(Xa) =024, o(Xa) =0,49.

V(XB) =64 x 0,1 +81 x 03 +100 x 04 +121 x 02
072 , V(Xp) =081, o(Xp) = 09.
V(XC)=16x 0.3 +25 x 0,6 + 36 x 0,1 - (4,8)
V(Xc) =0,36, a(Xc) = 0,6.

3 a) On admet que l'espérance mathématique de X est :
E(X)=E(Xa) + E(Xp) + E(XC) donc
E(X)=34+97+48 , EX)=179.

E(X) = 17,9 » 18 jours, représente le temps moyen de
réalisation d'un chantier si I'on effectuait un grand
nombre de chantiers.

b) Les valeurs prises par X sont :

3+8+4 =15; 3+8+5 =16; 3+8+6 =17, 3+9+4 =16;
3+9+5 = 17; 349+6 =18; efc........

La valeur maximale prise par X est la somme des
valeurs maximales prises par X A, X B, XC c'est & dire
4+11+6 =21.

La valeur minimale prise par X est la somme des
valeurs minimales prises par XA, XB, X c'est & dire
348+4 =15.
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4. a) Les variables aléatoires X4, XB et X sont
indépendantes, X prend la valeur 21 uniquement dans le
cas ol XA prend la valeur 4, Xg prend la valeur 11
X prend la valeur 6.

P(X=21)=P(X p=4 et Xp=11 et X(=5)

P(X=21) =P(Xp=4)x P(Xg=11)x PXc=6)
P(X=21)=04x02x0,1, P(X=21) = 0,008.

b) La variable aléatoire X prend la valeur 20 lorsque :
XA=3 et Xp=11 et Xc=6, ou Xp=4 et Xp=10et
Xc=6,0u Xp=4 et Xp=11 et XC=5.

Ces trois événements étant incompatibles, on obtient :
PX = 20) = P[(XA=3) et (Xp=11) et (Xc=6)] +
P[(XA=4) et (XB=10) et (XC=6)] + P[(Xp=4) et

(Xp=11) et (XC=5)] .
P(X=20) = [P(XA=3) x P(Xp=11) x P(X(=6)] +
[P(X =4) x P(XB=10) x P(XC=6)] + [P(X p=4)
x P(Xp=11) x P(X(=5)).

P(X=20) =0,6%0,2x0,1 + 0,4x0,4x0,1 + 0,4x0,2x0,6
P(X=20) = 0,012 + 0,016 + 0,048; P(X=20) = 0,076.

Exercice 2
I A- 1. Une primitive sur |'intervalle J0,+c2] de la
fonction f définie pour r >0 par:  f(r)= %

est la fonction définie sur ]0,+00[ par F(f) = ZEm ;

2. L’équation (E), pour # appartenant a ]0,+oo[, est
équivalente & : x'(f) - % x(1)=0.

C'est une équation différentielle linéaire du premier

ordre. On sait que la solution générale de I'équation
Af1)

x'(f) +a(O)x(r) =0 est définie par x(f) = Ce‘ ,oll A

est une primitive de la fonction a, et C est une

constante réelle arbitraire.
On en déduit que la solution générale de I'équation (EI)
: 2fn(r)
est définie pour tout 1 >0 par : x(7) = Ce
2
En(t ) 2 .

x(t) = Ce i x(f) = Ct “, ol C est une
constante réelle quelconque.

3. La condition initiale x(1) = 1 implque C=1, Ia
solution cherchée est donc définie sur 0,+0o( par:

X =Ct 2
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B+ 1. Pour tout nombre réel ¢, on a yo(t) =k ezr. Les
fonctions dérivées premiére et seconde de la fonction
Y sont définies sur R respectivement par :

yo’(!) =2k ezzet yo“(t) =4k em.

Le report dans I'équation différentielle (E,) donne :
dke”-2x2k e s skt =5 ¥

soit 5k e2r =35 821 et puisque quel que soit le nombre

réel ¢, e?'tz 0, on obtient k = 1.
La fonction définie sur R par Yo = ¢’ est solution

de I'équation différentielle (Ez).

2. L'équation (Ez) est une équation différentielle

linéaire du second ordre i coefficients constants.
L’équation sans second membre associée i (E2)' soit
Y0 - 2y°(1) + 5y(n) = 0,

admet pour équation caractéristique r2- 2r+5=0.

Le discriminant de cette équation est : A = (4i)2.

Les solutions de I'équation caractéristique sont les

nombres complexes conjugués r=1-2iet T5=1 +2i.

La solution générale de I'équation sans second membre
associée a (EZ) est alors définie pour tout nombre réel

t par: y(t):e'(AcosZ:+Bsin?J),oDAetB

sont des constantes réelles arbitraires.
La solution générale de I’équation (Ez) est la somme

d’une solution particuliére de cette équation et de la

solution générale de 1'équation sans second membre
associée. La solution générale de 1’équation (EZ) est

définie sur R par: y(1) = cm v (A cos 21 + Bsin 2)
ou A et B sont des constantes réelles arbitraires.

3. La condition y(0)=! est équiva,l:ente a 1+A =1,d'ot

. n 2 2 . N
A =0. La condition y(§) = e® est équivalente 2
n I n E
2 +

e” + e‘ x B=e2 , dodB=e
La solution particuliére de (Ez) vérifiant les conditions

g &
initiales y(0)=1 et y(4) =e? est définie sur R par:
1

2t b~
yi)=e +e sin 2¢ .
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IT - 1. Pour tout nombre réel r de I'intervalle [0,1] les
fonctions définies par f(r) = ¢ 3 et g(f) = e2‘r sont
dérivables, £ (1) = 2¢ et g'(5) = 267 Les dérivées do f
ct g sont positives sur l'intervalle [0,1], d’ou le

tableau de vanation :

t 0 1
f' {0 + 2
1

f /
0

g e?
I/

g' 2 + 2e?

Le point A d'abscisse nulle de la courbe 6" a pour

coordonnées (0,1). Un vecteur directeur de la tangente &
- - =

la courbe € estf(0) i +g'(0) j =2 j . La courbe

¢ admet une demi-tangente verticale en A(0,1).

2. Construction de la courbe ¥ .

Ty

e

1% |

-+ 'x

‘i—z"

3. Recherche d'une équation cartésienne de la courbe
% . La fonction f est continue et strictement
croissante sur 'intervalle [0,1], elle réalise une
bijection de cet intervalle sur lui-méme. On en déduit
que lorsque le paramétre ¢ décrit I'intervalle {0,1], x
décrit ce méme intervalle, et ¢ = 'J; . On en déduit
qu'une équation cartésienne de la courbe € est

g s €l
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EXERCICE 1 (11 points)
Les contriles de fabrication de parpaings effectués dans les parties 1, II et 11l sont indépendants.

I - Contrdle usine :
Dans une usine de fabrication de parpaings, on veut contrdler la conformité des dimensions de ces

parpaings. Pour cela, on mesure la longueur de 200 parpaings d’un échantillon pris au hasard et on
reporte les résultats dans les tableaux suivants :

Longueur en cm 49 4 49,5 49,6 49,7 49,8 49,9 50,0
Effectif 2 1 6 14 23 34 39
Longueur en cm 50,1 50,2 50,3 50,4 50,5 50,6 50,7
Effectif 36 25 11 4 2 1 2

1° Déterminer 4 10"2 prés la moyenne et I'écart type de cette série statistique.

2° Pour que les dimensions soient conformes, la longueur de chaque parpaing doit appartenir
I'intervalle [49,5 ; 50,5] . Calculer le pourcentage de parpaings défectueux parmi les 200 éléments
prélevés.

IT - Contréle livraison :

On admet que la probabilité qu’un parpaing soit défectueux 3 la livraison sur le chantier (cotes hors
tolérances, casse en cours de manutention, efc...) est de 0,03.

Les parpaings sont livrés par palettes de 50, on se place dans le cas d’un tirage avec remise et on
appelle X la variable aléatoire associant & chaque palette le nombre de parpaings défectueux.

Une de ces palettes est examinée, calculer & 10'2 prés par excés la probabilité de chacun des
événements E; etEy suivants :

E; : Ia palette ne comporte aucun parpaing défectueux,

E; : Ia palette contient au moins deux parpaings défectueux.

III - Contrdle selon la norme NF :

On appelle L la variable aléatoire qui & chaque parpaing associe sa longueur en centimétres.
On précise de plus que :

- L suit en théorie une loi normale de moyenne 50 et d’écart type 0,22.

- Un parpaing sera déclaré de dimension incorrecte si sa longueur n'appartient pas i I'intervalle

[49,5 ; 50,5].

A) On préléve un parpaing au hasard. Calculer la probabilité de chacun des événements FietF,
suivants ; - Fy : le parpaing est de dimension correcte
- F2 : le parpaing est de dimension incorrecte.
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B) La norme NF P 14-304 annexe 1 précise que le contrdle de la livraison d’une quantité
importante de parpaings possédant le label NF peut-étre effectué de la fagon suivante : le controle
portera sur 5000 parpaings au plus, provenant d’une méme fabrication. L’acquéreur effectue un
premier prélévement, au hasard, de 8 parpaings (tirage avec remise). Si le nombre des défectueux
parmi les 8 prélevés est au moins égal 4 3, alors la livraison est déclarée non conforme et refusée par
PPacheteur. On désigne par Z la variable aléatoire qui associe a tout prélévement le nombre de
parpaings défectueux.

On suppose que le contrdle ne concerne que la longueur des parpaings. (Il n'y a ni casse, ni défaut
d’aspect, etc...). En utilisant les résultats trouvés au III A) , montrer que Z suit une loi binomiale
dont on déterminera les paramétres, quelle est alors la probabilité que la livraison soit refusée apras
ce premier prélévement ?

EXERCICE 2 (9 points)

La figure ci-dessous schématise 1'un des deux cotés verticaux d’un pont suspendu. Les filins
verticaux tels que HH’ sont réguliérement espacés les uns des autres. Il n’y a pas de filin en AB ni
en A’B’. La longueur de AA’ est de 360 métres.

s Eﬂ 4V B ™)

P’ A

O

v
W T

On se propose de représenter avec précision I'arc B’KB et d’exploiter cette représentation, On
admet que, dans le repére orthonormal d’axes x'Ox et y’Oy dans lequel le point A a pour

coordonnées (180, 0), I'arc B’KB est représenté par 1’arc de courbe C d’ écLuanon Y= f(x), ou f est
41

la fonction définie sur I'intervalle I = [- 180,180], par:  f(x) = 2ch —e Tve
L. 1. Etudier la parité de la fonction f, en déduire une conséquence graphique.

2. Etudier la fonction f et tracer I’arc de courbe C, (unité graphique : 1 m est représenté par
1/20 cm).

I1. 1. Quelle est la hauteur de Ia tour AB ?
2. Résistance au vent : pour conserver une marge de sécurité, on considére que Ia surface exposée &
I"action du vent est égale au dixiéme de la surface plane, pleine et fermée A’B'’KBA. Calculer, en
meétres carrés, 'aire de la surface exposée au vent.
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EXERCICE 1

I -1° On trouve & la calculatrice pour cette série
statistique une moyenne de 50,00 cm et un écart
type de 0,22 cm 4 10° 2 prés.

90
longueur en dehors de I'intervalle [49,5 ; 50,5]. Le

Parmi les 200 éléments prélevés 5 ont leur

pourcentage d'éléments défectueux est donc % x100,

soit 2,25 % éléments sont défectueux parmi les 200.

Il - Le nombre de parpaings sur une palette est
négligeable par rapport i la production de I'usine donc
le prélévement d’une palette peut étre assimilé & un
tirage non exhaustif. A chaque tirage d’un parpaing il
y a deux issues : le parpaing est défectueux avec une
probabilité p = 0,03 ou le parpaing n’est pas
défectueux avec une probabilité q = 0,97.

La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale
% (n,p) avec n = 50 et p=0,03.

P(E) = P(X = 0) = Cay (0,03)%(0,97)50,

P(Ej) =~ 0,218.  P(E1)=0,224 102 prés.
PE)=P(X22)=1-[P(X=0)+PX =1)],
P(Ep)=1-[0218 +CJ (0,03)097% ],

P(Ep) =1-0,218 - 0,3377,

P(Ep) = 0,4447. P(Ep)=0,44 410" 2 pres.

Il - A) La variable aléatoire L suit la loi normale de
moyenne m = 50 et d’écart type 0,22 donc
P(F1) = P( 49,5 < X < 50,5 ) peut étre calculé en

L-50

utilisant la variable aléatoire T = qui suit la

L]

Ioi normale 4 (0, 1).

0,5 0,5
P(F1)=P-2=-<T< ),
F) (0,22 0,22)

=P(-227<T<227),
=2m(2,27) -1.
A I'aide de la table de Gauss on obtient :
P(F1)=2 x 0,9885 - | P(F1) = 0,977.
P(F2)=1-P(F)) P(E2) = 0,023.
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B) On suppose le prélévement des parpaings avec
remise, les prélévements sont indépendants,

Pour chaque parpaing prélevé il y a deux
éventualités : étre défectueux avec la probabilité 0,023
ou ne pas étre défectueux avec la probabilité 0,977.

La variable aléatoire Z qui, & chaque prélévement de 8
parpaings, associe le nombre de parpaings défectueux
suit donc la loi binomiale % (n,p) de paramétres
n=8 et p=0,023.

La livraison est refusée si le nombre de parpaings
défectueux est au moins égal 4 3, la probabilté de cet
événement est donc

P(Z 23)=1-[P(Z=0) + P(Z=1) + P(Z=2)],
PZ23)=1 [C%0,023%0,977)® + ck0,023)
0977+ cX0,0230,977)),
P(Z23)=1-0999375. P(Z2>3)*=625.10"4
EXERCICE 2

L. 1. Pour tout nombre réel x de [-180,18}?],

- X appartient 4 [-180,180] et f(-x)=e “

f-x)=e !

+ e

+ eIu = f(x).

La fonction f est paire, par suite, sa courbe
représentative C est symétrique par rapport i 1’axe des
ordonnées y’y.

2. La fonction f est paire, on étudie la restriction de f
a I'intervalle [0,180).
Pour tout nombre réel x de [0,180], f est dérivable et

X L& X 2x
1 #1 1 41 1 41 41
f'x)=—e "-—e , f'x)=—¢ e -1].
(x) 41 41 ) 4] . [ ]
Pour tout nombre régl x de [0,180], e + > 0, donc
X

f'(x) a le signe de e41 -1

L'inéquation f '(x) 2 0 équivaut successivement 4 ;

o
L

e

o1 Zu.
a1

x20.
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Tableau de vanation de f:

X 0 180
f 0 +
180
f 2¢h 41
2 /

Pour la construction de C, on a : f(180) ~ 80,67.

180

IL 1. La hauteur de la tour AB est f(180) =2ch -, AB ~ 80,67 matres.

41’

2. La fonction f est positive, on en déduit que 'aire de la surface A’B'KBA est :

180

K- =J f(x) dx, et puisque la fonction f est paire,ona & =2 j f(x) dx.

180
-180
180 X X
v E A
0
o 2[ X 5]180
. = 1 -
st are ¥
180 180

N+ =82(e“~e 1).

0

Puisque la surface exposée & I'action du vent est égale au dixieme de la surface plane, pleine et fermée A’B’KBA,
I'aire de la surface exposée au vent, en métres carrés, est .5 -

—
o
I

8 8

& =32 e Ny

o

P~ 661,51 m2.
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Exercice 1 (7 points)

I° Une entreprise de travaux publics a un parc total de 150 camions.
On désigne par X la variable aléatoire qui associe 4 chaque camion la distance qu'il a parcourue
dans une journée. (Les distances sont mesurées en kilométres).
Une étude statistique a montré que cette variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne 120
et d'écart type 14.
Déterminer la probabilité qu'un camion parcourre un jour donné une distance comprise entre 110
et 130 kilométres.

2° Aprés avoir parcouru un certain kilométrage, chaque camion est immobilisé pour une révision
d'une journée. On a établi que la probabilité qu'un camion soit immobilisé une journée est
p=0,015. Les camions sont immobilisés indépendamment les uns des autres,
On désigne par Y la variable aléatoire qui associe 4 I'ensemble des 150 camions le nombre de
camions immobilisés un jour donné.
La variable aléatoire Y suit une loi binomiale.

a)  Déterminer les parameétres de Ia loi suivie par la variable aléatoire Y.

b)  Calculer la probabilité davoir trois camions immobilisés le méme jour,
En donner une valeur approchée 4 10- 3 prés.

¢)  Sion considére un trés grand nombre de journées, en moyenne combieny - a - t - il de
camions immobilisés le méme jour ?
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Exercice 2 (13 points)
I
@ et @ sont des fonctions numériques définies et deux fois dérivables sur R, qui vérifient

respectivement les équations différentielles :
Ei:ip"=-9' Ey:y"=-p'-10
1° Donner la solution générale de E;. Déterminer une solution particuliére de Ep, puis la solution
générale de E;.
2 Déterminer la solution de I'équation E; qui vérifie les conditions suivantes:
{ ®(0) =0
¢ '(0)=10
3 Déterminer la solution de I'équation E; qui vérifie les conditions suivantes:
{ ¥(0) =0
» '(0) =20
Il
Le plan est rapporté 4 un repére orthogonal (O, T,T) (unités graphiques : 2 cm sur l'axe des
abscisses et | cm sur I'axe des ordonnées).
On considére la courbe (C) déterminée pour t € [0,+o<[ par les équations paramétriques :

{x(t)=10-IOe‘t
y(1) =30-30e-t-101

I° Déterminer les limites des fonctions x et y lorsque t tend vers + et donner l'asymptote a la
courbe (C).

Calculer x(0) et y(0).

Etudier les variations de x en fonction de t, pour t € [0 ; + o9].

Etudier les variations de y en fonction de t, pour t € [0 ; + o[ . Ecrire dans un méme tableau les

variations de x etde y lorsquet € [0 ; + o[.

“@ N

4 Construire la courbe (C) dans le repére (O, T T)
Préciser la tangente au point de coordonnées x(0), y(0).
5 Déterminer & 10~ 2 prés les coordonnées du point de la courbe (C) oi la tangente est paralléle a

l'axe des abscisses.
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Corrigé
EXERCICE 1
1° La variable aléatoire X suit la loi normale
A47(120, 14), la variable aléatoire T = X]'4120 suit
la loi normale 4" (0, 1) .
P(110<X < 130)=P(-E<T<m)

- 147 147"

P(110 < X < 130) = 271(0,714) - 1 ,
P(110 < X < 130)» 2 x 0,763 - 1 d'on
P(110 < X €130) = 0,53 .

2° Les camions sont immobilisés indépendamment
les uns des autres. Soit Y la variable aléatoire qui
associe 4 150 camions le nombre de camions
immobilisés un jour donné. La probabiliié qu'un
camion soit immobilisé un jour donné est p = 0,015.
Par hypothése Y suit une loi binomiale.

a) Les paramétres de cette loi sont n = 150 et

p =0,015.

b)P(Y =3)=C 3y (0,015)% x (0,085)147

3 _ 150 x 149 x 148
Cis0 = 6 :

4
0,985147 = 0,983 x (0,9836) |
P(Y =3)=0,2024 10 - 3 pres.

Remarque .
Si on approche la loi binomiale <% (150 ; 0,015)
par Ia loi de Poisson de paramétre A=nxp, A=

-2,25 3
225, P(Y = 3) =—e—3:g§ ,

P(Y =3)=0,2002 10~ 3 pres
(résultat différent 2 10 - 3 pres).

c) E(Y) représente le nombre moyen de camions
immobilisés, le méme jour, si l'étude est faite sur un

trés grand nombre de jours, soit E(Y) = 2,25 jours.
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EXERCICE 2

[-1°Ej:@"=-9@" équivauta @" +¢'=0.
L'équation caractéristiqueest: r2+1 =0 clesta
die r(r+1)=0.

L'équation caractéristique admet - 1 et 0 comme
solutions. Toutes les solutions de I'équation
différentielle sont donc définies par :

P(x) =C; +C2e~ % o0 Cypet C2 sont des

constantes réelles quelconques.

E2:p"=-¢'-10 ou p"+yp'=-10,
I'équation sans second membre p " + y ' = 0 est

I'équation E; elle admet donc le méme ensemble de

solutions.

Cherchons une solution particuliére définie sous la
forme h(x) =ax +b , h'(x)=a , h"(x) =0, si hest
solution de Ey alorsO+a=-10, a=- 10.

Donc la fonction h telle que h(x) = - 10 x , est
solution particuliére de E;.

La solution générale de 1’équation différentielle linéaire
du second ordre E; est la somme d'une solution
particuliére de Ej et de la solution générale de
I'équation sans second membre associée, soit :
P(x)=-10x+Cy1 +Coe~ X%, o0 Cjet Cp sont

des constantes réelles quelconques.

2°9(x)=C1+Coe~*, @x)=-Cre~% |,

(p(O):O C1+C2=0
9'(0)=10 donc {—C2=10 ;

Ci1=10, Co=-10, ox)=10-10e—X.

Fpx)=-10x+Cy +Cope~X,

p'(x)=-10 -Cye~% ,

p(0)=0 Ci+Cy=0
pi0)=20 9% L 10-Ccyp=20

C1=30,C2=-30, y(x)=-10x+30-30e~X .
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e 18 {x(!):lO-lOe't
y(t)=30-30e-t-10t¢

lim e'=0, donc lLim

t— +oo t— +o0

x(t) =10, la droite

d'équation x = 10 est asymptote 2 la courbe (C).

lim  yit)= lim -10t=-oo,

t— +o0 t— 400

x0)=0, y0)=0.

x'(t)=10e-t

2 ') =30e-t-10

x'(t) >0, donc x est croissante sur [0 ; + oof
3 y't)=103et-1)>0pouret<3,

donc pourt>In 3, y est croissante sur [3 ; + oof et
pourt <1 3y est décroissante sur |0 ; 3].

t 0 In3 +o0
x'®f 10 ¥
ywl20 — o +

10

20-10In3
70 o SN

102

Le coefficient directeur de la tangente & (C) au point de
coordonnées (x(t) , y(t)) est m -—JT(Q

x'(t)
-10+30e-1 t
mT ,m=3-et .

Le coefficient directeur de la tangente 4 (C) au point de
coordonnées (x(0) , y(0)) est m =2, une équation de
la tangente estalors : y =2 x .

5° Une tangente 2 (C) est paralléle & x 'Ox si et
seulement si le coefficient directeur de cette tangente
est nul, donc si et seulement sim=0, 3-etl=0,

t=1In 3.
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EXERCICE 1 (6 points)

L'objectif du probléme est de comparer deux procédés de fabrication de piéces en série.

Une usine fabrique un trés grand nombre de piéces en série. On note X la variable aléatoire qui, &
chaque piéce tirée au hasard dans la production, associe sa longueur. Cette longueur est exprimée
en centimétres. Une picce est jugée acceptable si sa longueur est dans l'intervalle [19,5 ; 20,5].

1° Dans le premier procédé, cette variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne m = 20 et
d'écart type o = 0,30.

a) Quelle est la probabilité p qu'une piéce soit acceptable ?

b) Si le coiit de fabrication d'une piéce est noté f, montrer que le prix de revient d'une piéce
acceptable est ;—5 . Quel est le prix de revient d'une piéce acceptable si le cofit de fabrication d'une

piéce est 2,90 Francs ? (On peut Supposer, avec une bonne approximation, que sur N piéces
fabriquées, le nombre de pigces acceptables est donné par pN pourvu que N soit suffisamment
grand, ce qui est le cas dans le probléme).

2° Dans le second procédé, la variable aléatoire Y qui, & chaque piéce tirée au hasard dans la
production, associe sa longueur, suit la loi normale de moyenne m = 20 et d'écart type ¢ = 0,25.

Dans ce cas, le cofit de fabrication d'une piéce est 3 Francs.
a) Quelle est la probabilité p' qu'une piéce soit acceptable ?

b) Ce deuxiéme procédé est-il plus rentable que le premier ?
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EXERCICE 2 (14 points)
)

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O ; 1. ,T) (unité graphique 4 cm).
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 , +oo par f(x)=2e%yx .

1° Calculer £(0) .
2° a)) Déterminer . l_i{rlmf(x) .

b) Etudier les variations de la fonction f .

3° Construire dans le repére (O T ,T) la représentation graphique C de la fonction f. Préciser la
tangente 4 la courbe C au point d'abscisse 0.

i

On considére le solide de révolution engendré par Ia rotation autour de I'axe d'abscisses, de la
courbe C, définie 4 la question 3 du paragraphe I.

On désigne par :

S(x) T'aire de la section de ce solide plan P perpendiculaire 4 I'axe des abscisses et passant par le
point M de C d'abscisse x.

V() le volume de la partie du solide limitée par le plan P et le plan Py paralléle 4 P et passant par le
point d'abscisse 0.

S(x) et V(x) sont exprimés en unités d'aire et en unités de volume.

1° Montrer que I'on a S(x) = 4 7 x e — 2%, Déterminer la valeur pour laquelle S(x) est maximale.

Donner une valeur approchée de ce maximum & 10 -2 prés.
X

On rappelle que : V(x) =J S(t) dt.
0
Montrer que V(x)=n[ 1- (2 x + 1)e 2% ], ( On pourra utiliser une intégration par parties).

2° Déterminer la limite de V(x) quand x tend vers + o,
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EXERCICE 1 EXERCICE 2
1° a) La variable aléatoire X suit la loi normale I- fest définie sur I'intervalle [0, +0o[ par
A0 03), fx)=2e XV .
On cherche P(19,5 < X < 20,5), en utilisant la °fl0)=0.
variable aléatoire T = )(()'320 qui suit la loi normale . lim e* =+, im x_a =0,

' " x—++400 x @ x—+00 g X
centrée réduite .#7(0 ; 1) on obtient : IIT x05¢ =X = =0, donc lim fx)=0

X—++00

P(19,5 € X € 20,5) = (- 05<T<03)

P(19,5 <X £20,5)~ P(- 1,666 6< T < 1,6666) ,
P(19,5 <X <£20,5) = 21(1,6666) - 1 ;

La table du formulaire donne m(1,66) = 0,9515 et
(1,67) = 0,9525, par interpolation linéaire on obtient
P(19,5<X <205)~2x09522- 1 )
P(19,5 < X £20,5)=0,9044 3 10 -4 pres .

b) Le cotit de fabrication d'une piéce est noté f, Dans
un lot de N pieces fabriquées dont le codt de
fabrication est donc Nf, Np seulement d'entre-elles

sont utilisables ; il en résulte que le prix de revient de

fabrication est . =d 5
Np p
si f=290 et p=0,9044 alors [e prix de revient de
fabrication est : Ly 200 £y 3,20 .
P 0,9044 ! ’

2° a) La variable aléatoire Y suit la loj normale

f'x)=-2¢ x\/—+2e“x —
A

-x
f'my= &= (-=2x + 1), pour tout x de [0, +oo]
vk

-X
;—/. >0, f'(x)est donc du signe de (- 2x + 1) dod
X

le tableau de variation :
x |0 0,5 +00
f'(x) o 0 +
f(0,5)
fix) 0 / \ 0

f admet un maximum pour x = 0,5,

f05)=2V2 ¢ - 05,
De lir% f'(x) = +°° on déduit que la courbe C admet
x—.

une demi-tangente verticale au point d'abscisse 0 .
¥

#4720 ; 0,25). On cherche P(19,5 < Y < 20 ,5), en

utilisant la variable aléatoire T = : 252 qui suit la

loi normale centrée réduite J" (0 Don obtient

P(19,5< Y < 205) = P('ozss“o_é?)
P(19,5 <Y € 20,5)% P(- 2¢ T < 2) e e _‘_
—

P(19,5 < Y £ 20,5) = 21(2) -1, .y
Pe2x09772-1, p'=09544 . ™ -

f__3 f / M

<= ,  —=31433 . -

p 09544 P M~
b) Tws1a3s, fag Lo pr

P P PP 1 L

Le deuxiéme procédé est donc plus rentable que le

premier .
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-
1° 8(x) est l'aire d'un disque de rayon MH (voir figure).
S(x)=7MH2, S(x) =7 y2, Sx)= 1 (2e*Vx )2,
S(x)= 4mx e —2X i

S'(x)= 41 (-2xe 2K+ 2K

S'(x)= dme 2% (1-2x).

S '(x) a méme signe que 1 - 2x, S(x) admet donc un
maximum pour x =% ,
il comrespond au maximum de f(x).
Le maximum de S(x) est

80,5 =2me-! .

5(0,5) =2,31 .

z

X

On rappelle que : V(x) = J S(t)dt.

0
X
V(x)=4r It e 2t gt ,
0
Intégrons par parties.
Pour tout réel t de [0, x] on pose
u(t) =t . vit)=e 2t ,
o2
done u'(ty=1 , vit) = - 7
X
-2t
te x 1
=4n([————1 += -2t
V(x) = 4n([ 5 0¥ 2 fe d ) ,
0
-2t
Vo =2m (-xe 2+ [ ]) :
Vix)= -2mxe 2X —ge 2X4q .

Vx)=mn(l-(2x+1)e2x ),

3° Pour tout nombre réel x ,

S9x _ 2x +1

(2x+1e x_e—"-e"
1 2x 1
=—('—+_‘)
eX eX X

T T S
xl—lpTooeX_o’ xI—I»TmeX-O‘
on en déduit :

lim (2x+1)e-2=0 , lim V(x)=m .
X=++00

X—+400
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EXERCICE 1 (8 points)

On étudie une production de piéces en grande série.
I - On désigne par X une variable aléatoire qui suit la loi normale de moyenne m = 400,
d'écart type ¢ = 0,16.

1° Calculer P(399,90 < X < 400,20).

2° Determiner le nombre réel a tel que P(400-a <X <400 + a)=0,92.

II - Une étude a montré que le pourcentage de piéces défectueuses dans la production était de 8 % :
on prendra 0,08 comme probabilité qu'une piéce prise au hasard dans la production soit
défectueuse. On contréle des échantillons de 50 piéces et on appelle Y la variable aléatoire qui,
tout échantillon de 50 piéces, associe le nombre de piéces défectueuses de cet échantillon,

1° On admet que Ia variable aléatoire Y suit une loj binomiale ; préciser les parameétres.
Calculer P(Y =4) , P(Y < 3).

2° On approche 1a loi binomiale suivie par Y par une loi de Poisson. Trouver son paramétre et
calculer ensuite des approximations de P(Y=4)etP(Y <3).

I - On rappelle que le pourcentage de piéces défectueuses dans Ia production est de § %. On met
en place un contrdle de fabrication pour les repérer. Si un défaut est détecté, Ia piéce est rejetée.
Dans les autres cas, elle est acceptée.
Sachant que 10% des pigces défectueuses échappent au contrle, calculer les probabilités des
événements suivants :

A : "une piéce, tirée au hasard dans la production, est rejetée"

B : "une piéce, tirée au hasard dans la production, est acceptée"

C : "une piéce, tirée au hasard dans Ia production, est défectueuse et

acceptée”.
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EXERCICE 2 (12 points)

I - Résolution d'une équation différentielle :

On considére I'équation différentielle  y " +2 y'+17y=0

ol y est une fonction de Ia variable réelle x définie et deux fois dérivable sur R.

1° Résoudre cette équation différentielle. .

2° Déterminer la solution f qui vérifie les conditions initiales f0)=1etf'0)=-1.

IT - Développement limité de f au voisinage de 0.

1° Donner les développements limités & I'ordre 2 au voisinage de zéro des fonctions :
a) X—eg~X ,

b) X = cos (4x)

C) X —e~Xcos (4x) .

2° En utilisant le développement Limité de f, calculer une valeur approchée de £(0,1). Comparer avec
Ia valeur donnée par votre calculatrice. Quelle est Ia pécision obtenue avec le développement limité ?

3° Soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal (O T ,T ).

Donner une équation de la tangente (D) 4 la courbe (C) au point d'abscisse zéro. Etudier, au
voisinage de ce point, la position relative de la courbe (C) et de la droite (D).

On ne demande pas de tracer la courbe (C).

III - Calcul d'une intégrale
Déterminer les réels a et b pour que la fonction F définie sur |R par
F(x) = e —* [a cos (4x) + b sin (4x)]
soit une primitive de la fonction f définie par f(x) = e - * cos (4x).
T

En déduire la valeur de I'intégrale I = fe ~ X cos (4x) dx.
0
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EXERCICE 1
I-1° La variable aléatoire X suit la loi normale

A" (400 ; 0,16), la variable aléatoire T r%%

suit Ia loi normale centrée réduite _4(0; 1) .

P(399.90 < X < 400,20) = P(- 210 ¢ 7 ¢ 020,

016 " ° 0,16
P(399,90 < X < 400,20) =(1,25) + m(0,625) - 1,
P(399,90< X < 400,20) = 0,8944 + 0,7340 - 1,
P(399,90 < X < 400,20) = 0,6284.

2° P(400 -a <X <400 +2a)=092 équivaut 3

P(-mSTSOl())—OSQ 21[(016)—1—092

0,96 & 1,75 a=0,28.

5160 =9%,  gig :
I - 1° On est donc en présence d'une succession de 50
épreuves indépendantes, chacune ayant deux issues
piéce défectueuse avec une probabilité constante 0,08
ou non défectueuse avec la probabilité 0,92.

Y suit la loi binomiale % (50 ; 0,08).

P(Y =4)= cd0,08)%0,92)%

P(Y =4)~0,2036 2 10~ 4 pres.

P(Y<3)= P(Y 0)+ P(Y 1)+ P(Y 2)],

P(Y < 3) = N 50(0 03) ©, 92)5 +c50(0 08)0, 92)*

+ C50(0 08) (0, 92) B4 C50(0,08) (0,92)

P(Y <3)=042534 10" 4 pres .

2° A=np=>50x0,08 ,

la table du formulaire on trouve :

P(Y =4) =0,1952 103 pras.
P(Y <3) = 0,018 + 0,073 + 0,147 + 0,195

P(Y <3)=0,4332 10~ 3 pres.

h =4, par lecture de

II- A:"une plece tirée au hasard dans la production,
est rejetée”, B : "une piéce, tirée au hasard dans la
production, est acceptée” , C : "une pidce, tirée au
hasand dans la production, est défectueuse et acceptée”,

D : "une piéce, tirée au hasard dans la production, est
défectueuse” ,

D'aprés I'énoncé P(D) =

P(B/D ) =0,10.
- P(A)=PD N A)=

0,08 , P(A/D) = 090 ,

P(D) x P(A/D)=0,08 x 0,9 ,
P(A) =0,072.
- P(B)=1-P(A), P(B)=0,928 .
- P(C)=P(D n B)=P(D) x P(B/D)
P(C)=0,08 x 0,10 , P(C) = 0,008 .
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EXERCICE 2

s
1° L'équation caractéristique est r” + 2r +17 = 0,
Ses solutions sont n=- 1-4i et Iy=- 1 +4i,

Toutes les solutions de 1'équation différentielle sont
donc deﬁmes sur |R par

fix)=e" (C cos 4x +C28m 4x), ol C1 et C sont
deux nombres reels quelconques.

2° Pour tout nombre réel x ,
f'x)=-¢ (Clcos 4x +C25m 4x) +e ( 4C sm 4x
+ 4C2cos 4x)

fm=e M-C 1+ 4Cp)cos 4x - (4C, + C,)sin 4x].

f(0) = 1 équivaut 2 €”(C, cos 0 +Cosin 0) = 1
dod €, =1.

f°(0)=-1 équivaut

e[ Cy+ 4C)c0s 0 - (4C, + Csin 0] = - 1,

soit encore & -C1+ 4-02 =-1, do C2=0.

Pour tout nombre réel x , f(x)=e * cos 4x.
x2 )

M- 1°a)e~X=1-x tyotxteE),
avec lim g(x) =0

x—=0

2

b)cos4x=1—lgx +x2gx),
avec lim g(x) =0

x—=0

2

a)e~X cosdx=1-x _152x +x25(x),
avec lim gx) =0

x—=0
2° La calculatrice donne f(0,1) = 0,83341 ,

2
f0,0)  1-0,1 - E(%L . f0,1) & 0,825 la
différence entre ces deux valeurs est 0,0084,
15x2 2

fx)-(1-x)= - ,  tXCHx),
avec lim g(x) =0

x—0

3° Une équation de la tangente (D) 4 (C) au point
d'abscisse O est donc y=1-1x. La position relative

de (D) et (C) au voisinage du point d'abscisse 0 est

: 1522
donnée par le signe de — , < 0 donc (C) est au

dessous de (D).
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IIT- F(x)=e~* [acos (4x) + b sin (4x)] ,
F'(x)=—e~ X [a cos (4x) + b sin (4x)] +

e X [~ 4a sin (4x) + 4b cos (4x)] ,
F'(x)=e7X[(~a + 4b) cos (4x) — (b + 4a) sin (4x)]
de —a+4b=1 etbl+4a=00ndéduit:b=—4a,

4
~-17a=1, a——” etb-” donc

F(x)= e~ % [—11—7 cos (4x) +i4§ sin (4x)]
T
T
1= fe‘xcos(4x)dx = [ F(x) ]0,
0
cre-xp L 4 . r
I=[e~%[- 17 8 (4x) 7 sin (4x)] IO'

1 1
[= e~ R eyt e Oy,
I= Ii(l —e~T)
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EXERCICE 1

Une machine est chargée de conditionner des paquets de poudre d'additif pour ciment,

La variable aléatoire M qui, 4 tout paquet prélevé au hasard dans la production, associe sa masse,
exprimée en grammes, suit une loi normale d'écart type constant €gal & 30 et dont la moyenne m
peut étre modifiée par un réglage de la machine.

Un paquet est refusé au contrdle final si sa masse est inférieure ou égaled 955 g.

Dans tout le probléme, les probabilités demandées seront arrondies 3 10 -3 prés.

On a réglé la machine pour que m = 1000 g.

1° Quelle est la probabilité qu‘un paquet soit refusé au controle ?

2° On prendra 0,07 comme valeur approchée de cette probabilité. On effectue le contrdle en
prélevant périodiquement un lot de 100 paquets, extraits de la production au hasard et avec
remise.
On appelle X Ia variable aléatoire qui, 4 chaque lot, associe le nombre de paquets refusés.
a)  Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
b) Calculer Ia probabilité de I'événement " X =3 ".

3° On admet que l'on peut approcher Ia loi de X par une loi de Poisson.
a)  Quel doit étre le paramétre de cette loi de Poisson ?
b) Déterminer la probabilité que, dans un lot, 5 paquets au plus soient refusés.

4° On décide de tester le réglage de Ia machine 4 m = 1000 g 4 l'aide d'un échantillon de 40
paquets.
Onappelle M la variable aléatoire qui, 2 tout échantillon de 40 paquets prélevés au hasard et

avec remise, associe la moyenne des masses des 40 paquets.

a) Quand le paramétre m est inconnu quelle est Ia loi de la variable M ?

b) Construire un test permettant de décider si, au seuil 5 %, le réglage est correct.
¢) Utiliser ce test, sachant qu'un échantillon de 40 paquets effectivement prélevé a donné une
masse moyenne de 1007 g.
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EXERCICE 2
Les parties A et B sont indépendantes

2 A -
On veut résoudre sur ] - 1, + <[ I'€quation différentielle (E) : (1 +x) y'-2y=1In (1 + x).
ou y est une fonction de la variable x définie et dérivable sur |- 1 , + o[ .
1° Résoudre sur ] - 1, + e[ I'équation différentielle (1 + x) y' -2y =0.
2° Vérifier que la fonction g définie sur ] - 1, + oof par g(x) = —% In(1 +x) - 41 est solution de (E).

3° Déduire des deux questions précédentes Ia solution générale de (E) .
4° Déterminer la fonction f, définie et dérivable sur ] - 1, + o[ solution de (E) et vérifiant la
condition f(0)=0.

-B-
2
On considére la fonction h définie sur ] - 1, + o[ par :h(x) = x? + %— % In (1 + x) et sa courbe
,3’

représentative C dans le plan rapporté  un repére orthonormal (O, 7 , ] ) (unité graphique : 2cm).

I° a) Déterminer la limite de h lorsque x tend vers - 1.
b) Etudier les variations de h.

2 Déterminer le développement limité de h au voisinage de 0, 4 l'ordre 3. En déduire Ia position de
2
X

C par rapport 4 la parabole P d'équation y = 5 au voisinage de l'origine.
3° Construire les arcs de la parabole P et de la courbe C dans le méme repére, pour X variant
dans ]-1,3]

4° Dans le demi-plan défini par x > 0, soit D le domaine plan limité par C, P et la droite
d'équation x = 2.
a) Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x réel, . )i j=ats E T

b) En déduire, 4 'aide d'une intégration par parties, la valeur exacte de I'intégrale

2

J In(1 +x) dx .

¢) Utiliser ce résultat pour donner une valeur approchée & 10-2 prés en cm? de l'aire de D.

112



Corrigé

Etude et Economie de la Construction 1995

EXERCICE 1

1° La variable aléatoire M qui, & tout paquet prélevé au
hasard dans la production, associe sa masse suit la loj
normale de paramétres m =1000 g et 0=30g,

La variable aléatoire T -_Maoﬂ suit Ia loi normale

centrée réduite _47(0, 1). On cherche P(M < 955) :

PM < 955)=P(T5~§). P(M < 955) = P(T < - 1.5),

PM £955)=1-n(1,5) = 1- 09332,

P(M < 955) = 0,0668 4 10+ pres.

2°a) Pour chaque paquet on a deux possibilités et deux
seulement ou il est refusé avec la probabilité 0,7 ou il est
accepté avec la probabilité 0,3. On recommence 100 fois
cette expérience aléatoire et les résultats sont supposés
indépendants puisque les prélévements sont effectués
aléatoirement et avec remise. La variable aléatoire X qui,

4 chaque lot de 100 paquets associe le nombre de paquets
refusés, suit donc la loi binomiale . (100 ; 0,07) .

b) PX =3) =C,3y (0,073 x (0,93)7

3 _ 100 x99 x 98
Cioo =— ¢

P(X = 3) = 0,049 a 10-3 pres.

3° a) On approche cette loi binomiale par une loi de
Poisson. Le paramétre est A =np =100 x 0,07 =7.

b) Si on note Y la variable aléatoire qui suit la loi de
Poisson .57 (7) la probabilité cherchée est :
PY<5=PY=0) +PY=1)+P(Y=2)+P(Y=3) +
P(Y =4) + P(Y =5).

A l'aide de la table du formulaire on trouve :

P(Y < 5) = 0,001 + 0,006 + 0,022 + 0,052 + 0,091 +
0,128, P(Y < 5) =0,3 .

Il'y a 30 % de chances que, dans un échantillon de 100
paquets 5, paquets au plus soient refusés,

4° a) On sait que M suit la loi normale 4" (m, 30) od m

est inconnue. La variable aléatoire M qui, & chaque

échantillon de 40 paquets, associe la moyenne des masses

des 40 paquets de cet échantillon suit la loi normale

30
A(m—=).
"V
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b) Construction du test :
choixde Hp.m = 1000 choixde Hy : m # 1000

détermination de la région critique :
Sous I'hypothése Hy m = 1000, M suit la loi normale

M - 1000
A47(1000, 20 ), la variable aléatoire T = ———— /40
Va0 2

suit la loi normale centrée réduite 470, 1).
P(1000-a< M <1000 + a)=0,95 équivaut 4 :

P(-31044_05Ts%\/4_0)=0,95 et

211(;—0\/4_0)-1=0,95 etd 310\/5=1,96 ,

8 =930 & 102 prés. P(990,7< M <1009,3) = 0,95.
Si Ho est vraie on a 95% de chances de prélever un
échantillon aléatoire dont la moyenne appartient i
l'intervalle I=[990,7 ; 1009,3]

régle de décision ;

On préléve au hasard et avec remise un échantillon de 40
paquets dans la production et on calcule sa moyenne x ,

si ; € [990,7 ; 1009,3 ] on accepte Hg

51 ;é [990,7 ; 1009,3 ] on rejette H et on accepte Hq
Utilisation du test : x = 1007 g,

X € [ 990,7; 1009,3 ] on accepte Hg et on rejette Hj.
On accepte donc I'hypothése m = 1000, au seuil de risque
5 % on considere que la machine est bien réglée a la masse

moyenne 1000 g.

EXERCICE 2

A-1° L'équation (1 +x)y —2y=0estde la forme
a(x) y ' + b(x) y = 0. Toutes les solutions de sont donc
définies sur ] - 1, + % [ par f(x) =K e = G(X) o3 K est
une constante réelle et G une primitive de E i

bx) _

akx) 1 +x

dod G(x)=-2In(x +1).

fxy=Ke DG+D?
fx)=Ke 1n(x+1)2, fx)=K(x+1)2,
2°Soitgtellequeg(x)=_%1n(1 ”‘)_i ,

1
I +x

f(x)=K621n(x+ ])

gx) = - % ( ) . g est solution de (E) si et

seulement si pour tout nombre réel x de ] - | , teeo],

(x+1)g'(x)-2 g(x) =In(1 + x).
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Pourtoutréel xde]-1,+[, (x+1)g'(x)- 2g(x)

=(x+1)(- In(1 +x) -

21+x) 2% :)

l+1n(1 +x)= -1n(1+x)

donc g est solution de I'équation (E).

3° L'ensemble des solutions de (E) est la somme des
fonctions obtenues au 1° et 2°, c'est & dire

I'ensemble des fonctions définies sur]— 1, + o0 [ par

fix)=K (x + 1)2—%111(1 +x)-i ol K est une

constante réelle quelconque .

4 f(0) = 0se traduit par K~5=0, K=

Bl

Lasolution cherchée est définiesur 11, + o[ par
f(x)—— x+1)2 —ln(l +x)-l.

2
B-1°a) Sur]-1,+] h(x)-T+§ 2111(1+JL),

limIn(l +x)= limln X=-0,
x= -1 X=0
x_lén_llh( x) =+, La droite d'équation x=-1

est donc asymptoted C .

- Lln (1+x)
Jim b= lin x G-

ohw=tx+d- el nw=l &5,

estdusignedex sur]—1,+o[,

x |-1 0 + 00

h '(x)

+00
b | S 0 rad

c) A l'aide du formulaire on trouve les développements
limités au voisinage de 0, 4 I'ordre 3 suivants :

ln(1+x)=x—x—2+£-+x3a(x) avec lime(x)=0
3 220 ’

x2 2 43
h(x)=—+; % (x—x?+;—)+x3s(x) avec

x2 53
h(x)=?—3—+x3s(x) avec Kli_l’rba(x)=0 ;
h(x)-ﬁ--x—3+x3 x) avec limg(x) =0
g =73 txEr) avec hme(x) =0,

La différence entre les ordonnées des points de méme
abscisse voisine de zéro : yc-yp =- x3_ + X¢(x)

avecxlimoa(x) =0, yc-yp estdusignede-x ,
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si x>0alors yc—yp <0 alors Pest au dessus de C,

si. x <0Qalors yc—yp >0 alors P est au dessous de C.

39) .
Y|

4
4

o
~

[4 "y
N

X /

|
N~y e —

-4

-1 05 0 05 1 15 2 25 X

4° a) En réduisant au méme dénominateur on trouve :

X _ _X+1=% . 1
x+17 x+1 " Tx+1”
b) En posant u '(x) =1, v(x)=In(x +1) ,
"'l(x)=x ' v‘(x)=x +1 ’
v(x)ux)=xIn(x+1), v'(x) %1 ,

2 2
2 x
I= j In(I+x)dx=[x1n(1+x)]0 - f mdx,
0 0

2
I=2In3- j (1—_)dx I=2|n3—[x-ln(1+x)]z,

0
[I=2In3-2+In3, I=3In3-2.

2 2
2

_ N - ¥ x. 1

0 0

2 ] lams-2), a=2143p3.
12 . 0”2 )y A=3-l43
gy _ I I
A-(2]n3 3)U.A. A=6l3-3° cm?,

¢)A=126cm? 410" 2 pres.
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EXERCICE 1 (9 points)
(Les valeurs seront données avec trois chiffres apres la virgule, par défua, si nécessaire ).
Une usine fabrique des tiges métalliques. La production est répartie dans trois ateliers A,B,C.

Latelier A fabrique 24 % des tiges.
Latelier B fabrique 32 % des tiges.
Latelier C fabrique 44 % des tiges.

Une tige est acceptable si sa longueur est de 37 cm, avec une tolérance de plus ou moins 5 mm,
donc si sa longueur en cm appartient a I'intervalle [36,5 ; 37,5] ; sinon elle est inacceptable,

1.

On admet que Ia variable aléatoire qui,  toute tige prélevée au hasard dans la production associe
sa longueur, suit une loi normale de moyenne m = 37,
Quelle est la valeur de I'écart type, sachant que 95 % des tiges sont acceptables ?

On sait aussi que 4 % des tiges fabriquées dans I'atelier A sont inacceptables et que 5 % des

tiges fabriquées dans l'atelier C sont inacceptables.

On préléve une tige au hasard dans la production .

On note A I’événement “la tige provient de l'atelier A” , B ’événement “Ia tige provient de

l'atelier B, C I'événement “la tige provient de latelier C” et D I'événement “la tige est

inacceptable” .

a) Calculer P(A N D), P(C n D) et P(D) ; en déduire P(B N D).

b) Quel est le pourcentage de tiges inacceptables fabriquées dans I'atelier B ?

¢) Sachant qu'une tige fabriquée dans I'usine est inacceptable, quelle est la probabilité qu'elle
provienne de l'atelier A ?

Un client a acquis une grosse quantité de tiges de cette usine. Pour avoir une idée de la longueur
moyenne des tiges achetées, il fait procéder a un tirage au hasard de 125 tiges.

La production étant trés importante, on assimile tout échantillon de 125 tiges 4 un échantillon
prélevé avec remise.

a) SiF est la variable aléatoire qui, & tout échantillon non exhaustif de 125 tiges associe le
nombre de tiges inacceptables dans I'échantillon, quelle est a loi suivie par F ?

b) Si la longueur moyenne d'un tel échantillon de 125 tiges est 36,9 cm avec un écart type de
0,25 cm, donner une estimation ponctuelle de I'écart type de I'ensemble des tiges achetées ; puis
donner un intervalle de confiance 4 95 %, centré en 36,9 de la moyenne des longueurs des tiges
achetées.

L1a
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EXERCICE 2 (11 points)

o]
1- gest la fonction de la variable réelle définie sur l'intervalle J0, 1] par g(x) = xz(iT-ll)
a) Déterminer les trois constantes réelless a, b, ¢ telles que pour tout réel x de 10, 1] onait:

b g
x-1'x+1°
b) Déterminer les primitives de g sur l'intervalle ]0, 1] .

8=+

2 - On considére I'équation différentielle (E):  x (x2-1)y '~ (2x2- 1)y =0 od y représente
une fonction de la variable réelle dérivable sur l'intervalle J0, 1[.
a) En utilisant les résultats du 1°/, déterminer la solution générale de I'équation (E) sur 10,1[.
b) Vérifier que la solution particuliére de (E) qui prend la valeur 0,48 pour x = 0,6 est définie
sur [~ 1, 1] par x —s xV1 -x2

3- festla fonction définie sur [- 1, 1] par f(x)=x\1-x2 .
C est sa courbe représentative dans un repére orthogonal d'origine O, od 10 cm représentent
une unité sur chaque axe.

a) Etudier sur [- 1, 1] les variations de f.
b) Tracer C ainsi que sa tangente en O et les demi-tangentes aux points d'abscisses - 1 et 1.

1
4 - a) Calculer J Vu du.
1
b) Calculer J f(x) dx. (On pourra procéder & un changement de variable tel que u = 1 - x2 ).

¢) En déduire l'aire, exprimée en cm?, de la partie du plan comprise entre la courbe C et I'axe
des abscisses.
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EXERCICE 1

1. Sion désigne par X la variable aléatoire qui, a toute
tige prélevée au hasard dans la production associe sa
longueur, X suit la loi 4" (37; 0), T= Xc;37 suit la

loi normale centrée réduite 47(0; 1).
P(36,5 < X £37,5)=0,95 équivaut &

P(—?STS %§)=0,95dé2n(%’§)—1=0.95 .

%ﬁ =196, 0=0255210"-3 prs.

2. On préléve une tige au hasard dans la production .

On note A I'événement “la tige provient de I'atelier A”
B I'événement “la tige provient de l'atelier B”,
C I'événement “la tige provient de l'atelier C” et D
I"événement “la tige est inacceptable” .

D'aprés I'énoncé : P(A) = 0,24, P(B) = 0,32, P(C) = 0,44,
il 'y a 95 % de tiges acceptables donc P(D) = 0,05,
P(D/A)=0,04 et P(D/C) = 0,05.

L'événement “Ia tige est inacceptable et provient de B, est
B N D on cherche donc le pourcentage x tel que:

a)P(B N D)=P(B) x P(D/B), P(BN D)=032 x x ,
I"événement “la tige est inacceptable et provient de A", est
AN D donc: P(A N D)=P(A) x P(D/A),

P(AN D)=0,24 x 0,04, P(AN D) =0,0096.
I'événement “1a tige est inacceptable et provient de C”, est
C N D donc:P(C N D)=P(C) x PD/C),

P(CN D)=044 x 005, P(Cn D)=0,022.

Une tige est inacceptable signifie " la tige est inacceptable
et provient de A ou la tige est inacceptable et provient
de B ou la tige est inacceptable et provient de C".

Les événements AN D, BN Det CN D sont
incompatibles donc

P(D) = P[(A n D) U(B n D)U(C n D)J]
PD)=P(AND)+PBN D)+ PCn D)

0,05 =0,0096 + 0,022 + 032 x x ,

x =%§ » x =0,0575, P(B/D)=0,0575.

b) L'événement "sachant la tige est défectueuse, elle

provient de A" est A/D , la probabilité de cet événement

_ P(A N D)
est : P(A/D) = POD) ;
_0,0096 N
P(AjD) - 0‘05 [ P(A/D) 0,192.
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3. a) Les tirages sont assimilés & des tirages aléatoires non
exhaustifs, on est donc en présence d'une succession de 125
épreuves indépendantes, chacune ayant deux issues une tige
tirée au hasard est soit inacceptable de probabilité constante
0,05 soit acceptable de probabilité 0,95. La variable
aléatoire F qui, a tout lot de 125 tiges prélevées au hasard
et avec remise associe le nombre de pieces Inacceptables,
suit donc la loi binomiale & (125 ; 0,05).

b) L'estimation ponctuelle de I'écart type 0 est

§=0,25 1‘22% y §%0,251 4 0,001 prés.
Un intervalle de confiance 95 % de la moyenne m centré

en x est :[x-t%, x+t-E ]
n

A
Avec X =36,9, 0 est estimé par s = 0,251 , t = 1,96 et
n =125, on obtient :

0,251 0,251

le=[36,9 - 196 ;369 + 1,96 2221 |
¢ Vizs V125
I = [ 36,856 ; 36,944].

EXERCICE 2

1-a) Pour tout réel x de l'intervalle ]0, 1[,

__2x2 = S g+_b_+ équivaut &

x(x2-1) ~ x x-1 x+1

2x2-1 (a+b+c)x2+(b-c)x-a

x(x2-1) x(x2 - 1)
a+t+b+c=2 a=]

équivauié{b—c=0 , SOIt : {b:c
a=1 2b=1

Pour tout réel x de l'intervalle 10, 1[,

2x2-1 1,11 11

x(x2-1)  x 2x-1 2x +1
b) Les primitives sur l'intervalle ]0, 1[ de la fonction g
sont les fonctions :

x'—rlnx+%(ln(1-x)+ln(x+1)}+K,

x—» InxV1-x2 + K.

(Une primitive de% avec u < 0 est In (- u)).

2-a)L'équation (E): x(x2-1)y'-(2x2-1)y=0
est de la forme a(x)y'(x) + b(x)y(x)=0.
On sait que I'ensemble des solutions de 1'équation est

- F(x
définie par y(x) = Ce { ). ol F est une primitive de la

fonction S » €t C est une constante réelle quelconque.

bix) _ 2x2 -]
ax) ~  x(x2-1)

X +——In xﬁ donc y(x)=Ce In X m,
y(x)=C x‘\[l—_xz-ol) C est un réel quelconque.

b) La solution particuliére f est telle que : £(0,6) = 0,48
donc telle que 0,48 =0,60,64C donc C = 1 doi

fix)=xV1-x2 .

. une primitive de * et F telle que
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- = 2
3- festdéfiniesur [~ 1,1 ) parfm) =xV1-x2 , f'0)=VI-%2 +x —=2 | (= L2282
21 - x2 Vl—xz

0

1

0,5 1 s

N "

1 1
1

4-a) SoitI:J"\/l_xdu, I=Ju1’2du , I=[%u3’2] ; 1=3—? :
0

1
b) Soit ] = J xV1-x2dx, en utilisantle changement de variable défini par u=1-x2, du=-2xdx ,

1 1
2 2 y Jzi

0 1
losquex =0, u= 1, lorsquex =1, u=0, J=I—%\/L-1du ] = J\Edu gy =l[

c) L'unité d'aire étant 100 cm? , l'aire de la partie de plan comprise entre la courbe C et 1'axe des abscisses est :

200] soit % cm? .
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EXERCICE 1 (10 points)
Les 3 parties de cet exercice sont indépendantes. Les résultats seront arrondis 4 103 prés.
Une poutre de "lamellé-collé" est constituée d'éléments parallélépipédiques appelés "lamelles".

A . /l o
I Vs

une lamelle

Ces lamelles sont produites par une chaine constituée de deux raboteuses ; la premiére rabote la
lamelle 4 I'épaisseur souhaitée, la seconde rabote la lamelle 4 Ia hauteur souhaitée.
On désigne par E la variable aléatoire qui, A toute lamelle tirée au hasard dans la production associe
son épaisseur mesurée en millimétres et par H la variable aléatoire qui, & toute lamelle tirée au hasard
dans la production associe sa hauteur mesurée en millimétres,
La variable aléatoire E suit la loi normale de moyenne 150 et d'écart type 0,23.
La variable aléatoire H suit Ia loi normale de moyenne 10 et d'écart type 0,1.
E et H sont deux variables aléatoires indépendantes,
I° Déterminer la probabilité P(149,4 < E < 150,6).
2° Déterminer la probabilité P(9,8 <H < 10,2).
3° Un élément est acceptable si son épaisseur appartient a l'intervalle [149,4 ; 150,6] et sa hauteur
a l'intervalle [9,8 ; 10,2].
a) Quelle est la probabilité qu'une lamelle soit acceptable ?
b) Quelle est la probabilité qu'une seule des deux dimensions convienne ?

B - Une poutre de lamellé-collé est constituée de la superposition de 5 lamelles prises au hasard
dans la production.

hauteur e = °° " " 4 hauteur totale
© 5
d’une lamelle - 1 de la poutre
' L
- SR Tt

On note Y la variable aléatoire qui, 2 toute poutre prise au hasard associe la hauteur totale de cette
poutre. Y est la somme de cinq variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi normale que

celle suivie par H.
Quelle est Ia loi de probabilité de Y ? Justifier la réponse et préciser les paramétres de cette loi.
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C - On souhaite controler la hauteur des lamelles d'un lot de 5000 lamelles, avant leur assemblage
en poutres. Pour cela, on préléve un échantillon aléatoire de 100 lamelles prises au hasard dans le
lot. Le lot est suffisamment important pour que I'on puisse assimiler tout échantillon de 100
lamelles a un tirage de 100 lamelles avec remise.
On construit un test d'hypothése :
On choisit pour hypothése nulle "la moyenne de H vaut 10 mm" contre hypothése alternative
"la moyenne de H est différente de 10 mm". Le seuil de signification du test est fixé 4 5 %.
Onnote H la variable aléatoire qui, & tout échantillon aléatoire de 100 lamelles associe la moyenne
des hauteurs des éléments de I'échantillon. L
1° Sous I'hypothése nulle, quelle est 1a loi suivie par H ?

Déterminer le réel positif a tel que P(10-a < H < 10 + a) = 0,95
2 Onnote h la moyenne des hauteurs de I'échantillon prélevé.

A quelle conditionsur h peut-on, au seuil de 5%, rejeter I'hypothése nulle ?

EXERCICE 2 (10 points)
On considére sur ] 0, + = [ I'équation différentielle notée (E) : y ' - 2 % =X ol y désigne une

fonction de la variable x, définie et dérivable .
I° a) Résoudre sur ] 0, + o [ I'équation différentielle (E') : y ' - 2 iﬂ ={),

b) Déterminer le réel k tel que la fonction g définie par g(x) =k x 2 Inx soit solution de (E).
¢) Donner la solution générale de (E).
d) Déterminer f solution de (E) dont la représentation graphique passe par le point A(1, 0).

2° On définit sur ] 0, + o= [ la fonction f par f(x) =x2 In x. La représentation graphique de f dans un
plan muni d'un repére orthogonal (unités graphiques 5 cm sur I'axe des abscisses, 10 cm sur
l'axe des ordonnées est donnée ci-aprés. e e e TR
a) Calculer f'(x). S i '
b) Etudier les limites de f en 0 et en +e, S : =
¢) Etudier les variations de la fonction f et oSt : e

A

résumer les conclusions dans un tableau.

¥ a) En effectuant une intégration par parties, S ==
1 e S o

liiiiiiss
11

calculer I()\):J x2 In x dx o A est un réel == :l Y "’_"" S
A e fo

01£ =i et E
tel, ue 0 <A<l EEe=E e S

b) Déterminer _ I I(2) . e

I

fat
2
T
R

¢) - En déduire l'aire en cm de la partie du D it
plan coloriée sur le shéma ci-dessous. E S

;
3

1
xxxxx
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EXERCICE 1
1° La variable aléatoire E suit la loi 4" (150 ; 0,23), la

variable aléatoire T = XO-Z;SO suit la loi normale
centrée réduite .47(0; 1).
06
< - <
P(1494 <E £150,6) = P(- —— 0 23 <Ti & 023 ),

P(149.4 < E < 150,6) =P( - 2,61 < Ty < 2,61) ,
P(149,4 <E < 150,6) =2 M(2,61)- 1,

P(149,4 < E < 150,6) = 2(0,9955) - 1 ,

P(1494 < E < 150,6) = 0,991 4 10 - 3 pres

2° La variable aléatoire F suit la loi 4" (10;0,1), la

}f)-l 0 suit la loi normale centrée

variable aléatoire Ty =

réduite _#7(0;1).

P(9.8 <F < lO,Z):P(—%STQ < g:%).
PO8<F<102)=P(-2<Ty<2),
POB<F<102)=27(2)-1,

P((9,8 <F £10,2) =2(09772) - 1,

P98 < F <10.2) = 0,954 a 10 - prés.

3° Désignons par A I'événement "I'épaisseur appartient 4
l'intervalle [149,4 ; 150,6) " et B I'événement "la hauteur
appartient 4 l'intervalle [9,8 ; 10,2] * les événements A et
B sont indépendants donc P(A et B) = P(A).P(B).

P(A et B)=0,991 . 0,9544 = 0,9454]

P(A et B) = 0,945 a 10 - 3 pres.

B - Chacune des 5 variables aléatoires H;,Hz,H3, Hyet
Hs suivent la méme loi nommale .4/(10 ; 0,1).

H=Hj + Hy ...+ Hs, les 5 variables aléatoires H; ,
Ha, H3, Hyet Hs sont indépendantes.

E[H] = E(H) + E(Hp) + .....+ E(Hs) , E(H) = 50.
V[H] = V(Hy) + V(Hp) + ...+ V(Hs),

V(H) = 5 (0,01)2, V[H] = 0,0005.

o(H) =VV(H) , o(H) = 0,02236 soit

o(H) = 0,022 4 1073 pres.

On sait que la somme de n variables indépendantes suivant
une loi normale est une loi normale donc H suit la loi

normale de paramétres m = 50 et ¢ = 0,022,
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C - 1° Sous Ho, H suit la loi normale .4 (10; 0,1) , H

suit la loi normale _#" (10 ; \?i ) soit 4" (10 ; 0,01).
100

H-10
T= 0.0] suit la loi normale centrée réduite .4 (0, 1)

P(100-h < H <100+ h)=0,95 équivaut 2

PR N S
2:;(0,01)-1_0.95“n(o’m)_o,gvs,
ﬁ =196 ,a 00196, a=0024 10" 3 pres.

Si H0 est vraie on a 95% de chances de prélever un

échantillon aléatoire dont la moyenne appartient 3
lintervalle I = [9,98 ; 10,02] soit 5% de chance que cette

moyenne soit a l'extérieur de I.

2° La région critique est l'extérieur de l'intervalle
I=[998 ; 10,02].

Régle de décision : On préléve un échantillon aléatoire,
non exhaustif, de taille 100. On calcule sa moyenne h .

sih el onaccepteHoetonrejetteH
si h ¢IonaccepteH13tonrejetteH

On rejette donc I'hypothése nulle lorsque h ¢1.

EXERCICE 2
1° a) L'équation (E):y'-2 f:oest de la forme

a(x) y ' + b(x) y = 0. Toutes les solutions de cette équation
sont donc définies sur] 0, + o [ par y(x) =K e =~ G(X) o
K est une constante réelle et G une primitive de ;—} .

bix) _
a(x)
Gx)=-Inx2 yx)=Ke!

¥(x) = K x2 00 K est une constante réelle quelconque ,

Pour tout x de ]0, +cf, d'ol G(x)=-2Inx,

_2
X
nx

2
, yx) =Kelnx?

b) E(K)=kx2h1x, g‘(x):k(2xlnx+x2’_1:)‘

gx)=2kxlnx+kx, g est solution de (E) si et
seulement si pour tout nombre réel x de ]0, + o,
g'(x) - g(x) X qui est équivalent &

2kxInx+kx-2kx Inx=x done axk-1=0,
avec k = | I'égalité précédente est vérifiée pour tout x de
10, + oo, une solution particuliére de (E) est donc définie

sur 10, + o[ par g(x) =x2 Inx.
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¢) L'ensemble des solutions de (E) est l'ensemble des
fonctions f définies sur |0, + o[ par f(x) = x2 Inx + K x2
ol K est une constante réelle quelconque .

d) La courbe représentative de la solution f de (E) passe par
le pointA(1, 0) donc f(1)=0, 1In1+K =0,K =0dod
f(x) = x2 In x .

2°a) Pourtout réel x de ]0, + o[, f'(x)=2xInx+x,

f'x)=x(1+2Inx).

b) On sait quelirrbx“ Inx =0avec a > 0 donc
X—*

i 2 _ \ % % i _

}%x Inx —0.cestadue’IKLn6f(x) 0.

c)de lim x2=+coet lim Inx =+ on déduit que
X —+00 X—=++00

lim x2In x = +o, c'est 2 dire 1im f(x) = +oo,
X—++00 X —++00

Pour tout x de ]0, + =, f'(x)=x (1 + 2 In x).
Les inéquations suivantes sont équivalentes sur ]0, + o[ :
f()20,2lx+120,lnx2-1 ,x2e- 12

fe~ 112) = (e~ 11221 & 112, fre= 112) = _ i_

X 0 e‘lF +00
f'x) || - 0 +

o s

f(X) \ _i /
2e

1
3° a) Pour tout A de [0, 1], I(A) = J x2Inxdx,
A
En posant u'(x)=x2, v(x)=Inx ,

1 . 1
=z vE=_,

1
=123 '-le
M=[0mxl - | 12w,

A
_rla, 139
I(A)—[3x Inx gx]A,
_ 1 1.4 1.3
) =-g-3 3 ma+ gad.
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b) Du résultat rappelé au 2° b) on déduit que
lim °In A =0.

A—=0

lim 137 =0dod lim I(0) = -4 .
A=09 A—0 9
¢) Pour tout x de [\, 1], In x £ 0 donc f(x) < 0.

L'aire de la partie du plan limitée par la courbe C, I'axe
des abscisses et les droites d'équations x = A et x = | est
donc - I(A).

L'aire de la partie du plan coloriée est donc en, unités

U] & - _l a1 2 ﬂ 2
daire, All_r.no[ I(?\)]—g,lalreencm est - cm?,
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EXERCICE 2 (10 points)
L'objectif de cet exercice est d'obtenir une valeur approchée d'une intégrale et de comparer d la
valeur exacte de cette intégrale.

On considére la fonction définie sur [—2l . G] par:

2

f(x)=x————2 i

Soit ¢” sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormal (O; T ,T), unité 6 cm.

A - Détermination d'une valeur a hée de l'intégrale

0
J =J f(x) dx .
1
2
1° Etudier les variations de fsur I .

2 Construire % . On placera en particulier sur la figure les points A, B, D, E, F de %

d'abscisses respectives
1 3 1 1

"2 7§ g0
3 Soient A, B', D', E' les projections orthogonales respectives sur I'axe des abscisses des points
A, B, D, E. Calculer, en unités d'aire, une valeur approchée a 10 -3 prés de la somme . des

aires des trapézes ABBA', BDD'B', DEED' , EFOE' . C'est ce nombre que l'on prend comme
valeur approchée de J.

B - Détermination de la valeur exacte de l'in le

0
] =J f(x) dx .
1
= 1
I° Calculer I'intégrale J 4 I'aide du changement de variable t = ﬁ (2x+1).

2 Donner la valeur décimale approchée de J arrondie 4 10-3 prés .
Vérifier que cette valeur approchée différe de moins de 5.10 -3 du résultat obtenu au A - 3° .
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EXERCICE 2

A - 1° f est une fonction dérivable sur [—% 0] .

)= -22x+1)

. 1
Pourtoutree]xde[—2,0] ) x2+x+1)

Le signe de f '(x) est celui de - 2(2 x + 1), donné par :

1
- 0
* 2

-22x+1) |0 - -2

D'ot le tableau de vanation :

1
x -3 0
f'(x) 0 - )
8
f(x) 3

2° Voir figure.
3° Avec une calculatrice on obtient & = 1,207 .

B-1°Lorsquex=- [2(—2)+1] t=0

i

Lorsquex=0,t=

= 5

Pour tout x de [- =

3
t=%(2x+]) donc 21+1=‘\/§t,
2x=V3t-1, x=%('\5-1).

2

2
2 = '
ARt L i(‘ﬁt—l)2+%(\£t—l)+1

8
At-n2+20Bt-1)+ 1’
3
S o323t 1 +24Bt-244
8

Donc

2 -
x2+x+1 3t2+3
x2+2x+1 =§(t21+1)'
YA
Don J = fg(z2i1)§ dt .
0

124

. A B D E |0 »
143
s 1
T3 t 241
43
J—T{[Amtant]o ,
J=%{3[Arcmi—mtano],
G
N3rnm 27V3
1= 0] , I= 5

2°J = 1,209. On vérifie que

1,209 -1,207=2.10-3 <5.10-3 ,
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EXERCICE 1

Une machine fabrique des tiges.
On mesure la longueur de 100 tiges et on obtient les résultats suivants :

Intervalles en mm centres de classes effectifs
[16,17] 16,5 1
[17,18] 17,5 5
[18,19] 18,5 11
[19,20] 19,5 56
[20,21] 20,5 13
[21,22] 21,5 11
[22,23] 22,5 3

z

1. Déterminer la moyenne m, la médiane m’ et I'écart-type o de cette série statistique. On

donnera, pour les résultats, une valeur approchée 4 10 2 prés. (Pour la détermination de m et
0, on ne demande aucun calcul intermédiaire).

2. On admet pour la suite que la variable aléatoire X mesurant la taille d'une tige produite par
la machine suit une loi normale de paramétresm= 19,7 et 6 = 1,1.

a) Calculer la probabilité de I'événement X > 20,5.

b) Donner Il'intervalle [m-h ; m+h] tel que la variable aléatoire X prenne ses valeurs dans cet
intervalle avec la probabilité 0,95.

¢) Une tige est défectueuse lorsque sa taille n'est pas dans l'intervalle [17, 22]. Calculer la
probabilité qu'une tige soit défectueuse.

d) On appelle Y la variable aléatoire qui associe 3 chaque lot de 100 tiges le nombre de pigces
défectueuses de ce lot. (On assimilera le tirage des 100 tiges 4 un tirage non exhaustif).
Expliquer pourquoi Y suit une loi binomiale et donner les paramétres de cette loi binomiale.
On décide d’approcher cette loi par une Ioi de Poisson.

En déterminer le paramétre, puis calculer, en utilisant cette approximation, la probabilité de
I'événement Y <2 .
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EXERCICE 2

A Soient les équations différentielles :

e

By x’y’+y=0 et (B) X'y’ +y=x%",
dans lesquelles y désigne une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur ]0,+oo[,

ety’ la fonction dérivée de y sur ce méme intervalle.
1. Résoudre I’équation différentielle (Eo)'

T3

2. Vérifier que la fonction g définie sur ]0,+o[ par g(x) = xe* est solution de (E).
3. Résoudre 1’équation différentielle (E).

i
B Soit f la fonction définie sur I= [1 . % ] par : f(x) = (x-1)e* , et % la courbe
représentative de f dans un repére orthonormal (O ;T ,T) d’unité graphique 10 cm.

1. a) Montrer que pour tout x de I’intervalle I la fonction dérivée de f est définie par :

2. 1
f(x) = xx—);ﬂ e¢*. En déduire le sens de variation de f.

b) On note M, M,, M,, M, et M, les points de la courbe € dabscisses respectives 1,1 ;

1,2;1,3; 1,4 ;1,5 Donner dans un tableau les approximations décimales d’ordre 4 par

défaut, fournies par la calculatrice, des ordonnées de ces points.

On note L A P4 et P, les points de la courbe % dabscisses respectives 1,05 ; 1,15 ;
1,25 ;1,35 ; 1,45. Donner dans un tableau les approximations décimales d’ordre 4 par exces,
fournies par la calculatrice, des ordonnées de ces points.

¢) Tracer la courbe & .

—

2.%it Y Ia partie du plan comprise entre la courbe 6, I'axe (O ;i ) et la droite
-

d’équation x=% . On note Agi Ags Bss Aa’ A4 et A5 les point de I’axe (O;1 ) d’abscisses

respectives : 1;1,1;1,2;1,3;1,4;15.

On admet que la courbe 6 est située au-dessus de la ligne polygonale A M M,M.M M et

au-dessous de ses tangentes en chacun des point P1 , P2 . P3 , P4 et P5 .

a) En utilisant les résultats donnés dans la question B 1 b), calculer une valeur approchée par
défaut de I’aire, en centimétres carrés, du polygone AgAsMsM4M3MaM;

b) Pour tout élément i de {1, 2, 3, 4, 5}, on considére le trapéze dont les c6tés sont 1’axe
(O ;T), les deux droites de direction T passant respectivement par A, _etpar A, etla
tangente alacourbe 6 au point P,.

En utilisant les résultats donnés dans la question B 1 b), calculer une valeur approchée par
exceés de la somme des aires, en centimetres carrés, des cinq trapézes ainsi obtenus.

c) Déduire des questions précédentes, un encadrement de 1’aire, exprimée en centimétres
carrés, de la surface 9 .
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EXERCICE 1
1. A l'aide de la calculatrice on trouve

m=197etoc= 1,09 a 10'2 prés.

Intervalles | centres de | effectifs | effectifs cumulés
en mm classes croissants
[16,17] 16,5 1 1
[17,18] 17,5 5 6
[18,19] 18,5 11 17
[19,20[ 19,5 56 73
[20,21] 20,5 13 86
[21,22] 21,5 11 97
[22,23] 22,5 3 100

L'effectif total est 100, le rang de la médiane est 50.
En observant les effectifs cumulés croissants on a :
19 < Mé <20

17<50<73  doa Mé-19_50-17
20-19 73-17

Mé=19+22 Me= 1950 210-2 pras.

On observe qu'il y a autant de tiges qui mesurent

moins de 19,59 mm que de tiges qui mesurent plus

de 19,59 mm,

2. La variable aléatoire X suit la loi normale de

paramétres m = 19,7 et o= 1,1.
a) Soit T la variable aléatoire centrée réduite

associée 'r=xl‘—1°-7, T suitla loi A0, 1) .

>

P(X 2 20,5) = P(T 2&515#) ,

P(X > 20,5) = P(T > 0,727),

PX2205=1- m(0,727) = 1 - 0,766,

P(X 2 20,5) = 0,234 10 pres.
b)P(m-hSX2m+h)=0,95donneen

utilisant la variable centrée réduite T = ): 'lm :

LEPY P %) = 0,95, 2[::(1—'1? -0,5]=095

1,1
soit n(-lh—l) =0,975. On trouve dans la table :
h
1= 1,96 et h = 2,156.
L’intervalle cherché est [17,54 ; 21,85].
¢) La probabilité qu'une tige ne soit pas défectueuse

est P(17$X$22)=P(%119—‘75T522—°1&z

)
» ’l
P(17<X<22)=P(-245<T<209) ,
P(17< X £22) = m(2,09) - 0,5 + 7(2,45) - 0,5
P(17 < X <22) = 0,4820 + 0,4930 ,
P(17 <X <22) = 0,975.

P(-

La probabilité qu'une tige soit défectueuse est donc :
1-0975 = 0,025.
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d) Soit Y la variable aléatoire qui a tout lot de 100
piéces associe le nombre de piéces défectueuses,

Les tirages sont supposés indépendants, pour chaque
tirage il y a deux éventualités:

la tige est défectueuse avec une probabilité p = 0,025
ou la piéce est non défectueuse avec une probabilité
0,975, donc la variable aléatoire Y suit la loi
binomiale %5 (100 ; 0,025).

On approche cette loi binomiale par une loji de
Poisson de paramétre : A =np = 100 x 0,025 = 2,5.

ce parametre est inférieur a 15, p est faible et n est
suffisamment grand, ce qui justifie I'approximation
de cette loi binomiale par une loi de Poisson.

P(X52)=PO(§=0)+P(X=1)+P(X=2)

2,5 -2,5 1 -2.5 2
- x25 e x25 e x 2,5
0! ! 2!
P(X <£2) =0,082 + 0,205 + 0,256
P(X < 2) = 0,544,
EXERCICE 2

A- 1. Puisque y désigne une fonction de la variable
réelle x, définie et dérivable sur 10,42, et y' la
fonction dérivée de y sur ce méme intervalle,

I’équation (EO) est équivalente 3 y* + ;li y=0.

C’est une équation différentielle linéaire du premier
ordre. On sait que la solution générale de I’équation
Y'(X) + a(x)y(x) = 0 est définie par y(x) = Ce ' 0,
ol A est une primitive de la fonction a, et C est une
constante réelle arbitraire. Une primitive de la
fonction (x +— ;1-2- ) sur ]0,+oo[ est (X ~—s - 1 ).

X
On en déduit que la solution générale de (Eo) est
1
définie sur ]O,+oo[ par: y(x) = Ce™ , ol C est une
constante réelle quelconque.

ol

2. Pour tout nlombre réel x>10 ,onagx)=x ti
) ) ﬁ }-{ Y ﬁ
d’oi g'(x)=e +x(--l§)e . g(x)=(1_)_1()e :
X

i

On en déduit : ng’(x) +g(x) = x2(1~ 1 )e* + x
X
1 i i

X X
~Xe +xe

(9

X

ng’(x) +g(x) = x?'ve’lc

ng‘(x) +g(x)= xzex. g est une solution de (E).
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3. L’équation (E) est une équation différentielle
linéaire du premier ordre.

La solution générale de 1’équation (E) est la somme
d’une solution particuliére de cette équation et de la
solution générale de |'équation sans second membre
associée (Ep). La solution générale de I’équation (E)

i

est donc définie sur 10,+oo[ par : y(x) = (x + C)e* |
ot C est une constante réelle quelconque.

B+ 1. a) Pour tout x de I =[1 .%]ona
i 1
f(x)= (x-1)e™, d'od: £1(x) =X + (x-1)(- x1_2 Ve

[

X

2 1 i
-X +
Py =Xl R
X
Le discriminant du trinéme x2- x+lestA=-3.
On en déduit que ce trindme est strictement positif

sur |’intervalle I. :

Pour tout x de I’intervalle I, x2> Oet ex >0,

Par suite la fonction dérivée de f est strictement
positive sur I'intervalle I et f est donc strictement
croissante sur I.

b) Tableau des coordonnées des points Ml’ M2’
M,, M4 et Mg de la courbe &

(approximations décimales d’ordre 4 par défaut des

ordonnées).

X 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5

f(x) [0,2482 | 0,4601 | 0,6474 | 0,8170 | 0,9738

Tableau des coordonnées des points Pl’ P2, P3, P4
et Pg de la courbe €’

(approximations décimales d’ordre 4 par excés des

ordonnées).

X 1,05 1,15 1,25 1,35 1,45

f(x) 10,1296 | 0,3579 | 0,5564 | 0,7342 | 0,8969

¢) Tracé de la courbe &

/\
y
14
4
‘.x\
0 1 “1 37
3 2
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2 a) L'unité d’aire vaut 100 cmz, donc I'aire du
polygone A0A5M5M 4M3M2M1, exprimée en cmz.
est égale & :
100*[a.i:e(AOA1M1)+aim(A1A2M2M1)+aim(A2A3
M3M2)+aire(A3A 4M 4M3)+aire(A 4A5M5M W]
Une valeur approchée par défaut de chacune de ces
aires est :
. 1
aire(ApA M) = 100 x [5 x 0,1 x 0,2482]
. 1
aire(A;A,M,M ) = 100[ 5 (02482 + 0,4601)=0,1]
; 1
aire(A,A;M,M,) = 100 [5(0.4601 +0,6474)x 0,1]
; 1
aire(A3A ,M,M,) = 100 [ 5 (0,6474 +0,8170)x0,1]
. 1
aire(A ,AMsM,) =100 [5 (0,8170 + 0,9738) x0,1]
Une valeur approchée par défaut de I'aire . , du
polygone AOASMSM 4M3M2Ml. exprimée en cmz,
est : S | = 56[0,2482 +(0,2482 + 0,4601) +
(0,4601 + 0,6474) + (0,6474 + 0,8170) + (0,8170
+0,9738)]

K4 | =26,596.

b) On observe que pour chacun des trapézes donnés,

I'image par la projection orthogonale sur 1’axe des
abscisses du point P. est le milieu du segment

[Ai- IAi]. L’aire de chacun de ces trapézes, exprimée
en cm2, est donnée par 100 x 0,16f(xi).

La somme des aires des trapézes donnés, exprimée en
cm2, estégale a :

10 x [f(x)) + f(xy) + f(xg) + f(x) + fixg)).

Une valeur approchée par excés de cette aire est :

K4 ,=106[0,1296+0,3579+0,5564+0,7342+0,8969]

.sze’z =26,75.

¢) Il résulte des positions relatives de la ligne

polygonale A0M1M2M3M 4M5 ,de la courbe C , et
de ses tangentes en chacun des point P1 , P2 Py,
P, et Pg , que .Qfl et ‘MZ sont des valeurs

approchées respectivement par défaut et par excés de
Iaire & de la surface 9 .

On en déduit: 26,596 < .97 < 26,75.
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EXERCICE 1

Dans I'entrep6t de stockage des barres de ferraillage produites par une usine, on a effectué le
prélévement d'un échantillon de 100 barres dont on a mesuré les longueurs

Les résultats sont rassemblés dans le tableau ci-dessous (unité de mesure, le centimétre) :

classe [346:347[ | [347;348[ | [348:349[ | [349:350]] [350:351[ [351:352] [352:353[] [353;354] | [354:355]

eftectif 1 4 14 24 18 21 12 4 2

Pour tous les résultats on demande une valeur approchée a 10 ™2 preés.

1) Statistique :
Calculer la moyenne m et I'écart type o de cette série statistique ; on utilisera les centres de classes,

(Aucun calcul intermédiaire n’est demandé).

2) Probabilités :

Soit X la variable aléatoire qui, 4 chaque barre quelconque stockée dans I'entrepdt, associe sa
longueur exprimée en centimétres. On fait I'hypothése que X suit une loi normale de moyenne m et
d’écart type o (m et o calculés 4 partir de I'échantillon de la question précédente).

a) Déterminer Ia probabilité qu’une barre quelconque de I'entrepdt ait une longueur inférieure 3
353 cm.

b) Soit d un nombre réel positif et (E) I'événement : “une barre prise au hasard dans I’entrepdt a une
longueur comprise dans I'intervalle [m - d , m + d]”.

Calculer d pour que la probabilité de (E) soit égale 4 0.8.

Exercice 2
Cet exercice éudie la courbe € décrite par un cdble souple, non élastique, suspendu par ses

extrémités & deux piliers de méme hauteur et situés & la méme altitude.

Les parties A, B et C peuvent étre traitées séparément.

Compte-tenu de la symétrie du probléme, on choisit le repére (O ;T ,T) représenté sur la figure.
Unité de longueur: IITII = HTH =0,5 cm, échelle 1/200éme, ¢’est-a-dire que sur la figure 0,5 cm
représente 1 m. On démontre, et on I'admet dans ce probléme, que la représentation graphique dans
le repére (O ;T,T) d’une fonction numérique de la variable réelle x solution de I’équation
différentielle suivante :

I y" % y=0 ( % est une constante liée au cible) vérifiant les conditions initiales

y(0)=10 et y'(0) =0,
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_________________________________________ |
u ﬁ P

A Résolution d’une équation différentielle.
1. Donner toutes les solutions de 1'équation (I).
2. Déterminer la solution de (I) vérifiant les conditions initiales :

y(0) =10 et y’(0)=0.

B- Enude et représentation graphique d 'une fonction.
X

X XK
Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle J=[-10,10] par : f(x) = S(t:m +e 0 )
1. Etudier la parité de la fonction f,

2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3. Tracer la courbe représentative %~ de f dans le repére orthonormal (O T ,T) d’unité graphique
0,5 cm.

C- Calcul de la longueur L du céble et de la fléche @ de la courbe 6 .
On note L la longueur du cible exprimée en métres, et d la distance OA = OB = 10 métres.

On admet que L = 201 *(d).
Déterminer la longueur du cdble et calculer la valeur de la fléche ¢.
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Exercice 1

1) Statistique :

La calculatrice donne m =350,47 et ¢ = 1,64

a ](Zl-2 prés.

2) Probabilité :
On admet que X suit la loi normale .1 (m ; o) avec
m=350,47 et ¢ = 1,64.
La variable centrée réduite T =% associée 4 X

suit la loi normale _4 0;1).

a) On a donc : P( X <353)=P(T<3L1'220i7)
P(X <353) % B(T <1,54) , P(X <353) = 1(1.54),
P(X <353)~09382.  P(X < 353) = 0,94.

b) On cherche le nombre réel positif d tel que
P(m-d <X <m + d) = 0,8. En utilisant la variable

centrée réduite T on obtient successivement:

P-4 <7< d ) g5, mi)-l:o,s,
164 1,64 1,64
a9y =18 . 4 5o
G ey )

et par lecture inversedelatableontmuve:

9 2128 diond=2,0%.

1,64

Une valeur approchée de d i 10_2 prés est 2,01,

Exercice 2

A* 1. L'équation (I) est une équation différentielle
linéaire du second ordre 4 coefficients constants.
L’équation caractéristique associée i (I) est r2— 1—3—6 =0,

équivalente 3 (r+ —)(r - 1% =0,

les solutions sont donc Iy 1 et 1= 1

10 10°
On en déduit que toutes les solutions de (I) sont les

fonctions déﬁmes surf R par

0

y-Cle +C 1, ouCletczsontdes

constantes réelles quelconques.
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2. Pour tou:t{ nombre ;{éel xona

y(x)zCle10 + C2e L
X X

"10

ST
donc y'(x) = — Cle 0 Cze
La recherche de la solution particuliére de (I) vérifiant
les conditions initiales ¥(0)=10 et y'(0) =0 conduit

a la résolution du systéme:

{$1+C2=10 {C] +(§2=0
= C{-Co=
10 €1 10€2=0 1-C2=0

La demi-somme, puis la demi-différence membres a
membres de ces égalités donnent respectivement

C]=5 et C2= 5.

La solunon cherchee est la fonction f définie sur R par:

f(x)-S(e +e ilJ ).

B+ 1. Pour tout x del'intervalle J = [-10,10], - x

X
'('171)

appartientaJ et f(-x) = 5(e te )

c~|=’<

X X
f-x) = 5(e 0, e lo ) =1(x). La fonction f est paire.

2. La fonction f est paire, on étudie donc la restriction
de fa I'intervalle (0,10}, la courbe 6 est symétrique

par rapport 4 I'axe des ordonnées (O ; ?)

Pour tout x de [0,10], on a :
X X X X
1 10 1 1o 1 10, 210
f(x)=- - = , f'x)==e e -1
(x) 5 * 5 & (x) 3 ( )
X X
1 5

1 10
fr(x)=— =1J.
(x) 26 (e )
X

Quel que soit x € [0,10], 1 ¢ %50, donc le signe de
X

fi(x) est celui de e o 1.

o

Or, pour tout x de [0,10], onae 2 1.

On en déduit que la fonction dérivée f de fest positive
sur I'intervalle [0,10], et ne prend la valeur 0 que pour
x= 0. Par suite, la fonction f est strictement

croissante sur [0,10].
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Tableau de vanation de f:

X 0 10
1 1
f' 0 + Sm X
2 (¢ e)
f Se+) )
e

ﬂ

10/

Pour le tracé de la courbe 6 ,on a :

1 1 1
~e-=L175 et Se + )= 15431,
ey €+

3. Tracé de la courbe €.

[EETH Bl

T { 1 ||[—|—)

} 1
=

| T I B |
L L L L

4 11
LI LR B

1
|

10

C- Calcul de la longueur L du cdble :
L=20P(10) , L=10e-})
e

Une valeur approchée de L est 23,50 métres.

* Calcul de la fleche ¢ du cable :
P=f10)-10 ,  =Se+1)-10
e

Une valeur approchée de ¢ est 5,43 métres.
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Exercice 1 (8 points)

A - lére partie :

Une machine fabrique des piéces cylindriques utilisées dans le secteur des Travaux Publics.

A chaque piéce on associe sa longueur 1 et son 1ayon r exprimés en centimétres, on définit ainsi

deux variables aléatoires X et Y. La variable aléatoire X suit Ia loi normale de moyenne m; = 30

et d'écart type 61 =0,8 , la variable aléatoire Y suit la loi normale de moyenne my =4 et d'écart

type 67 = 0,1. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Les résultats seront donnés & 10 - 2 prés.

1° Calculer Ia probabilité : P(X < 31,2).

2° Calculer Ia probabilité : P(Y > 42)

3° Une piéce est utilisable si sa longueur 1 est telle que 28,8 <1< 312 et son rayon r tel que
3,8<r<4,2. Quelle est le pourcentage de pieces utilisables produites par cette machine ?

B - 2¢éme partie : L

On suppose encore que la variable aléatoire X suit la loi normale .#7(30; 0,8). On désigne par X

la variable aléatoire qui a chaque échantilion de 36 piéces associe la moyenne des longueurs de

piéces de cet échantillon o

I° Quelle est Ia loi suiviepar X ?

2 Déterminer le réel h tel que P(30-h< X < 30 + h) = 0,95.

3 Un magasin regoit une commande de 36 piéces fabriquées par la méme machine. On mesure les
longueurs de ces 36 piéces ; les résultats sont réunis dans le tableau suivant -

longueur | [28 ; 28,5[| [28.5 ; 29[| [29 ; 29,51 29,5 ; 30]] [30;30,5[| 30,5 : 31] | [31 :3L5[] [31,5; 32[
effectif 1 4 6 9 8 ) 2 1

En faisant I'hypothése que les valeurs observées sont celles du centre de Ia classe, calculer la
valeur approchée x de la longueur moyenne des piéces de cet échantillon.

4 a) Enutilisant la question B - 2°, construire un test dhypothése permettant d'accepter ou de
rejeter au seuil de signification 5% I'hypothése selon laquelle la longueur moyenne des
piéces de la fabrication est bien m; = 30 cm.

b) Utiliser ce test avec I'échantillon étudié i la question B - 3°, échantillon que I'on assimile
a un échantillon prélevé de maniére non exhaustive.
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Exercice 2 (12 points)

L.

ID

Soit I'équation différentielle:  (E) (1+x2)y"+xy=2x

oy est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur |R.

Déterminer les fonctions ¢, définies sur [R, solutions de I'équation différentielle :

EY) (1+x2)y'+xy=0

a) Vérifier que 'équation (E) admet pour solution une fonction g telle que, pour tout x réel,
g(x)=k  kétant un nombre réel A déterminer.

b) En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

¢) Déterminer Ia fonction h, solution de (E), qui vérifie la condition : h(0)=0.

I On considere la fonction f définie sur |R par :

10

2
f(x)=2 F——-----—1 L
a) Etudier la parité de la fonction f.
b) Déterminer la limite de la fonction f en plus I'infini ; interpréter géométriquement le
résultat obtenu,
¢) Etudier les variations de f sur [0 ; +oo[

2 Tracer la courbe C représentative de la fonction f dans un repére orthogonal d'unités
graphiques : en abscisses 2 cm , en ordonnées 5 cm.
¥ Onnote D la portion du plan, ensemble des points M(x,y) vérifiant les deux conditions :
0<x<3 et 0<y<f(x). Onsepropose de déterminer une valeur approchée
de l'aire A de D, exprimée en unités daire.
a) Reproduire sur la copie et compléter le tableau suivant :
5 5 5 5
valeur approchée de f{(x)
4 0,01 prés par défaut
valeur approchée de f(x)
4 0,01 prés par excés

b) On considére les sommes

= %—E[f(owf(%iwf(z‘rwf(sf ey

S = ‘?[f(?w(z‘sr +f<3‘/- +f<4‘r f(V3)]
Interpréter les nombres S et S; comme somme d‘aires de rectangles que l'on représentera

sur le graphique de la question II 2°. Justifier 4 l'aide de considérations géométriques
\3
I'encadrement suivant: S; < J’f(x) dx £ Sy

c) En utilisant les résultats notés dans le tableau de Ia question II. 3) a) déterminer un
encadrement de A.
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Exercice 1
A - lére partie :

1° X suit la loi normale . 17(30 ; 0,8) , la variable

0,8
P(X <31,2) =P(T <1,5) , (X < 31.2)= 7(1,5)
(on trouve dans la table du formulaire m(1,5) = 0,9332)
P(X <31,2)=0,934 10~ 2 pras,

T= suit la loi normale 4" (0; 1),

2°Y suit la loi normale A47(4;0,1), la variable
T =

0,
P(Y242)=PT'22), P(Y242) =1-1()
(on trouve dans la table du formulaire 7(2) = 0,9772)

P(Y 24,2)=0,024 10~ 2 pres.

suit la loi normale .#°(0 ; 1) ,

3° La probabilité qu'une pisce soit utilisable est :
P((28.8 <X <31,2) et (3,8 < Y < 4,2)) , les variables
X et Y étant indépendantes ceci équivaut a
P(28,8 <X <31,2) x P (38 < Y < 4,2) et en
utilisant les variables T et T" 2 : P(-1,5<{T<1,5x
P(-2<T'<2)=2m(1,5)- 1) x 2n(2) - 1)

~0,866 x 0,9544 = 0,83 2 10~ 2 pres.

B - 2&me partie :
On suppose encore que la variable aléatoire X suit la
loi normale ..#(30 ; 0,8).

1° X la variable aléatoire qui & chaque échantillon de

36 pieces associe la moyenne des longueurs de piéces

de cet échantillon suit la loi normale A47(30; 2’5—) ;
V36
«47(30; 0,13).

2°P(30-h < X <30+ h) =095 équivaut en

X-30
utilisant le changement de variable T =013 a
h

h o

P(- 0.13 <TZ 0.13) =095eta 27{(0’13) -1=095
s _h _ s 1 =2

et 013~ 196 , h=0262a10"“pres.

P(2974 < X < 3026) = 0,95,
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3° En utilisant les centres classes comme valeurs du

caractére on trouve avec la calculatrice la longueur
moyenne approchée des pices de cet échantillon

X % 29.903

4 © a) Construction du test :
choixde Hy-m=30 choix de Hjp:m#30
détermination de la région critique :

Sous I'hypothése Hp, m = 30, X suit la loi

normale

47(30;0,13) et d'apres la question B - 2° :

(2974 < X < 3026) = 095

Si Hp est vraie on a 95% de chances de prélever un
échantillon aléatoire dont la moyenne appartient i
l'intervalle 1=]29,74 : 30,26)

régle de deécision :

si x €[29,74;30,26] on accepte Hp

six € (29,74 ; 30,26] on rejette H et on accepte Hj
b) Utilisation dutest: x =2990, x ¢ (29,74 :
30,26] on accepte Hg et on rejette Hi

On accepte donc I'ypothése my =30.

Exercice 2

I- (E) (1+x2)y'+xy=2x

L(E) x2+ Dy’ +xy=0 estune €quation
différentielle linéaire du premier ordre.

On sait que la solution générale de I'équation

a(x)y’(x) + b(x)y(x) = 0 est définie par

y(x)=Ce ) (x)‘ ot F est une primitive de la fonction

5 , et C est une constante réelle arbitraire,

Une primitive de x —s —— sur ]0,+oo[ est
x2 41

1 1 1
x—> hn(x2+1), --lx2+1)=1n
2 2 Vil

On en déduit que la fonction @ est définie sur 10,40

1, 2
par: X »—s Ce'ah‘(" *1) donc

C
X) = ——= ol C est une constante réelle
P(x) )

quelconque.
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2.a) 81 g(x)=k alors g(x)=0. g estsolution 2. a)
de (E) si pourtout réel x , 0 +kx=2x donc o

po T " o [V3 [, V3 V3], Va[ 5
définie par g(x) = 2 est une solution particuliére de (E) 5 5 5 5

valeur approchée de f(x)
4001 prés par défaut | 0 | 0,11 0.35] 0,61 {0.82 | 1
d'une solution particulidre de cette équation et de la valeur approchée de f(x)
4001 prés parexcés | 0 [0,12] 0,36 06210831 I

b) La solution générale de |'équation (E) est la somme

solution générale de I'équation sans second membre
associée (E"),

La solution générale de 1'équation (E) est donc définie

sur [R par : y(x) = 2 + b ,olt C est
VI + x2

une constante réelle quelconque.

¢) h vérifie la condition h(0)=0 , 0=2+C ,
2

C=mly l][x):Z-‘\h——-'b——‘:z
X

2
- fix)=2-
Vl +x2

1. a) L'ensemble de détinition de f est l'intervalle

J- %0 ;+e0[ qui admet 0 pour centre et pour tout réel de
2

eoitolona f(-x)=2-
Vi ()2

fl-x)=2- e v f-x)=1(x), fest paire,
1+3x2

sa courbe représentative admet l'axe des ordonnées
comme axe de symétrie.

b) lim f(x) =2 la courbe représentative de f admet la

X—+00

droite d'équation y =2 comme asymptote horizontale,

¢)f'(x)= ‘/ﬂaz cette expression est du signe de

I +x

x d'oli le tableau de vanations :

X —o0 0 +oo
f'(x) - 0 +
2 2
f(x) \ /
0

d) courbe C : voir plus loin
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b) Sp et 82 sont les sommes des aires de rectangles de

% 3 ; :
méme base 5 et de hauteurs successivement {(0) ,

\f\f\/’\/’\f

Wi2-), 13 5) f(4—)pour51eti(*)
" wf

\[-) f(4 i_) f(V3) pours2 .
Les rectangles permettant de calculer I'aire 51 sont

) f(3

tous situés au dessous de la courbe C, par contre |a

courbe C se situe au dessous des rectangles permettant
\3

de calculer l'aire 87 , _['f(x) dx représentant l'aire A de
0

la portion de plan D, on peut écrire :
\3
j f(x)dx < Sp .
0

¢) On trouve i l'aide du tableal précédent S| : 0,65 a
10 - 2 prés en utilisant la premiére ligne et 0,67 &
10-2 prés avec la deuxieme ligne de méme pour S2:
14102 pres en utilisant la premitre ligne et 1,01 a
10-2 pres avec la deuxiéme ligne.

Le meilleur encadrement pour A sera : 067<ALI.
~
Yl
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EXERCICE 1 (9 points)

Une entreprise industrielle de BTP fabrique des voussoirs en béton destinés i Ia construction
d'ouvrages d'art autoroutiers. Chaque voussoir a une masse qui varie en fonction des dosages du
béton ayant servi 4 les fabriquer.

On a relevé les masses des voussoirs produits au cours d'un mois, et on a obtenu les résultats
suivants ( les masses sont exprimées en quintaux (@)

Masses Effectifs
[49,0 ; 49,2 1
[49,2 ; 49 4] 4
[49,4 ; 49,6] 32
[49,6 ; 49,8] 135
[49,8 ; 50,0] 347
[50,0; 50,2 468
[50,2 ; 50,4] 344
[50,4 ; 50,6] 136
[50,6 ; 50,8 27
[50,8; 51,0 6

I ETUDE DE LA SERIE STATISTIQUE
Déterminer la moyenne m et I'écart type o de cette série , 4 10~ 3 prés. On prendra pour valeurs des
masses les centres de classes ; (on ne demande aucun calcul intermédiaire).

Il APPROXIMATION PAR UNE LOI NORMALE
On désigne par X la variable aléatoire qui, & chaque voussoir, associe sa masse. On estime que X
suit la loi normale de moyenne 50 et d'écart type 0,26.

I) Quelle est Ia probabilité de I'événement : " X > 502"?

2) On ne peut utiliser que les voussoirs dont Ia masse M esttelle que 49,5<M <505
les autres sont défectueux et doivent étre détruits.
Quelle est la probabilité qu'un voussoir, pris au hasard dans la production, soit défectueux ?

I PRODUCTION JOURNALIERE

Dans cette question on admet que la production quotidienne de l'usine est de 80 voussoirs,
On admet également que la probabilité qu'un voussoir pris au hasard dans la production
quotidienne soit défectueux est p = 0,055.
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On estime que le fait, qu'un voussoir soit défectueux, n'a pas d'influence sur I'état d'un autre

VOUSSOIr. :
Soit Z la variable aléatoire qui, & tout échantillon de 80 voussoirs produits un jour donné, associe
le nombre de voussoirs défectueux.

1) Quelles sont les valeurs extrémes prises par Z ?
2) Quelle est Ia loi suivie par Z ? Donner les paramétres de cette loi.
3) Quelle est I'espérance mathématique de Z ?

4) On admet que la loi de probabilité suivie par Z peut étre approchée par une loi de Poisson dont
on déterminera le paramétre.

3) L'usine perd de l'argent dans une journée dés lors que le nombre de voussoirs défectueux
produits au cours de cette journée est supérieur ou égal 7.
Quelle est la probabilité que, un jour choisi au hasard, l'usine perde de l'argent ?

EXERCICE 2 (12 points)
Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal (O ; ,T) (unité : 2 cm),
L. Soit I'équation différentielle:  (E) Xy'+(x-2)y=x-2
ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur 10, +o9],
I° Déterminer, sur ]0, +e<[, les solutions de I'équation différentielle (E"):
E) : xy'+(x-2)y =0
2 Déterminer une fonction constante, solution particuliére de (E) sur ]0, +oo[
3 En déduire sur ]0, +oo I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).
4° Déterminer la fonction solution de (E) sur ]0, +oo[, dont la représentation graphique dans le

repére (O; 1, ] ) passe parA2;1+4¢e-2).

IL. Dans cette partie on considére la fonction f définie sur [R par : f(x)=1+x2e-%,

Onnote C la représentation graphique de f dans I repére (O;T ,T ).
I° Etudier les variations de f et déterminer la limite de f en— oo et +oo,
En déduire I'existence d'une asymptote A.

2 Tracer la courbe C etA dans(0;1,]).

¥ Enintégrant deux fois par parties, calculer la valeur exacte, en cm2, de I'aire A du domaine plan
compris entre la courbe C, la droite d'équation y = 1 et les droites d'équationx =0 et x = 2.
Donner une valeur approchée de A 4 10-2 prés.
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EXERCICE 1
I A Tlaide de la calculatrice on trouve

m=50,098et0 = 0258 4 10 pres,

Il La variable aléatoire X suit la loj normale de
paramétres m = 50 et ¢ = 0,26,
1) Soit T la variable aléatoire centrée réduite associée

aX: T=X-50
0.26

0,2
P(X 2502)=P(T> 2=y |
( )=P(T 026)

»

P(X 2 50,2) =P(T > 0,77),

P(X 2502)=1-10,77) =1 - 0,7794,

P(X 2 50,2) = 0,2206 & 10 ¢ prés.

2) P(495< X > 505 ) = 0,95 donne en utilisant la

variable centrée réduite T 211(_-1m :

P35 c7¢ 05 ) ggs
0.26 0,26
2[m(1,923) - 0,5] = 0,9452
La probabilité qu'un voussoir soit défectueuse est donc

1 - 0,9453 = (,0548.

II1 1) La variable aléatoire Z i tout lot de 80
VOussoirs associe le nombre de voussoirs défectueux,
les valeurs extrémes de Z sont donc Z=0et Z =80 .
2) Les tirages sont supposés indépendants, pour
chaque tirage il y a deux éventualités: le voussoirs est
défectueux avec une probabilité p = 0,055 ou Ie
voussoirs est non défectueux avec une probabilité
0,945, donc la variable aléatoire Z suit la loi
binomiale . (80 ; 0,055).

3) E(Z) =np =80 x 0,055 = 4,4.

4) On approche cette loi binomiale par une loi de
Poisson de paramétre : A =np =44.
PX27)=1-PX<6)=
PX27)=1-(PX=0)+PX=1)+PX=2)+
PX=3)+PX=4)+ P(X0=5) +PX=6))

1 2 3
=1-eg-44 %4 44 44 44
PX2>2T=1-¢ (T}'—‘f 1 + y +3! +
4 6
44 44 44
4 5 T

P(X 2 7) = 0,0786

PX27)=1-09214 ,
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EXERCICE 2

I-1° xy'+(x-2)y=0.0n sait que la solution
générale de 1'équation a(x)y'(x) + b(x)y(x) = 0 est

- F(x
définie par: y(x)=Ce ), ol F est une primitive de
la fonction x — 3(%) , et C est une constante réelle
arbitraire.
T x-2 2
Une primitive de x — e 1 -, sur 10,+o5] est

X —=x-2hnx
On en déduit que la solution générale de (E') est définie
sur J0,+eo[ par:

2
yx)=Ce X *+Inx" scy2e-x
yYx)=Cx2e-X o C est une constante
réelle quelconque.

2° On cherche une solution particuliére de (E) de la
forme y(x) = a , y(x)=0, dod (x-2)a)=x-2
pour tout réel x. Par identification on trouve : a = | ,
la solution particuliere de (E) est donc définie par

yo(x) = 1.

3° La solution générale de Iéquation (E) est la somme
d'une solution particuliére de cette équation et de la
solution générale de 1'équation sans second membre
associée (E").

La solution générale de I'équation (E) est donc définie
sur J0,+oo[ par: y(x) =1+ Cx2e-X op C est
une constante réelle quelconque,

4 f2)=1+4e2, 1+4e2=14Cd4e-2 |

C=1 , pourtoutx de 10,+o[ ,
fix) =1+x2¢-x

II-1°
delim e X =40 et lim x2=+00
X—=00 X ——0C0

on déduit que Lim f(x) =+ o0,

X—+=00

On saitque lm &% /x &= 400 (avec o > 0)
X—»+00

donc lim x@jeX=( cesta dire
X =400

lim xQe-X=( gop lim f(X)=1 doncla
X—+o0 X—+00

droite d'équation y = 1 est asymptote 4 la courbe C.
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r
N
y-
L= = ,
|
4 ; y=l
T |
I
1 l 1 1 LW L ] 1 | 1 | LY
T _] T 0 ¥ /1 T 2 1 | T T L
t 1
a) A==f(f(x)—1)dx, A=Ix2e'xdx
0 0
en posant ux)=x2 , vi(x)=eX >
on obtient : u'(x)=2x , wv(x)=-eX ,

1
1
en intégrant par parties : A =[- x2 e"‘]o - _[- 2xe*dx

0
en posant u(x)=2x , vi(x)=eX »
on obtient : u'(x)=2 ,  yx)=-eXx |,
o 1
1
en intégrant par parties : =-e~! +[-2xc"‘]0 - _l--2e"‘dx 3

0

1
A=-3e-l +2[-f.:"‘l0 3

A=-3e1-2e14+2 donc
A=4(-5¢-1+2)em2
A=064cm?2
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EXERCICE 1 (10 points)
Un atelier est constitué de 30 postes de travail identiques ; chaque poste est équipé d'une machine A
et dune machine B fonctionnant de fagon indépendante. On considére les événements suivants -
A :"Lamachine A est défaillante pour une Journée de fonctionnement. "
B : "La machine B est défaillante pour une journée de fonctionnement."
On note P(A) = 0,1 et P(B) = 0,03.

N.B. : - Les trois questions sont indépendantes.

- Les probabilités seront données & 10 -3 prés par défaut.

1) Pour une journée de fonctionnement et pour un poste de travail aléatoires, déterminer :
a) la probabilité que les deux machines A et B tombent en panne,

b) Ia probabilité que I'une au moins des deux machines tombe en panne,

¢) la probabilité qu'une machine et une seule tombe en panne,

2) On appelle X Ia variable aléatoire qui, un jour tiré au hasard, associe aux 30 postes, le nombre de
postes de travail dans lesquels une machine et une seule est en pamne .

Les 30 postes fonctionnent de manigre indépendante,

On admet que Ia probabilité qu'une machine et une seule soit en panne est 0,124 .

a) Déterminer, en la justifiant la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

b) Calculer Ia probabilité que, parmi 30 postes, il y en ait 4 exactement qui comportent une machine
et une seule en panne.

¢) Calculer la probabilité que, parmi 30 postes, il y en ait au moins 2 qui comportent une machine et
une seule en panne.

d) On approche Ia loi de X par une loi de Poisson.

Préciser le paramétre de cette loi de Poisson.

¢) Refaire les calculs des questions b) et c) & l'aide de la loi de Poisson,

3° A chaque piéce produite par un atelier on associe sa longueur. On admet que I'on définit ainsi
une variable aléatoire Y qui suit la loi normale de moyenne m; = 6,003 et d'écart type o) = 0,005.
Une piéce est jugée acceptable si sa longueur appartient a l'intervalle [5,990 ; 6,010).

Déterminer la probabilité qu'une piéce prise au hasard dans la production d'une Jjournée soit
acceptée.
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EXERCICE 2 (10 points)

I) On considére I'équation différentielle (E) :
(E) y"+4y'+4y=-4x
o y est une fonction de la variable x définie et deux fois dérivables sur IR

1) Résoudre I'équation différentielle: y"+4y'+4y=0.

2) Déterminer les réels a et b tels que la fonction g définie sur |R par g(x) =a x + b soit solution
de (E).

3) Déterminer les fonctions définies sur |R , solutions de E).

4) Déterminer la fonction f solution de (E) qui vérifie f0)=2 etf'(0)=-2.

IT) Soit f la fonction numérique définie sur I = [—l stoof par f(x)=1-x+(x+1)e-2x,

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O ;1 ,T) du plan
(unité graphique 2 cm).

1) On pose ¢ (x) =f(x) - (1 - x) . Calculer limmcp(x); endéduire lim f(x).
X—

X—+00

Donner I'interprétation graphique de ces résultats.
2) Etudier le signe de @(x), surl.
3) Donner I'interprétation graphique de ce résultat.

4) On donne le sens de variation de f ' sur I.

0 +o0

B [

X -

f'x) |-1 =]

\‘2/

En déduire, aprés justification, le sens de variation de f sur L. Dresser le tableau de variation de L

5) Déterminer le développement limité de f au voisinage de x = 0 4 l'ordre 3. En déduire une
équation de la tangente (T) 4 (C) en son point d'abscisse 0 et préciser la position de (C) par
rapport & cette tangente au voisinage de x = 0.

6) Construire sur le méme graphique la droite d'équation y =1-x, la tangente (T), et la
courbe (C).
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EXERCICE 1 o EXERCICE 2
1)P(A)=0,1; P(A)=09. L (B) y"+4dy +dy=-4x.

P(B)=0,03; P(B )=097. 1) L'équation caractéristique associée a 1’équation

a) Les deux machines tombent en panne : A N B
On suppose les événements A et B indépendants donc :
P(A N B)=P(A) xP(B)=0,1 x0,03 ,

P(An B) =0,003.

b) L'une au moins des deux machines tombe en

panne : AUB

P(A UB)=P(A) +P(B) -P(AN B) ,

P(A UB)=0,1+0,03-0,003 ,

P(A U B) = (,127.

¢) Une machine et t une seule tombe en panne P

P(ANB)UP(ANB)=PAN B)+P(ANB)

car les événements A n_fa_ et _f{H B sont
incompa_tib]es. .
PANB)UPAN B) = 0,01x0,97 + 0,99x0,03

car Aet B sontindépendants ainsi que?e{ B.
P(ANB)UP(A nB)=0,027 + 0,097 = 0,124 .

2) a) On est en présence d'une épreuve aléatoire

pouvant déboucher sur deux éventualités :* une seule

machine est en panne " de probabilité p=0124 et

I'événement contraire de probabilité q=0,876.

Cette épreuve est réalisée 30 fois un Jjour donné, les 30

épreuves sont indépendantes, on est donc en présence

d'une loi binomiale @ (30;0,124)

X suit la loi binomiale & (30 ; 0,124) .

b) P(X =4] = C3, (0,124)%(0,876)26

P(X = 4) = 0,207,

OP(X22)=1-PX=0)-PX=1)

P(X22)=1-(0,876)30 -30 x 0,124 x (0,876)29 .

P(X 2 2) = 0,901,

d) La loi suivie par X peut étre approchée par la loi de

Poisson de paramétre A =n p =372,

e~ A x A4
4! ’

PX22)=1-¢-372 —3—'229,‘3’72,

It
P(X > 2) = (,885.
L'écart est important car di a4 une mauvaise
interprétation de la loi de Poisson p =0,124 est trop
important,

PX = 4) = P(X = 4) = 0,193.

3) On admet que Y suit la loi normale de moyenne
6,003 et d'écart type 0,005.

0,007 0,013
P(5,990 <Y < 6,010) = P( - 0,005 €T 0,005 )
Y-6003 . . . "
avec T= 0,005 qui suit la loi normale _+" (0,1)

P(5990 <Y <6,010)~ P(-26<T< 1,4)
~1(l,4) + m(2,6) - 1
% 09192 +0,9953 - 1
= (,9145
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différentielle y” + 4y’ + 4y = 0 est P+ dr +4 =,
équivalente i (r + 2)2= 0. Cette équation admet une
solution double r=- 2. On en déduit que la solution
générale de I’équation différentielle Y +4y'+y=0
est définie sur Rpar: y=(C;x+Cye” %, o
CI et C2 sont deux nombres réels quelconques.

2) Pour tout x de [R, 8(x) =ax + b donc g'(x) = a,
done g"(x)=0.

g est une solution de (E) si et seulement 81, pour tout
xdeR, g'(x)+4g(x)+4 gx)=-4x,
4a+d4(ax+b)=-4x ,4ax +4a +4b=-4x ,
doncda=4, da+4b=0,a=-] et b=1.

Pour tout x de R g(x) = - x + 1.

3) La solution générale de I'équation différentielle
linéaire du second ordre (E) est la somme d’une
solution particuliére de (E) et de la solution générale de
I’équation sans second membre associée, soit :

y=(Cx+Cle s x4 aC etcC,

sont deux nombres réels quelconques.

4) La solution f de (E) vérifie les conditions initiales :
f0)=2, f(0)=-2

0xC +Ce %+1=2, dod C,=1.
f'm)=C, e'zx-Z(Clx +Cpe
f'(0)=(C,-2C,-2C x) e -1,

Donc f'(0) =-2 équivaut & C - 2C2— 1=-2
On a donc C2=l.d’oﬁCI =1,

La solution f cherchée est définie sur R par:
fx)=1-x+(@x+1)e X

I1 1) Pour tout réel x de [- %. +oof |

fx)= 1-x+(x+1)e 2,

P =fx) - (1 -x)=x¢6 X4 2X
lim e2X=0et lim xe’2"=0,

X— 400 X— +00

lim xeZX+e2X=0, lim  @Ex=0,

X— +co X— +o0

lim (1-x)= *+°. onen déduit :
X— +00

lim  f(x) = +e,

X— 400

Pour tout réel x de [—%. o[ , ,l‘u_n. +00 P(X)=0,

la droite d'équation y = 1 - x est asymptote 4 (C).
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2) Pour tout x de [—%, +of . p(x)=(x + 1)e” 2x,

ore” %> 0, donc le signe de (x) est celui de x + 1,

@(x) est positif sur [~ %, +oa[

3) La courbe (C) est au dessus de son asymptote pour

tout x de [- % » +0[ car (x) > 0 sur cet intervalle.

4) D'aprés le tableau de variation de f' sur I, f(x) varie
entre — 1 et — 2 donc ne prend que des valeurs

strictement négatives sur I, d'od le tableau :

X % 0 +00
f(x) | (3+e)2
- 00
5) Du développement Limité :
t..1+t_ +t_2 +t_% t3
MRS TIAE TR THRA U
avec lim gt) =0,
t—0
on en déduit les développements limités :
2 4x2 853
e~ “k=1-2x B te +x3gx),

l =0 i im (- = 0).
avec < .1"(]) £(x) » (puisque x1_1.116( 2x) = 0)

f(x)= 1% + (x + 1)(1 —2x+2x2—§x3 + x 3gx)),

avec lim gx) =0,
x—0
f(x)=2—2x+§x3+ x 3g(x), avec linb &x) = 0.
X =

Une équation de la tangente (T) 3 (C) au point

d'abscisse O est donc y =2 - 2x .

La position relative de (T) et (C) au voisinage du

point d'abscisse 0 est donnée par le signe de :

f(x)-(1-2x)= §x3 + x 3¢(x), avec li:rb g(x) = 0.
X =

f(x) - (2 - 2x) est du signe de §x3 donc

pourx <0 (C) est au dessous de (T) .
pourx >0 (C) est au dessus de (T) .
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TRAVAUX PUBLICS
Session 1995

EXERCICE 1 (10 points)

A) Une entreprise de Travaux publics commande en trés grande quantité des bordures de trottoir en
béton pour reconstituer son stock. Elle s'adresse a deux usines A et B qui lui fournissent respectivement
% et3 de ses commandes. Le pourcentage de bordures inutilisables livrées par l'usine A est 8§ %, le

pourcentage de bordures inutilisables livrées par l'usine B est § %.
1) Quel est le pourcentage de bordures inutilisables recues par I'entreprise ?
2) On examine une bordure au hasard. Elle est inutilisable,

Quelle est la probabilité qu' elle vienne de I'usine A ?

B) L'entreprise de travaux publics préléve au hasard 50 bordures dans e stock. On admet que la
probabilité qu'une bordure ne soit pas utilisable est 0,07.

On note X la variable aléatoire qui, 4 chaque échantillon de 50 bordures prélevées au hasard, associe le
nombre de bordures inutilisables de ce lot (prélévement assimilé i un tirage avec remise),

On admet que X suit une loi binomiale.

1) Endonner les paramétres.

2) Calculer la probabilité que les 50 bordures soient utilisables.

3) Calculer la probabilité qu'au plus 2 bordures soient inutilisables,

C) L'entreprise décide de s'équiper d'une table de coffrage pour fabriquer elle-méme ses bordures.
1) On note L la variable aléatoire associant & chaque bordure tirée au hasard de la production sa
longueur . On admet que L suit la loi normale de paramétres m = 100 cm et ¢ =0,5 cm.
On préléve une bordure au hasard.
a) Calculer, & 10 -3 prés, la probabilité qu'elle mesure plus de 100,6 cm .
b) Calculer, 4 10 -3 prés, la probabilité que sa longueur soit comprise entre 99,2 cm et 100,8 cm .
2) Au bout d'un certain temps, on désire vérifier que la moyenne de la longueur des bordures est bien
100 cm. Pour cela, on préléve au hasard 50 bordures dans la production de I'entreprise, et on les
mesure (prélévement assimilé 4 un tirage avec remise).

Longueurencm | [99;994] |[[994 1998 |[99.8:100,2[ |100,2; 1006 [100,6 ; 101]
Effectif 7 8 15 14 6

a) Calculer, 4 10 -3 prés, la moyenne m, de cet échantillon,

b) On considére que I'écart type de la population reste égal 4 0,5 cm. Construire un test bilatéral
permettant d'accepter ou de refuser I'hypothése selon laquelle, au seuil de risque 5 %, la moyenne
des longueurs de la production est bien 100 cm .
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Pour répondre & cette question :

- Choisir une hypothése nulle Hy et une hypothése alternative Hy,
- Déterminer la région critique au seuil de risque 5 % ,

- Enoncer la régle de décision ,

- Utiliser ce test avec I'échantillon de I'énoncé.

EXERCICE 2 (10 points)
A) On considére 1'équation différentielle E):xy'-2(x+1)y=2e2x od y désigne une fonction de
la variable x, définie et dérivable sur ] 0, + o [ .
1) Résoudre sur ] 0, + o [ I'équation différentielle (E) : x y'-2(x+1)y=0.
2) Déterminer le réel a tel que la fonction g définie par g(x) =@ e 2% soit solution de (E).
3) Endéduire sur ] 0, + oo [, la solution générale de (E). e2
3

4) Déterminer la fonction f solution de (E) vérifiant f(1) = - s

B) Le plan est muni d'un repére orthogonal (O, T ,T) ot les unités graphiques sont 2 cm sur I'axe des
abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées.
Soit f la fonction définie sur [- 1, + oo [ par f(x)= ( 4 - l) e2x et ( C) sa courbe repr&sentat]ve dans

e dnadlilh,
T

(O, T j), (C) est représentée ci-contre.

1) Déterminer le développement limité de f i I'ordre

N idh

2 au voisinage de 0.

2) Endéduire une équation de la tangente T 4 (C) au

point d'abscisse 0 ; puis étudier la position de

(C) par rapport 4 t au voisinage du point A.

T

C) On se propose de calculer la valeur exacte en cm? de

l'aire .o de la partie du plan limitée par (C) I'axe des
abscisses, les droites d'équation respective x = 0 et x = 2.

2

2
1) Calculer l'intégrale J (F-DeZdx.

On pourra déterminer les réels a, b ¢ tels que la

fonction F définie sur [~ 1, + e [ par s .

F(x) = (ax2 + bx + ¢) e 2% soit primitive de f .

2) Donner la valeur exacte de .o . i s

3) Donner une valeur approchée de .7 40,1 prés.

Les parties A, B et C sont indépendantes. R SR
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EXERCICE 1
A) C) - 1) La variable aléatoire L suit la loi normale

1) On note A I'événement “la bordure provient de l'usine
A" et B l'événement “la bordure provient de l'usine B” .

P(A)=3 ,P(B)=2.On note R I'événement “la bordure

est inutilisable” et R I'événement contraire d'aprés
I'énoncé P(R/A) = 0,08 et P(R/B) = 0,05.

Une bordure est inutilisable signifie " la bordure est
inutilisable et provient de A ou la bordure est
inutilisable et provient de B ".

Les événements AN R et BN R sont incompatibles,
donc
P(R)=P[(ANR)UBNR)=PANR)+P®BNR)
P(AN R) = P(A) x P(R/A), P(AN R) = % x 0,08

P(B N R) = P(B) x P(R/B) , PBn R)= I 0,05

w

PR)=] x 008+1 x 005

P(R) -—O'“ST"O—"E P(R) = 0,07.

2) Sachant que la bordure est inutilisable, calculons la
probabilité qu'elle provienne de A :

PANR
P(AIR)=LP(R“)—).

% x 0,08

P(A/R) = o007

P(AR) = 0,762.

B)

1) On est donc en présence d'une succession de 50 épreuves
indépendantes, chacune ayant deux issues : bordure
inutilisable avec unme probabilité constante 0,07 ou
utilisable avec Ia probabilité 0,92.

X suit la loi binomiale & (50 ; 0,07).

P(X =0)= %007 093®

P(X = 0) = 0,0265 2 10 ~ 4 pres

2) P(X <2) = C007)°(0,93)% . (0,07)(0,93)
c2,007)%0,93)*
P(X <2) = 031072 10" 4 pres.
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A7(100 ;0,5), Ia variable aléatoire T = suit la loi

L-1
0,5
normale centrée réduite ./V‘(O- 1.

a) P(L > 100,6) = P(TZOS).

P(L 2 100,6) = (T 2 1,2), P(L 2 100,6) = 1 — 7(1,2),
P(L > 100,6) = 1 - 0,8849,
P(L 2 100,6) =~ 0,115 & 10 3 prés

b) P(99,2 <L < 100,8) = P(- OSSTS_—)‘

P(99,2 <L < 100,8) =2 (1,6) - 1,

P(99,2 <L < 100.8) = 2(0,9452) - 1,

P(99,2 < L < 100,8) ~ 0,890 a 10 - 3 pres.

2) ) la calculatrice donne m, = 100,032 4 10~ 3 pres

b) Construction du test :

- choixde Hy . m = 100 choix de Hy : m = 100,

- détermination de la région critique - o
Sous I'hypothése Hy  m = 100, Ia variable aléatoire X qui,
a tout échantillon de tmlie 50 associe sa moyenne suit la loi

normale 4 (100 ; r ) soit .4 (100 ; )
50 \f

La variable centrée réduite T=10( X - 100)V2  suit Ia loj
normale 4 (0, 1), P(m - h < X < m +h) = 0,95
équivauta  P(- 10hV2< T < 10 hV2 ) =0,95
P(- 1,96 <T<196)=095 , donc 10 k2= 196,
h=0,1386 dod l'intervalle : I=[99,86: 100,147,
Si Hp est vraie on a 95% de chances de prélever un
€chantillon aléatoire dont la moyenne appartient & l'intervalle
[99.86 ; 100,14],
- régle de décision :
On préléve un échantillon aléatoire non exhaustif de 40
bordures, on calcule sa moyenne x
simg € [99,86; 100,14] on accepte Hg
sime ¢ [99,86; 100,14] on rejette Hp et on accepte H.
Utilisation du test :

=100,032 € [99.86 ; 100,14] on accepte Hy) .
On accepte donchypothése m = 100 au seuil de confiance
5%, on considére que, au seuil de risque 5%, Ia moyenne ds

longueurs des bordures de la production est bien 100 cm.
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EXERCICE 2
A)

I° xy'-2(x + 1) y =0. On sait que la solution générale
de I'équation a(x)y’(x) + b(x)y(x) =0 est définie par:

y(x) = Ce x , o0 F est une primitive de la fonction :
x— bix) » et C est une constante réelle arbitraire.

a(x)

Une primitive de x — - ZL;l =-2 —% sur J0,+00(

estx = -2x-2Inx

On en déduit que la solution générale de (E') est définie sur
10,+e[ par: y(x)=Ce2x * LRSI aeX,

y&) = C x2 e 2X oii C est une constante réelle

quelconque.

2° On cherche une solution particuliére de (E) de la forme
gx) =ae X, g(x)=2qe2X ,

X g(x) -2(x + 1)g(x) = 2axe 2X - 2(x + 1)ae 2% »

x g'(x) -2(x + )g(x) = - 20e 2% | pour tout réel x. Par
identification on trouve : ¢ =- 1 , la solution particuliére

de (E) est donc définie par g(x) = - e 2X ,

3° La solution générale de Iéquation (E) est la somme
d’une solution particuliére de cette équation et de Ia
solution générale de 1'équation sans second membre
associée (E'). La solution générale de Iéquation (E) est
donc définie sur J0,+co[ par: y(x) =-¢ 2 + C x2e
2ZX 00 C est une constante réelle quelconque.
° 3 2 2 2

4 f(”=-2 €< équivaut a -2¢ =-¢2+Ce?, done
, C= 1 , pour tout x de  JO,+o°[ |

4
() =-e2 +ixle2x oy peln,

1 -C=

W

B)
1° Du développement limité :
t 12t .
t= LA R i _
et=1 MTIRETIRETIRE o8- O avecxl—l-n})s{t) =0

on en déduit les développements limités :
2 3
e2X=1+2x +% +§;— +x3g(x),

avec xkné &(x) =0, (puisque x1_1.m0(2x) = 0).

)= X2 - 1)1+ 28+ 262 + X2 ()

avec lim g(x) =0,
x—=0
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f(x)=—l--2x—z 2+ x2 g(x), avec lim g(x) = 0.
4 x=0

Une équation de la tangente (T) a (C) au point A
dabscisse O est donc y=-1- 2x.

2° La position relative de (T) et (C) au voisinage du
point d'abscisse 0 est donnée par le signe de :

f(x) = (- 1 - 2x) = :‘-: 2+ x2 g(x), avec lime(x) = 0.

f(x) = (- 1 - 2x) est du signe de - % x2 donc (C) est au

dessous de (T) au voisinage du point A .

C)

) Fx)=(ax2+bx+c)e?x

F(x)= (2ax +b)e2x +2(ax2+bx+c)82x ;
F'(x) = f(x) équivaut a

(Qax+ 20+ b)x+b+20)e 2 = (hx2 - e 2%,

Egalité vérifiée pour tout x de }- 1, + =[ pour :

1
2a-—4 a-8
b 1 , 2a+2b=0
I c=—1-1
b+ 2c=-1 16
F(x)'—'(éxz— %x—l-]—6)e2"

2

1 17 2
d[f(x)dxz[(gxz—gx-fg)ezx]o
2

4 2 1 7
d(f(Xde=(§—8-l—6)e4+g

2
-
Jf(x)ﬁ——lﬁe +16'

2) La portion de courbe comprise entre les droites

d'équations x = 0 et x = 2 est située au dessous de l'axe des

abscisses donc l'aire A est I'opposée de l'intégrale précédente
3

A=(—Ee4+l7—6)U.A,encmonobtient:

29 ebe 2 ac_3.4.1 5
A—2(—16e 416)cm, A-—Se +8 cme=,

3)A=19,6 cm? 40,1 pres.



Travaux Publics 1996

TRAVAUX PUBLICS
Session 1996

EXERCICE 1 (8 points)

Soit I'équation différentielle (E) : y' + % = —13- ou y est une fonction de la variable réelle x définie

et dérivable sur ] 0, + oo ,

1. a) Résoudre I'équation différentielle y' + Z y=0.
b) Déterminer une fonction z de la vanable réelle x, définie et dérivable sur I'intervalle ] 0 y +oo[
telle que y(x) =— z(x) soit solution de I'équation différentielle (E).

En déduire une solution particuliére de I'équation différentielle (E)
¢) Résoudre sur l'intervalle ] 0, + e[ I'équation différentielle (E).
d) Déterminer la solution f qui vérifie f(1) = 0.

2. Soit la fonction f de la variable réelle x définie sur ] 0, + o[ par f(x) =

On désigne par C sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O;T,T) ol les unités
graphiques sont 3 cm sur I'axe des abscisses et 10 cm sur I'axe des ordonnées.

C est représentée ci-aprés.
€

a) En utilisant une intégration par parties, calculer Ia valeur exacte de l'intégrale f % dx
1

b) Calculer la valeur exacte @ en cm? de l'aire du domaine plan compris entre les droites

d'équations x = 1, x = e, I'axe Ox et la courbe C.
Donner une valeur décimale approchée & 103 prés par défaut de @,

0,3

B
I

Vi
W

0,2

0,1

-

-0,1

02

4|

1]

-0,3

04
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EXERCICE 2 (12 points)

La technique de la terre armée utilise des armatures métalliques. Afin d'éviter la corrosion des
métaux enterrés dans les remblais, un laboratoire cherche a savoir si I'on peut utiliser sans danger
des armatures d base de plastique. Dans cette optique, on décide de tester la résistance i la traction
de cdbles composés de polypropyléne.

La traction maximale supportée par un cdble est appelée traction limite.

Le fabricant annonce une traction limite moyenne de 14 tonnes.

Dans tout I'exercice, les résultats seront donnés a 10 -3 prés.

)

a)

b)

2)

a)
b)

3)

4)

La résistance de cent cables a été testée, les résultats obtenus sont les suivants :

Tractions limites entonne | [7,9[ [[9, 11[ |[11,13[ [ [13,15] [15, 1701 [17,19] [ [19,21]

Nombre de cibles 2 12 24 37 13 8 4

Calculer une valeur approchée de la moyenne x, et de I'écart type o de cette série statistique.

Pour cela, on suppose que toutes les observations d'une classe sont regroupées au centre de la
classe. (Aucun calcul intermédiaire n'est demandé).

Calculer avec quelle fréquence les cables de I'échantillon ont leur traction limite strictement
inférieure 4 11 tonnes.

On note p la probabilité que Ia traction limite soit strictement inférieure 4 11 tonnes, p est égale
ao,l4.

On préléve au hasard et avec remise, dans un stock de cables, cinq d'entre eux. Soit X la
variable aléatoire qui, 4 tout prélévement aléatoire non exhaustif de 5 cibles associe le nombre
de cables ayant une traction limite inférieure 4 11 tonnes parmi les 5 cAbles de cet échantillon.
Quelle est 1a loi suivie par la variable aléatoire X ? Justifier Ia réponse.

Calculer P(X = 0), puis P(X 2 3).

Soit Y la variable aléatoire qui, & tout cible prélevé au hasard dans Ia production associe la
traction limite (exprimée en tonne) de ce cble. On suppose que la variable aléatoire Y suit la loi
normale de paramétres m = 13,74 et 6 = 2,6,

Calculer P(Y 2 18,94) puis P(11,14 < Y < 16,34).

Pour contrler la moyenne des tractions limite, on préléve un échantillon de 225 picces dont la
traction limite moyenne est de 13,6 tonnes. On suppose que I'écart type de la population est

encore 2,6 tonnes,
Construire un test permettant d'accepter ou de refuser avec pour seuil & = 0,05 I'hypothése

selon laquelle la traction limite moyenne est de 14 tonnes. Utiliser ce test pour I'échantillon
considéré.
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Exercice 1
1. a) L'équation y' + f y =0 est de la forme

ax)y'+b(x)y=0.
Toutes les solutions de cette équation sont donc définies
sur ] 0, + o [ parf(x) =Ke~ G od K est une

- b
constante réelle et G une primitive de 2 Pour tout x de

bx) _2 _ 2
10, +oo[, S T dot G(x)=2Inx, G(x)=Inx2.
K

D)
fx)=Ke "*° fx)=Kenix? =15

b) Soit z telle que y(x) = é z(x) solution de (E),

2 1 ; :
'(x)=-=32(x) + 5 2'(x) , y est solution de (E) si et
Y'(x) " z(x) 27 (x) , y est solution de (E)
seulement si pour tout nombre réel x de ] 0, + o [,

Y'+%Y=;1§-Pourtoutréelxdf=]0s+°°[’

2 L oy 2 L
- 3x) * 2z 3 %0 3

1, | 1
x—zz(x)=x—3.z(x)=; , Z(x)=Inx + Kj.

Donc y(x) = 1—12*(]11 x+Kj)

¢) L'ensemble des solutions de (E) est l'ensemble des
fonctions définies sur ] 0, + oo [ par

f(n:ﬁ (Inx + K1) od K est une
constante réelle quelconque .
d) f(l) =0 se traduit par KI =0’ f(x) % .
1

2.a)Enposant u(x)=lnx , u'(x) =

V=5, wgs-l

ST & L
=me tloylps A=

@ |—

RTIITTIe
[ €

b) La valeur exacte  en cm2 est (@ =30(1 -% ) cm.

La valeur approchée 4 10 -3 prés par défaut est
A =7927 em?.

Exercice 2

1) a. A l'aide de Ia calculatrice on trouve :
x =13,74 tonnes , 0= 2,602 tonnes a 103 prés .

b) Parmi les 100 cébles il y ena 2 + 12 = 14 qui ont une
traction limite strictement inférieure & 11 tonnes donc

p= % + P = 0,14 pour cet échantillon.
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2) a) On est donc en présence d'une succession de §
épreuves indépendantes, chacune ayant deux issues : le
cdble prélevé a une traction limite inférieure 4 11 tonnes de
probabilité constante 0,14 ou le cdble prélevé n'a pas une
traction limite inférieure & 11 tonnes de probabilité 0,86

X suit la loi binomiale & (5 ;0,14).

b) P(X = 0) = C%0,14)%(0,86)°= 0,470 2 103 pres .
P(X23)=1-P(Y<3)

P(X 2 3)=1 - [CY0,14°086)°+ CL0,14)086)"+

c}0.14%086), P(X23)%1-09782 10°3 pres
P(X 23)=0,0222 103 pres.

3) La variable aléatoire Y suit la loi normale

A" (13,74 ; 2,6), la variable aléatoire T %%73 i
la loi normale centrée réduite 4" (0; 1) .

a) P(Y 2 18,94) = P(T zi% e

P(Y 2 18,94) =P(T 2 2), P(Y > 18,94) = 1 - n1(2),
P(Y21894)=+1-09772
P(L 21894)= 0,023 210~ 3 prs.

26 2,
b)P(11,14 < Y £ 16,34) = P(-ﬂ ST<T6h
P(11,14 £ Y £ 1634) =2 m(1) - 1,

P(11,14 < Y < 16,34) = 2(0,8413) - 1,
P(11,14 <Y <1634) = 0,683 2103 pras.

4) Construction du test :
- choixde Hp . m=14 choixde H; : m # 14,

- détermination de la région critique : o
Sous I'hypothése Hy, m = 14, la variable aléatoire X

qui, & chaque échantillon de 225 pigces prélevé au hasard
dans Ia production associe la moyenne des longueurs des
2,6
15

suit la loi normale centrée,

pitces, suit la loi normale .~ (14 ; ) la variable

X-14
26 *
réduite (0, 1). P(14-h < X <14 + h) = 0,95 équivaut
15 h 15 h

& Ppg sT<y5g
15h

P(-196<T<196)=095, donc Y 1,96,

h=034 103 prés d'od I'intervalle d'acceptation :
1=[13,66 ; 14,34). Si Hy est vraie on a 95% de chances
de prélever un échantillon aléatoire dont la moyenne
appartient 4 l'intervalle [13,66 ; 14,34],

- régle de décision :

On préléve un échantillon aléatoire non exhaustif de 225

piéces, on calcule sa moyenne x

siox € [13,66 ; 14,34] on accepte Hy |

six ¢ [13,66; 14,34] on rejette Hg et on accepte Hy.
Utilisation du test : x = 13,6

x ¢ [13,66; 14,34] on rejette Hy et on accepte Hy, au

seuil de risque 5%, la traction limite moyenne des pices de
la production n'est pas 14 tonnes .

aléatoire T = 15

)=095,
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EXERCICE 1 (8 points)

Un matériau de remblai est l'objet d'une campagne d'essais. En fonction de sa masse volumique,
on veut dimensionner un mur de souténement 4 parement vertical que l'on se propose de construire,
capable de soutenir un tel remblai.

On effectue avec un scraper, des emprunts horizontaux dans une zone argileuse. Les tests de masse
volumique sont faits sur un assez grand nombre d'emprunts pour étre supposés indépendants les
uns des autres, répartis sur toute la zone o ces emprunts sont effectués.

Dans tout le probléme, les résultats seront donnés au milliéme prés.

1. Soit M, la variable aléatoire qui 4 tout emprunt pris au hasard associe la masse volumique
(exprimée en tonnes par m3) du matériau argileux, on suppose que M suit la loi normale de
moyenne m = 1,65 et d'écart type s = 0,065.
a) Quelle est la probabilité que la masse volumique d'un emprunt pris au hasard ne soit pas
comprise entre 1,55 et 1,75 ?
b) Déterminer le nombre positif a tel que la probabilité, qu'un emprunt pris au hasard ait une
masse volumique comprise entre 1,65 - a et 1,65 + a, soit &gale 2 0,80 ?

2. La probabilité qu'un emprunt, choisi au hasard, ait une masse volumique trop grande ou trop
petite pour étre jugé bon est 0,12.
Disposant d'un lot comprenant un grand nombre d'emprunts de matériau argileux, on choisit au
hasard un échantillon de 50. Soit X la variable aléatoire qui associe & tout échantillon de ce type le
nombre d'emprunts non conformes obtenus.
a) On admet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les
paramétres. Exprimer P(X = k) en fonction de k.
b) Déterminer la probabilité d'obtenir 3 emprunts non conformes.

3. Pour contrler effectivement le matériau argileux dont on dispose, on choisit au hasard un
¢chantillon de 50 emprunts et on mesure leur masse volumique respective.

Ce prélévement est assimilé 4 un tirage avec remise.

Les résultats obtenus sont les suivants :

Masse volumique | [1,51 ; 1,55[ | [1,55 ; 1,59[ | [1,59 ; 1,63 | [1,63 ; 1,67 [ [1,67 ; 1,71[ | [1,71 ; 1,75] [1,75; 1,79]
en tonnes par m?
Nombre d'emprunts 2 3 6 20 12 6 1
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a) Calculer la moyenne et I'écart type des masses volumiques de cet échantillon (aucun calcul
intermédiaire n'est demandé) ; on admet que I'on obtient une approximation acceptable de cette
quantité en supposant que dans chaque classe, la masse volumique de tous les emprunts a pour
valeur commune le centre de la classe et on prendra dans Ia suite I'écart type obtenu comme
estimation de I'écart type de la population.

b) Construire un test bilatéral, au seuil de 5 %, permettant d'accepter ou de refuser
I'hypothése selon laquelle la moyenne des masses volumiques des emprunts de la production
est 1,65 t /m3.

Pour répondre  cette question :

- on choisira une hypothése nulle Hp et une hypothése alternative Hi ;

- on déterminera la région critique au seuil de 5 % ;

- on énoncera la régle de décision ;

- on utilisera ce test avecl'échantillon de I'énoncé.

EXERCICE 2 (12 points)

A. Résolution d'une équation différentielle

Soit (E) I'équation différentielle x(x + 1)y ' + y=1+x+Inx oby désigne une fonction de la
variable x, définie et dérivable sur ] 0, + o [ de dérivée y ' et In le logarrithme népérien.

L Sachantquepourtoutréeldcl'intervalle]0,+°°[ona: x(;+1 ])=-—%+XITI

Deéterminer la solution générale de I'équation différentielle xx+Dy'+y =0
2. Vérifier que la fonction g définie sur l'intervalle 10, + o= [ par g(x) = In x est solution de (E).
3. Endéduire la solution générale de I'équation (E)sur ] 0, + = [, et la fonction f solution de (E)
qui vérifie la condition f(1) = 2.

B. Etude d'une fonction
x+1

Soit f la fonction définie sur ] 0, + oo | par f(x) = x HInx et Cla courbe représentative de

f dans un repére orthonormé d'unité graphique 2 cm.
1. Déterminer les limites de f quand x tend vers zéro et plus l'infini.
2. Etudier les variations de f et établir le tableau de variations de f,

3. Déterminer le point A de la courbe C o la tangente a pour coefficient directeur le nombre 41 ;

Déterminer une équation de la tangente 4 C, notée T, au point A.
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4. Le but de cette question est d'étudier les positions relatives de C et T. Pour cela, on considére la

fonction g définie sur ] 0, + oo [ par g(x)=ln% +% —%.

a) Calculer g'(x) sur l'intervalle ] 0, + = [,

b) Tracer le tableau de variations de g (on ne demande pas les limites aux bornes du domaine
de définition). Calculer g(2).

¢) En déduire le signe de g(x) sur ] 0, + o [ .

d) Préciser alors les positions relatives de C et T.

5. Tracer C et T dans le repére défini ci-dessus.

C. Calcul d'intégrale

2
1. Calculer l'intégrale ] = J In x dx en utilisant une intégration par parties.

2
2. En déduire la valeur de l'intégrale I = Jj f(x) dx.

Donner une interprétation géométrique de la valeur de 1.
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EXERCICE 1

1° La variable aléatoire M qui, 4 chaque emprunt prélevé au

hasard dans la production associe sa masse, suit la loi

normale .#7(1,65 ; 0,065).

. . X-1,65

La variable aléatoire T = 0,065

centrée, réduite .+ (0, 1),

a) La probabilité qu'un emprunt, tiré au hasard dans la

production ait sa masse comprise entre 1,55 et 1,75 est
0

PUSS SXS175) =R~ glbes T Ol

P(L,S5<X <1,75)=2m(1,54)-1

P(1,55 <X £1,75) = 2(0,9382) - 1

P(1,55 < X < 1,75) = 0,8764 & 10 ~ 4 prés.

La probabilité qu'un emprunt, tiré au hasard dans la
production ait sa masse comprise entre 1,18 et 1,22 est

donc 0,994 2 10 ~ 3 pras.

suit 1a loi normale

b)P(1,65-a<X <1,65+ a)=08 équivaut i

a a o
P(-0,065 STSO,OGS ) =0,64, 2n( 0,065) 1=08,
u—a — —a =
m( 0,065 )=09, 0,065 "128 ., a=0083%

2) a) On admet que la variable aléatoire X suit une loi
binomiale. On est en présence d'une succession de 50
épreaves indépendantes, chacune ayant deux issues :
I'emprunt tiré au hasard est non conforme de probabilité
constante 0,12 ou conforme de probabilité 0,88. X suit
donc 1a loi binomiale & (50 ; 0,12).

PX =k) = C50,12)%0,88) " |

b) (X =3) = C3,(0,12)%0,88)" .

P(X = 0) = 0,0833 2 10 - 4 pres.

3) ) la calculatrice donne la moyenne de I'échantillon
X =1,6572, l'écart type de I'échantillon o, = 0,0504 et
une estimation de I'écart type de la population 0 =0,0509.
b) Construction du test :
- choixde Hp . m= 1,65 choixde Hy:m # 1,65,
- détermination de la région critique :
Sous I'hypothése Hy, m = 1,65, une estimation de I'écart
type de la population est 6 =0,0509, la variable aléatoire
X' qui, 4 tout échantillon de taille 50 associe sa moyenne,

suit la loi normale .4 (1,65 ;QJ’L—S'O-E .
50

X - 1,65 .
La variable centrée réduite T === V50  suit Ia lo

nommale 4 (0, 1), P(1,65-a < X < 1,65 + a) = 0,95

Sy a a _
équivauta P(- 0—-—'0509 ‘JST:K T< 0,0509 ‘\/5_0) =095,

P(- 196 ST < 1,96)=095, done oo V/50)= 1,96
a=~0,014 doi I'intervalle : I=[1,636; 1,664] ,

Si Ho est vraie on a 95% de chances de prélever un
échantillon aléatoire dont la moyenne appartient a
l'intervalle [1,636 ; 1,664].
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- régle de décision .

On préléve un échantillon aléatoire non exhaustif de 40
bordures, on calcule sa moyenne x

sime € [1,636; 1,664] on accepte Hp |

sime ¢ [1,636 ; 1,664] on rejette Hy et on accepte Hj,

Utilisation du test :

x =16572 € [1,636 ; 1,664] on accepte Ho.
On accepte donc I'hypothése m = 1,65 au seuil de 5%, la
moyenne des masses volumiques des emprunts de la
production est 1,65 t /m3,

EXERCICE 2

A. 1. Soit (E') 'équation différentielle x(x +)y'+y=0,

On sait que la solution générale de I'équation a(x)y’(x) +
F

- F(x
b(x)y(x) = 0 est définie par : y(x) =Ce ( ), ol F est une
primitive de la fonction : x — b(x) » et C est une

a(x)
constante réelle arbitraire.
1 1 1
x(x+1) x x+1 U
J0,+o9[ est F telle que F(x) = In x - In (x+1),
Fx) = - it

On en déduit que Ia solution générale de (E') est définie sur

Une primitive de x —

10, +eo[ par: y(x) = C x;l » ot C est une
constante réelle quelconque.

2. Sur]0, +[, g(x)=Inx, g‘(x):xl ;

X(x+1)g'(x) + gx)=x(x + 1) i +In x , pour tout réel x
de J0, +o[ ona (x +1) g'(x) + g(x) =x + 1+ In x donc g
est bien solution générale de (E).

3. La solution générale de 1'équation (E) est la somme
d’une solution particuliére de cette équation et de la
solution générale de 1'équation sans second membre
associée (E'). La solution générale de I'équation (E) est

donc définie sur ]0,+o[ par : y(x) = E’;—” tlnx
ol C est une constante réelle quelconque.

f(1)=2 équivautd 2=2K,doncC=1 , pour tout x de
osf, fx) =2 +inx

I T L R ——
X—++400 X X =400

lim f(x) = +o,

X —+00

f(x)=$[x+1+xlnx].delin?)xlnx=0,ondéduit

x—b
lim[x+1+xInx]=1et lim f(x)= lim L x >0
x—0 x—0 x=0 X

do lim f(x) = +oo,
ne xl-ta (x) o0
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Corrigé
2.f'(x)="x-:é—'——l+i , f'(x):-l‘;g—l f1)=2.
X 0 1 +00
Fx |0 - 0 +
|| +00 +o0
f(x) \ /
2

3.1"(11)=l f‘squivauts‘f*’u=l etd x2-4x+4=0
4 X 4

eté(x-2)2=0,f(2)=%+ln2.

Le point A a pour coordonnées (2,%+ln2). une équation

delatangente:lCenAesty-r:%(x—Z)+%+1n2,

yr:ix+1+ln2.

|

B 14
+
+ |

4. a) Pour tout réel x de ]0, +°[ on a g(x) =In

o1 1 1
pourxdelﬂ,m{,g(X)=;—;~;;-

2
, —-x¢“+x-1
gl == —

le discriminant est négatif donc g '(x) <0.

est du signe de — x2 + x — 1 dont

¢) La position relative de (T) et (C) est donnée par le
signe de la différence entre les ordonnées sur la courbe C et

*mx-lyo1omo
X 4

la droite T : yo—yT = z

TS SN G S :
y(;-—y'r—]n2 t -4-—g(x)donc.
Pour tout réel x de 10, 2[, g(x) > 0, C est au dessus de T.
Pour tout réel x de ]2, +eo[, g(x)<0, C est au dessous de T.

C.1. En posant
u'(x)=1, v(x)=lnx ,
ux)=x, v'();)=l i

X

2 2
] = j mxdx=[xmx]f-J 1.dx,

1 I
J= [xm—x]f, 1=2ln2-1

2
2.1= j 1+ et gyax,
X
1

b)g(2)=0 J=[x+1nx]21+1'
L 0 - e J=2+In2-1+2h2-1,
g® |1 = J=3In2
a(x) \ J représente l'aire, en unités d'aire, du domaine plan
g(x) I+ 0 - compris entre la courbe C l'axe des abscisses et les droites
d'équationsx =letx=2,
5
y
4
3 [ EFT
\ TErEH
__H-;.:-ﬂ-—""'
-
\ "
2 =1,
‘k_ -~ %
1
0 |
0 1 2 3 4 5 * 6
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUE

1. RELATIONS FONCTIONNELLES : 2. DERIVEES ET PRIMITIVES :

In(ab)=Ina+Ilnb, ot a>0 et &»>0
exp(a+b)=exp axexp b

cos(a+b)=cos acos b—sina sin b y
sin(a+b)=sin a cos b+cos a sin b i) {(I)
cos2t=2cos* t—1=1—-2sin’ ¢ Int %
sin 2tr=2sin t cos ¢
p+q _p-gq ¢ &
i b aly gt
sin p sin g sin 2 cos —2 [[I (C( € IR*) leu']
— + i
sin p —sin q=25-m£_i_‘_?cos_l’_i_‘i sint cost
cos i -sint
_ p+q p-gq
cos p+cos g=2 cosTcos-z— 10 1 12 = JEl
cos “t
e e ya Pra . P—q
Cos p—cCos g 2 sin 2 sm—-—-—2 chi chi
€os a cos b=%[cos(a+b)+cos(a-b)] sht cht
: Arcsint !
sin a sin b=§[cos(a—b)—cos(a+b)] 112
) 1 Arctant i
sin a cos b=5[sin(a+b)+sin(a—b)]. ]+12
_ ed qge(C ae
e¥=cost +isint
: - 1
cost=?](e"+e-“),chr=7(e’+e-’)
I..: . s
i f e (p U B = fpt_p.t
sin t Zl(e e ),shrzfe gt )
e =e(cosPr +isinPr)oua=o+if
3. DEVELOPPEMENTS LIMITES :
i W . ",
e _I+ﬁ+ﬁ+'"+n_!+t e(t)
1 2 n,n n
—_—=]—rt (- + t
157 1 (="t t"e(t)
2 J rn
In(l+8)=t—=+=+..+(=1)""" —+1"¢(1)
2 3 n
3 s 2p+1
int=t——+—+..+(=1Y ———+ 2"
sint=t TR ( W(2p+1)! tP T e(r)
2 t4 2p
=]l——+4—=+..+(-1 + 1%
cos t=1 sita ( )’(zp)! e(t)
-’1 E _I s - +
(I+r)"‘=1+-l""i!r+ﬁ(i"21—)t-+...+m(Ol )n(la i I);"+:"g(;),
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUE

4. STATISTIQUE DESCRIPTIVE :

1 -
a) Moyenne arithmétique : =i X, =
b) Variance et écart-type : v=% S (xn=Ff== (T 5)-(3F, o=VV.

¢) Ajustement affine par la méthode des moindres carrés :

1 l-ﬂ l n .
Covariance : ,,—;2 I-I)()’."‘)’)-; (2 x,-y,.)—xy
im] i
U A1 y ; UX
y=ax+b, ol a=—%; x=ay+b’, ou a'=-=%
Gx . U’
d) Corrélation linéaire : r=;5'T’o_L.
. =0y
5. PROBABILITES : -
a) Loi binomiale : P(X=k)=Cip*q"™* ou C;= “F=h ECO=np, o(X)=Vnpq.

. . . e~ Mk
b) Loi de Poisson : piy _ ky=t )\ E(X)=\, V(X)=A.

A 1 1,5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k
0 (0,368 | 0,223 | 0,135(0,0498 (0,018 | 0,007~ 0,002 | 0,001 | 0,000 | 0,000 | 0,000
1 0,368 | 0,335 | 0,271| 0,149 | 0,073 | 0,034 | 0 ,015 | 0,006 | 0,003 | 0,001 | 0,000
2 0,184 | 0,251 | 0,271 | 0,224 | 0,147 0,084 | 0,045 | 0,022 | 0,011 | 0,005 | 0,002
3 0,061 | 0,126 | 0,180 | 0,224 | 0,195 | 0,140 0,089 | 0,052 | 0,029 | 0,015 | 0,008
4 (0,015 0,047 | 0,090( 0,168 {0,195 | 0,176 0,134 | 0,091 4 0,057 | 0,034 | 0,019
5 10,003 | 0,014 { 0,036 0,101 | 0,156 | 0,176 0,161 | 0,128 | 0,092 | 0,061 | 0,038
6 |[0,001 | 0,004 | 0,012] 0,050 {0,104 | 0,146 0,161 | 0,149 | 0,122 | 0,091 | 0,063
7 {0,000 | 0,001 | 0,003 0,022 | 0,060 0,104 | 0,138 | 0,149 | 0,140 { 0,117 | 0,090
8 0,000 | 0,001 0,008 {0,030 [ 0,065 |.0,103 0,130 | 0,140 | 0,132 | 0,113
9 7 0,000 | 0,003 | 0,013 | 0,036 | 0,069 | 0,101 | 0,124 | 0,132 0,125
10 0,001 0,005 { 0,018 | 0,041 | 0,071 | 0,099 | 0,119 | 0,125
11 0,000 | 0,002 | 0,008 | 0,023 | 0,045 | 0,072 | 0,097 0,114
12 0,001 | 0,003 [ 0,011 | 0,026 | 0,048 | 0,073 | 0,095
13 0,000 | .0,001 | 0,005 | 0,014 | 0,030 | 0,050 | 0,073
14 0,000 | 0,002 | 0,007 | 0,017 | 0,032 | 0,052
15 0,001 | 0,003 | 0,009 | 0,019 | 0,035
16 0,000 | 0,001 | 0,005 | 0,011 | 0,022
17 0,000 | 0,002 | 0,006 | 0,013
18 = 0,001 | 0,003 | 0,007
19 A 0,000 | 0,001 { 0,004
20 " 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,000 | 0,002
21 0,001
22 0 0,8187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488 )
1 0,1637 | 0,2222 | 0,2681 | 0,3032 | 0,3293
2 0,0163 | 0,0333 | 0,0536 | 0,0758 | 0,0988
3 0,0011 | 0,0033 | 0,0071 | 0,0126 | 0,0198
4 0,0002 | 0,0007 | 0,0015 | 0,0030
5 0,0001 | 0,0001 | 0,0003
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUE

¢) Loi normale : :

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : flx)=

1 £

e T,
m

Extraits de la table de la fonction intégrale de la loi normale centrée, réduite N(0; 1)

w(:)=P(st)=f f(x)dx.

m(t)
Table pour les grandes valeurs de ¢ \\
0 ¢
t] 30 | 31 | 3.2 ‘ 3,3 ‘ 34 | 35 | 36 ’ 38 | 40 ’ 4,5"
w(t) | 099865 | 0,99904 0.9993]’0,99952}0,99966 0,997 0,99984!‘0,999928 0,999968‘0.999997’

Nota La table donne les valeurs de 7(¢) pour ¢ positif, Lorsque ¢ est négatif il faut prendre

le complément i I'unité de la valeur lue dang la table.
Exemple : pour t=1 37 m(t=1,37) =0,9147
pour r=-137 11-(1--137) 00853

s, [ee = f} % ;; e i pa S ._f;r'--j -7-:.1 g -] '-"-u , R
0,0 |0,5000 0,5040 0,5-160 0.5 199 0,5239 0,531 9 0,5359
0,1 ]0,5398]0,5438 0,5557 10,5596 { 0,563 6 0,5714 10,5753
0,2 10,5793 0,5832 0,5948 [ 0,5987 | 0,6026 0,6103 | 0,614 1
0,3 10,6179]0,6217 0,6331 {0,6368 | 0,6406 | 0,644 3 0,6480 | 0,6517
0,4 |0,6554]0,6591 0,6700 | 0,6736 | 0,6772] 0 ,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 10,6915]0,6950 0,7054 {0,7088 {0,7125 | 0,7157 | 0,7190 0,7224
0,6 |0,725710,7290 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 0,7517 ] 0,7549
0,7 [0,758010,7611 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 0,7823 /10,7852
0,8 {0,7881(0,7910|0,7939|0,7967 0,7995|0,8023 (0,8051| 0,8078 0,8106 | 0,8133
0,9-10,8159|0,8186 | 0,821210,8238 0,8254 | 0,8289 0,831 50,8340 0,8365 | 0,8389
1,0 {0,8413(0,8438 {0,8461|0,8485 0,8508 10,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 0,862 1
1,1 10,8643 10,8665 |0,8686|0,8708 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 0,8810 |0,8830
1,2 /10,8849 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 0,8925 (0,8944 (0,8962 | 0,8980 0,8997 10,9015
1,3 10,9032 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 0,9099 [ 0,9115]0,9131 [ 0,9147 0,9162 | 0,9177
1,4 10,919210,9207 |0,9222(0,9236|0,9251 |0 9265 10,9279 | 0,9292 | 0,9306 0,9319
1,5 10,9332/0,9345|0,9357|0,9370| 0 ,9382 10,9394 | 0,9406 | 0,9418 0,9429 | 0,944 1
1,6 10,9452 10,9463 | 0,9474 | 0,9484 0,9495 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 0,9535 (0,9545
1,7 10,9554 (10,9564 | 0,9573|0,9582 | 0,959 1 0,9599 10,9608 | 0,9616 | 0,962 5 0,9633
L8 10,9641 0,9649 |0,9656 | 0,9664 | 0,967 1 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 [ 0,9699 0,9706
1,9 10,9713 (0,9719 [ 0,9726 {0,9732 | 0,973 8 0,9744 10,9750 0,9756 (0,9761 | 0,976 7
2,0 10,9772(0,9779 10,9783 | 0,9788 | 0,9793 0,9798 (0,9803 | 0,9808 | 0,9812 0,9817
2,1 10,9821/0,9826 |0,98300,9834 | 0,983 8 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,985 4 0,9857
2,2 10,9861 (0,9864 | 0,9868 |0,9871]0,9875 |0 ,9878 10,9981 | 0,9884 | 0,9887 |0,9890
2,3 10,9893 10,9898 | 0,9901 |0,9904 | 0,9904 |0 ,9906 10,9909 0,9911 |0,9913 0,9916
2,4 10,9918]0,9920)0,9922|0,9925|0,9927 |0 ,9929 10,9931 0,9932 10,9934 0,993 6
2,5 |[0,9938(0,99400,9941]0,9943 0,9945 [.0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,995 1 0,9952
2,6 10,99530,9955|0,9956 (0,9957 | 0,9959 0,9960 (10,9961 0,9962 | 0,9963 | 0,996 4
2,7 10,9965 [0,9966 {0,9967 [0,9968 | 0 9969 10,9970 (0,99710,9972 {0,997 3 0,9974
2,8 10,997410,9975]0,9976 10,9977 | 0,997 7 0,9978 (0,9979 ] 0,9979 | 0,998 0 0,998 1
2,9 10,9981]0,9982 |0,9982 (0,9983 | 0,998 4 0,9984 10,9985 | 0,9985 [ 0,9986 [ 0,9986
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