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INTRODUCTTION

Pourquoi s'intéresser ainsi au théoréme de Pythagore ?

Ce résultat a une grande importance historique et a été
6tabli -non nécessairement démontré dans un cadre axiomatique- de nom-
breuses maniéres et dans des contextes aussi bien mathématiques que cul-
turels trés divers.

Dans nos manuels scolaires du ler cycle de ces derniéres
années il apparait a la fois comme le résultat d'une démarche axiomatique
compliquée et comme un corollaire sans importance.

I1 nous a paru utile de regrouper autour de ce théme des
documents et des propositions d'activité en classe (problémes, découpa-

ges).

La lourdeur axiomatique de 1'enseignement de la géométrie
est actuellement trés contestée. Méme les nouveaux programmes officiels
laissent plus d'autonomie & 1'enseignant dans sa démarche. Cette liberté
ne pourra se concrétiser que si les enseignants ont les moyens collectifs
de dégager de nouvelles approches de 1'enseignement de la géométrie :
travailler autour d'un théme, donner aux &léves les moyens de “saisir
1'espace" (H. Freudenthal, Mathematics as an educational task, D. Rendel
Dordrecht 1973)... Elaborer des projets, faire des expériences, diffuser
leurs résultats ... Ceci nécessiterait que le temps et les moyens d'une
autoformation des enseignant(e)s continuent & exister... dans les I.R.E.M.
et ailleurs.
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CHRONOLOGTIE SOMMAIRE

Dates approximatives

1900 - 1600 Tablette babylonienne Plimpton 322

cette tablette contient 15 triplets pythagoriciens

d'une grande complexité.

- 1650 Papyrus de Rhind
contient 85 probléemes, mais pas le théoréme de
Pythagore.

- 753 Fondation de Rome

- 600 Thaleés

- 540 Pythagore

‘ Personnage semi-légendaire dont aucun écrit ne

nous est parvenu.

- 500 Sulvasutras (Inde)

Triangles rectangles en nombres entiers en re-
lation avec 1'architecture religieuse.

- 460 Parménide

] Sphéricité de la terre.

- 340 Aristote

- 300 Fuclide

Les Eléments d'Euclide contiennent une démonstration
du théoréme de Pythagore et de sa réciproque (livre I
propositions 47 et 48.)
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100

+ 150

+ 250

+ 470

+ 998

+ 999

+ 1303

Mort d'Archiméde

Zhou bi suan jing (Classique du gnomon et des tra-
jectoires circulaires des cieux. Chine).

contient le théoréme de Pythagore et de nombreuses

relations dérivées de ce théoréme.

Héron d'Alexandrie

formule donnant 1'aire d'un triangle en fonction

des cotés S = /p(p-a) (p-b) (p - ¢)

Ptolémée

Diophante

Zu Chongzhi

Mathématicien chinois, Calcule la valeur approchée

pi ~ 355/113 par la méthode des polygones. En Eu-
rope i1 faut attendre le 16e siécle pour obtenir une
aussi bonne valeur de pi. La méthode de calcul sup-
pose une bonne connaissance du théoréme de Pythagore.

Mort d'Abu’' 1' Wafa

contient un chapitre sur les dissections.

Gerbert

pape connu également sous le nom de Sylvestre II,

c'est un mathématicien renommé. Cf : probléme de Gerbert.

Zhu Shijie

Mathématicien chinois . Résoud des systémes d'équa-
tions polyndmes jusqu'd 4 inconnues et jusqu'au 1l4éme
degré. Un grand nombre de ses problémes font interve-
nir les propriétés des triangles rectangles. Voir
John Hoe : Les systémes d'équations polyndmes dans le

Siyuan Yujian (1303) Collége de France, Institut des

Hautes Etudes Chinoises, Paris, 1977.
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Naissance de Seki Takakazu

Japonais. Utilise beaucoup Te théoréme de Pythagore en
géométrie métrique. Est également trés célébre (bien
que cela soit peu connu en France) par sa découverte
des déterminants et des nombres dits "de Bernouilli".
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LA TABLETTE BABYLONIENNE PLIMPTON 322 ()
(vers 1900 - 1600 av. J.C.)

illustration p. 9

Cette tablette se compose de 15 lignes de caractéres cunéi-
formes qui notent des nombres en numération sexagésimale. Les nombres
composant cette tablette peuvent se comprendre de la maniére suivante :

B si 1'on note a, b, ¢ les cOtés d'un triangle
rectangle les nombres de la seconde colonne re-
¢ a présentent a , ceux de la troisiéme représentent
C 1'hypoténuse ¢ et ceux dela premiére repré-
A b sentent la valeur du rapport %§~ = ———%—;— .
cos

Le résultat du calcul de b ne figure pas du tout dans la tablette mais
les quinze lignes du texte vérifient dans tous les cas *ox 1'interpréta-

tion que nous venons d'en donner. Ainsi, par exemple, pourla premiére 1i-
59 119 ; 169

a.= 1,59 (sexagésimal) = 1 +z5' = =g, c=2,49= 2 + éU -
et le nombre sexagésimal 1,59,0,15 correspond exactement (aprés simpli-

fications) & &5 - 285l (1,59,0,15 = 1+ g o+ (;Z)

3 )

Si 1'on observe attentivement la succession de ces lignes de
nombres on est frappé de leur désordre apparent, mais un examen attentif de
la premiére colonne laisse apparaitre une variation réguliére : il s'agit

des valeurs de ——17—— pour A variant de 45° (lére ligne) & 31° (quin-
cos A

zieme ligne). Cela est absolument remarquable et correspond & des triangles
rectangles dont les cotés forment des "triplets pythagoriciens" ( solutions

24 pf =%y

Etant donné la grande complexité de ces suites de nombres on est amené a
supposer que les babyloniens possédaient une technique efficace pour les

calculer simplement. Or ces triplets s'obtiennent comme suit en représenta-

(a, b, c) en entiers naturels de 1'équation diophantienne a

tion paramétrique :

(p et q paramétres)

o
]

~n
©
£

o
"
R~/
+
0

% du nom de la collection Plimpton de 1'université Columbia & New-York.

«4 & condition d'accepter les reconstitutions ‘Droposées des nombres manquants
indiqués entre crochets dans la figure.



(ainsi pourla premiére ligne p =12 et q=5 permettent de trouver
a=119 , b=120 et c = 169).

Les babyloniens devaient donc posséder 1'analogue de telles
formules pour calculer les cdtés des triangles rectangles. Neugebauer pro-
pose une explication relativement convaincante montrant comment obtenir ces
formules avec des raisonnements trés simples :

sionpose a=x+y et b=x-y

pour que a2 = b2 + c2 il faut supposer c2 = 4 xy . Comme on cherche a, b,

2
[4

¢ entiers, il est naturel de prendre x = p2 et y =q° . Par cette métho-
de (que 1'on pourrait reformuler sans algébre mais uniquement & 1'aide de
raisonnements arithmétiques) on trouve

2 2 2 2 _,

a=p +q , b=p -a c=2pq.



la tablette babylonienne

(1900 - 1600 av. J.C.)

24
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fig 1. Plimpton 322

v 11 1§ I v I 11
[1,59.0]15 1,59 2,49 1 a b ¢
[1,56.56)58.14,50,6.15 56.7 3,12.1 2 120 119 169
[1,55.7)41,15.33 45 1,16.41 15049 3 3 456 31367 4825
[1.5[3.1]0.29.32.52.16 3.31.49 59.1 4 4800 4601 6 649
[1.]48.54.1.40 LS 1.37 5 13 500 12 709 18 541
[1.]47.6.41.40 5.19 8.1 6 7 65 97
[1.J43.11.56.28.26.40 38.11 59,1 7 360 319 481
[1.]41.33.59.3.45 13.19 20,49 8 2700 2291 3541
[1.]38.33.36.36 9.1 12.49 9 960 799 1249
1.35.10.2.28.27.24.26.40  1,22.41 2.16,1 10 600 481 769
1,33.45 45 1,15 11 6 480 4961 8 161
1.29.21,54.2,15 27,59 48 49 12 60 45 15
[1.]27.0.3.45 7121 449 .13 2 400 1679 2929
1,25.48,51,35,6,40 2931 53,49 14 240 161 289
[1.]23.13.46,40 56 53 15 2700 1771 3229
90 56 106

FORE SNERE SRR A et

p— e gown S —
B L Nd e KO

Traduction de la tablette
. fig 3 : Triplets "Pythagoriciens"
fig 2. Division sexagésimale. 9 P ythag
correspondants aux nombres

de Ta tablette.
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LES DEMONSTRATIONS " CHINOISES " DU
THEOREME de PYTHAGORE

11 s'agit de démonstrations par dissection d'une figure.
(on dit aussi par décomposition et, en pédagogie on peut parier de décou-
pages). La méthode consiste & décomposer une figure donnée en un certain
nombre d'éléments qui, juxtaposés d'une autre maniére, reproduisent une
autre figure ayant la méme aire que la figure initiale. Selon cette mé-
thode, pour démontrer le théoréme de Pythagore on doit décomposer le carré
2 2 2

¢“ de maniére a faire apparaitre une figure d'aire a~ + b~ . Par exem-
ple :
b
— >
N "
2 5 |2t
1 o donne b 2 ¢
5 3 !
:3
b 1 : a
4\U 4
4 g | v

AN

v
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Yang Zuomei
XVIle siécle

An Qinggiae
1759-1820

Xiang Mingda .

1789-1850

[~

R

ai+b2= (8—q+p) + (8
+m+q) =2 s+p-+m,

2=2s+p+m.

» G

K6 e w %R
al+-2= O BK+0AH
=DKG—43=(0+,5)2_48

=0CL-4s=04D=c

ks o4 m
2+ 2= 0K L+ 0BG
e %% BUELH-23

=0AD=c2

w = ‘1+P,
b’:,‘-:+3+q'

(2:ﬂ-§-p+m+s+q.

" | Hua Hengfang
1833 - 1902

BE 10, WEYII—iye

BEh ZE &
Qe bi= (it p)
+(m+s+q‘)'

2=ntp+m+8sd-q.

]
i Ly Rui

B 1773-1817

I P

-
B Y

*

try
|
/1
§
-
e |
{
———
!
:\\$
3

/] He Mena Yao

H

9‘3 T b I8 % L’;}.
@+ =0LH+D A4l
=0FG~4s,

A=DAD=0G~4¢,

c 9 5 M

kS, 9 7 w.

B+ =OGF+ Al

[}

Chen Jie
vers 1700

= 15K ACFDE =23

=04D=c"
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COLLECTION A L'USAGE DES ELEVES DU SECONDAIRE

B R = xR FE

LE CERCLE ET L'EQUATION DU SECOND DEGRE

&
g

MA MING

L'aire de la figqure totale établie de 2 fagons différentes permet

de voir la relation fondamentale du triangle rectangle.

2

Exemple : fig. 6  Aire totale = C + I+ IT + 111 = aZ + b

+ 1+ 11 + 111

1 v
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triplets pythaqoriciéns (a, b, ) [solutions de 1'aguation

2 2

¢ =a 2

+ b

1. extrait de "le cercle et 1'équation du second degré. Ma Ming .

en ertiers naturels]

a-am’—-n’, b—zmﬂ’ . C"m”*‘ﬂ’,

oo m Rl T E R HRE m>n,
Flns: m=2, n=1, ¥4 8+ 4'= U,

m=3, n=2, AT B+12'=183,
n=38, n=1, $i# 8+ 6'=10%
m=d, n=3, A T7+241=25",
m=4, n=2, AT 1274107 =20%,
m=4, n=1, A7 16+ 8' =177,
m=b, n=4, @45 9'4+40°=41",
m=5, n=3, $1f 16°+307=34?,
=B, n=2, §A7 217+20° =20,
m=B, n=1, BAA 24°+10"=267,

Qco-n-.ocl..nlbnouoo--..a-‘unonca--’qco.o-.

&
@
®)

®)
(6)
@
. ®
o

10)

s R R SRR I AN H— R SIS, RUTRAR

i, EA

0% == (m?+n?)? =mi+2m™n* 0t

@

a2+ b= (m2—n?) 2+ (2mn)?
n'fn,‘"*"277742'712“*"11'4,
ETEL
=g+ b,
NG | ! !
| " | o k 3 | 4 . | € e
BN i i { | | i
o ——— - ,,..,,' - i ——
213,45 | | ! !
R R . !
P i i i
8 | 6100 53213 | i
e e e — L
4 m,&u!ujamiﬂzmﬁ! % |
JE SR P e - ! .
SR N o e ;
B 124,10,26] M0 163034 440,41 | |
AP e i e e e e N L
| ; P T B L
G i Lon2,07 1 ER2000 0 2736458 10,2552 11,00,01 i !
. [ b R e e e e -
{ . : ; ;
5 ideJ¢0145£BLS;4OA2L8i33&8&5;24ﬁ0ﬂ4}13£‘\31
1] 3 1
.} R IR 5 ‘ ......... [ eeceeaene D, j ......
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table permettant d'ordonner les triplets pythagoriciens.

2. extrait de

N - - .
la géométrie des Mathématiciens

- - l u
chinois” Xu Chun Fdnq
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Les pages qui suivent sont consacrées & une illus-
tration sur papier calque et sans paroles d'une preuve chinoise du
théoréme de Pythagore datant approximativement de la dynastie des

Han (- 200 av. J.C. + 200 ap. J.C.).

d'aprés : Schrimpf (Robert), La Collection mathéma-

tique " Souan King Che Chou " contribution a 1'histoire des ma-

thématiques chinoises des origines au VII® siecle de notre ére ,

4 vol. , 27 cm , 566 ff. , pl. thése univ. Rennes , 1963 (inédite).



Planche n° 1 : Triangle de base
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Planchen®° 2 : C2
(@a+b)2 =c2-2ab




£0: € °n eranslq
deS-50= §(d + 8)
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Planchen®°3: a2+b?
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a2 + b2

Planchen° 4:
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‘Illustration du bien’ d'aprés une copie de ['édition de 1084
reproduite dans [e Tien lou [in lang ts'ong chou

a

N/
VAR
£ (O
/ 2N
NF /] N

/' N /

N/ v

\Qg%y .::/\>/
N/

N4

N

| S Ol S -

SRS | Ry

Cette figure illustre également 1'égalité :
(a+b)2=c2+2ab
soit (a+b)2= aZ+ b2 +2ab




LES OEUVRES D' EUCLIDE

Traduites littéralement par F. PEYRARD

et éditées 3 PARIS en 1819

PROPOSITION XLVIL

Dans les triangles rectangles, le quarré du coté opposé a Vangle droit est
égal aux guarrés des cdtés qui comprennent l'angle droit.

Soit ABT un triangle rectangle, que BAT soit Pangle droit; je dis que le quarré
du cété Br est égal aux quarrés des cOiés Ba, AT.

Décrivons avec Br le quarré BAET, et avec BA, AT les quarrés HB, AT; et par
le point A conduisons AA paralléle 2 Yune ou i lautre des droites Ba, TE; et
joignons Aa, zr,

Puisque chacun des angles BAr, BAH est droit, les deux ‘droites AT, AH,
non placées du méme cété, font avec la droite BA au point A de celtc
.droite, deux aungles de suite égaux & deux droits; donc la droite TA est
dans la direction de AH; la droite BA est dans la direction 4@, par la
méme raison. Et puisque l'angle abr est égal & l'angle zBa, étant droits F'un
et Vautre, si nous leur ajoutons I'angle commun ABr, Vangle entier aBA sera
égal i l'angle entier zBr(not. 4). Et puisque 4B est égal & Br, et 2B & Ba, les
deux droues AB, 844 sont égales aux deux droites IB, BZ, chacune 2 chacune,
mnais angle aBA est égal 2 l’augle 28r; donc Ja base Aa est égale & la base
zr, et le triangle ABa égal au trwngle zer (4). Mais le parallelogramme BA
est double du triangle aBa (41), car ils ont la méme base BA et ils sont eatre

les mémes paralleles Ba, Aa; le quarré BH est double du triangle zBr , car
ils ont la méme base Bz et ils sont eotre les mémes paralléles zB, Hr; et les
grandeurs qui sont doubles de grandeurs égales, sont égales entr’elles; donc le
parallélograme BA est égal an quarré HB. Ayant joint AE, BK, nous démon-
trerons semblablement que le parallelogramme TA est ég al au quarré er; donc
le quarré entier BAEr est €gal aux deux quarrés HB, er. DMais le quarré Bakr
est décrit avec Br, et les quarrés HB, er sont décrits avec BA, Ar; donc le
quarré du coté Br est égal aux quarrés des céiés Ba, AT. Donc daus les trian-
gles, etc.
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PROPOSITION XLVIIL

B T
Si le gnarré d’'un des cétés d’un triangle est égal aux quarrés des deux
c6tés restants de ce triangle, I'angle compris par les deux cdtés restants est
droit. ‘ -
Que le quarré du cété 5r du triangle ABT soit égal aux quarrés des cotés
BA, AT; je dis que l'angle BAT est droit.

-

Du point 4, conduisons la droite Aa perpendiculaire i AT (11), faisons aa
égal 2 BA, et joignons aT.

Car puisque 24 est égal 4 4B, le quarré de aa est égal au quarré de 4s.
Ajoutons le quarré commun de ar; les quarrés des droites Aa, Ar seront égaux
aux guarrés des droites BA, Ar. Mais le quarré de ar est égal aux quarrés des
droits aa, Ar {47), car Vangle aAr est droit, et le quarré de Br est supposé
égal aux quarrés des droites BA, Ar; donc le quarré de ar est égal au quarré
de Br; donc le coté ar est égal au coté Br; mais Aa est égal & AB, et Ar
est commun; donc les deux droites aA, AT sont égales aux deux droites BA,
AT ; mais la base ar est égale 4 la base Br; donc P'apgle aar est égal & 'an-
gle Bar (8). Mais l'angle aAr est droit; donc l'angle BAT est droit aussi.

Donc, etc.
.
Ul
N
23
NP/
Q\! 1Y . __.——-—n: Q
o~ 3
f \ .
N\ L 7
\\‘ N7

The “Bride’s Chair” diagram of Euclid's E/lements 1. 47 in a World War | setting.
[7he Mathematical Gazette, 11 (1922-1923), 364.]

ou le sexisme ordinaire
fait bonne mémoire !

rd Gewpnua TS YORPNS.
(With apologies to La Vie Parisienne.)



traité de géométrie élémentaire

Eugéne ROUCHE et Ch. de COMBEROUSSE

Scovie, ,

R 1. On peut donner du théoréme qui précéde (438) une
lére Ed. 1866 autre démonstration qui montre comment on peut décom-
. ) oser effectivement le carré construit sur I'bypoiénuse en par-

Livre IV - Les Aires ties capables de recouvrir les carrés construits sur les cdtés.

Soit { fig. 259) le triangle ABC rectangle en A. Sur ’hypoté-
nuse BC, construisons le carré BCHK. Des sommets HetK,

Fig. 259.

abaissons sur le cdté AB et sur son prolongement les perpen-
diculaires HG et KI; des sommets C et K, menons a ce méme
c61é, jusqu’a la rencontre de HG, les paralléles CF et KL.
Les quatre triangles rectangles ABC, CFH, BLK, KIB, sont
égaux, comme ayant I’hypoiénuse égale et un angle aigu égal.
GIKL et ACFG sont donc les carrés construits sur les cbtés AB
et AC du triangle donné. La figure montre alors immédiate-
_ment que, si I'on enléve les deux triangles HCF, HLK, qui,
avec le pentagone irrégulier CFLKB, constituent le carré con-
struit sur 'hypoténuse, pour le? placer ¢n CAB et BKI, on
forme, avec les trois mémes parties disposées de cetie nou-
velle facon, la figure ACFLKI, qui est précisément la somme
des deux carrés construits sur les deux cotés de I'angle droit.

442. Enfin, on peut encore déduire le méme théoréme
de celui dd ne 22%. Car, puisque I'aire du carré construit sur
une droite a pour mesure le carré du nombre abstrait qui
mesure la longueur de cette droite, on voit que le théoréme
du n° 224 exprime que la mesure du carré construit sur ’hy-
poténuse est égale & la somme des mesures des carrés con-
struits sur les cdtés de Vangle droit, et, par suite, que le
premier carré équivaut a la somme des deux autres. Inverse-
ment, on passerait du point de vue concret au point de vue
abstrait, c’est-a-dire du ne 438 au n° 224, en remplagant les
aires des carrés par leurs mesures respectives.

La méme remarque s'applique aux diverses relations numeé-
riques que nous avons démontrées dans le § IV du Livre 111,
entre les divers éléments d'un triangle rappertés & une unité
commune. De ces relations, résultent immédiatement autant
de théorémes sur les alres, et I'on pourrait inversement don-
ner des démonstrations directes de ces derniers théoremes et
en déduire ensuite les relations numériques correspondantes.

438 - Théoréme de Pythagore

224 - démonstration du théoréme de Pythagore utilisant

la similitude .
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LA PHILOSOPHIE PYTHAGORICIENNE
ET SES IMPLICATIONS

(D'aprés Daniel Shanks, Solved ans unsolved problems

in number theory, ch. III p. 121 sq.l).

41. Les pythagoriciens

Nous allons examiner & présent une troisiéme source de la
C 2 . . N s
théorie des nombres”, bien antérieure & 1l'apparition des nombres décimaux pé-

riodiques, et méme plus ancienne que les nombres parfaits.

Définition 37 : On appelle nombres pythagoriciensB, trois naturels véfifiant

1'équation

a + b = c (162)

La notion de nombres pythagoriciens est double

a) Elle renvoie au théoréme de Pythagore (propriété du triangle rectangle dont

les cdtés sont des naturels).

b) Elle se rapporte au fait que les pythagoriciens ont trouvé une formule permet-

tant d'obtenir une infinité de tels triangles, & savoir

Soit m impair et plus grand que 1 , pour obtenir un triplet

pythagoricien il suffit de poser

(m” - 1) ; c = }é-(m2 + 1) (163)

par exemple

w
+
>
i
wn
wn
+
—
N
i

13

1. Chelsea Publishing Company, New York, 1978, 2e ed., 1e ed. 1962.

2. Dans son ouvrage Daniel Shanks explique gque la théorie des nombres est issue
de trois sources fondamentales : les nombres parfaits, la loi de réciprocité

quadratigque et enfin les nombres pythagoriciens.

3. Plus précisément : "triplets pythagoriciens”.
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L'adjectif "pythagoricien” préte & confusion pour au moins
deux raisons. Tout d'abord parce que Neugebauer4 a démontré que, plus de
1000 ans avant Pythagore, les babyloniens savaient trouver des triplets définis
par 1'éguation (162) sans se limiter & ceux que (163) permet d'obtenir . En-

suite, l'expression "nombres pythagoriciens" ne suggére pas du tout, et tend

méme & dissimuler le fait gu'originellement les pythagoriciens étaient per-

suadés que tout triangle rectangle devait nécessairement avoir des coteés entiers

pourvu que l'unité de longueur soit convenablement choisie. Qui plus est, loin
d'étre le fruit du hasard, une telle conception est au contraire fondamentale
dans toute la philosophie pythagoricienne. Une découverte que firent les pytha-
goriciens en théorie des nombres provoqua une profonde crise au sein de cette

philosophie et des mathématiques grecques.

Né dans 1'ile grecque de Samos, Pythagore (570 2 - 500 ? av.
J.C.) voyagea en Egypte, en Mésopotamie peut étre aussi, fonda une école et
une communauté secréte en Italie du Sud. Nous n'entrerons pas dans le détail
des théories éthiques qu'il développa alors. En sciences, il étudia l'arith-
métique (c'est-a-dire : la théorie des nombres), la géométrie, la musique et
la sphérique (c'est-a-dire : l'astronomie mathématique). Il considérait que
1l'arithmétique constituait le domaine d'étude fondamental. En fait, la philo-

sophie pythagoricienne estimait que tout est nombre. Nous soulignerons le fait

que dans ce contexte, nombre signifie entier naturel : il n'existait alors

aucune autre sorte de nombre. Puisque nous nous occunons ici de théorie des
nombres, nous allons examiner plus en détail le sens de cette idée dont les

implications sont nombreuses.

L'une des premiéres découvertes de Pythagore se rapporte au
lien qui unit nombres et intervalles musicaux. Soit par exemple une corde ten-
due de longueur 12 unités. Si l'on appelle tonique la note que laisse entendre
cette corde en vibrant alors, la moitié de cette corde résonne a8 l'octave. El-
le résonne & la quinte (c'est-a-dire que le son produit passe de do & sol) si
sa longueur est réduite & 8 unités et & la quarte (de do & fa) si sa longueur

passe & 9 unités. La quarte représente la moyenne arithmétique entre la tonique

et l'octave (9 = 1/2 (12 + 6) ), tandis que la gquinte représente leur moyenne

harmonique (1/8 = 1/2 (1/12 + 1/6). C'est 14 l'origine de la théorie des pro-

portions. La quinte est & la tonique comme 1'octave est & la quinte car le

4. Voir : O. NEUGEBAUER, The exact sciences in antiquity New York, 1969

(2éme ed. Dover) pages 29 & 52 sur les mathématiques babyloniennes.



critere de proportionnalité se véritie :

Comme cette égalité peut aussi s'écrire :

=

nous en déduisons que la quarte est & la tonique ce que

1'octave est & la quinte et ainsi de suite. L'étude des moyennes et des pro-

portions constitue un élément important de la philosophie pythagoricienne.

Le rapport que les pythagoriciens établissent entre la mu-
sigue et la sphérique nous paralt beaucoup moins convaincant. Les intervalles
entre les sept "planétes” (Lune, Soleil, Vénus, Mercure, Mars, Jupiter et
Saturne) correspondent aux sept intervalles de 1'échelle musicale : de la

1'harmonie céleste et la preuve que le nombre constitue aussi l'essence du

ciel. Nous verrons plus loin comment une idée aussi absurde a pu jouer un rdle
essentiel dans l'histoire des sciences. La relation directe entre le nombre et
la sphérique, sans passer par 1'intermédiaire de la musique, gue Pythagore
connaissait grice & ses voyages en Egypte, mérite davantage de retenir notre
attention. MNous n'essayerons pas d'analyser en détail 1'astronomie pythagori-
cienne. Il nous suffira simplement de définir le rxdle de 1'instrument élémen-
taire connu sous le nom de gnomon, car il illustre bien la synthése gue les

pvthagoriciens font de la sphérique, de la géométrie et de l'arithmétique.

Le gnonom désigne un cadran solaire mobile en forme de " L ".

Il repose sur un co6té, l'autre demeurant vertical. Il sert A& mesurer la longueur
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et la direction de l'ombre du soleil & différents instants du jour et de l'an-
née. S'il se trouve que l'ombre tombe directement sur le cOté horizontal a
midi (c'est-a-dire lorsque la longueur de l'ombre est minimum) cela signifie
que le cdté horizontal pointe en direction du nord. La longueur de 1l'ombre
portée & midi varie en fonction des saisons, elle est minimum au solstice 4d'é-~
té et maximum au solstice d'hiver. A 1l'équinoxe d'automne, l'ombre produite
par le soleil levant est perpendiculaire au cété horizontal du gnomon. Le gno-
mon remplit donc & la fois les fonctions de calendrier, de boussole et
d'horloge. Pythagore gqui connaissait la forme sphérique du monde, utilisait le
gnomon pour mesurer la latitude, l'obliquité de 1l'écliptique, etc. Tout ceci

renferme les bases de l'astronomie solaire fondée sur le nombre.

42. Le théoréme de Pythagore.

La géométrie des triangles semblables et des triangles rec-
tangles intervient de maniére essentielle dans toutes les questions relatives
54 la mesure de 1'ombre. Une génération avant Pythagore, Thalés de Milet (Milet
désigne un centre de l'activité commerciale prés de Samos) avait aussi voyagé
en Egypte et fondé une école philosophique. On dit parfois que Pythagore au-
rait été éléve de Thalés. Plutarque écrit que Thalés aurait déterminé la hau-
teur de la Grande Pyramide d'Egypte en comparant la longueur de son ombre portée
3 celle d'une perche de longueur connue. Certains historiens des sciences n'ac-
ceptent pas l'authenticité de cette anecdote et pensent plutdt que Thalés igno-
rait les propriétés des triangles semblables. Nous ne sommes Das de leur avis
mais, malgré tout, il ne nous sera d'aucune utilité d'entamer avec eux une po-
lémigue sur ce point. En effet, pour ce qui suit, il nous suffira d'admettre
que les pythagoriciens connaissaient les prooriétés des triangles semblables et

ceci ne fait aucun doute.

A présent la question se pose de savoir comment les pythago-
riciens ont découvert leur théoréme : il se peut gque cette connaissance leur
soit venue d'Egypte. En effet, les arpenteurs Egyptiens savaient depuis long-
temps construire des angles droits au moyen de triangles en corde aux cStés de
longueur 3, 4, 5 ; il est méme possible que la Grande Pyramide (2700 av. J.C.)
ait été congue en utilisant cette propriété. Quoi qu'il en soit, nous souli-
gnerons que l'essentiel se rapporte a4 la question de savoir comment pythagore
a démontré (ou pensait avoir démontré) son théoréme. Il se trouve en effet, que

cette preuve représente une étape cruciale pour les événements subséquents.
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Sur la base de ce que nous avons déja dit, et aussi d'autres
Vé
faits que nous allons présenter ultérieurement, nous conjecturons gque la dé-

monstration originale de Pythagore devait ressembler de trés prés a la sui-

vante :
E
C
D b
) a
Bl 4 Jo c-d A
c
G ¥
- Abaissons COF perpendiculaire & AB. Recherchons la plus

5 . .
grande mesure commune aux quatre lignes BC, CA, BO et OA et prenons cette
longueur pour unité. Les mesures des quatre lignes citées s'expriment alors

=

par les nombres a, b, ¢, d par rapport & cette unité, et les triangles CBO
et ABC sont semblables. Par conséquent, ¢ -est & ‘a ceqgue a est a d.
Nous obtenons ici un troisiéme type de moyenne, & savoir, la moyenne géomé-

trique de ¢ et de 4 :

a2 = cd

Par conséquent, le Qarré CD a méme aire que le rectangle OG.

5. on dit aussi " partie aliquote "
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De la méme maniére, CE égale AF et le carré construit sur l'hypoténuse

éjale la somme des carrés des cOtés.

De nombreux historiens sont d'une opinion différente de la
sienne et pensent que la démonstration de Pythagore reposait sur une dissec-

tion comme 1l'indiquent les figures ci-aprés :

b a ’
a/\b a | a
b a b b
a b

-~ On peut décomposer tout carré de cdété a + b de maniére &
. - . . 2 . -
faire apparaitre 4 triangles et le carré ¢  d'une part, ou bien les mémes

4 triangles et les deux carrés a2 et b2 .

Nous estimons que ces historiens se trompent pour les rei-

sons suivantes :

a) La démonstration par dissection ne retient aucun des éléments caracté-
ristiques du pythagorismefaucun appel ‘& la proportionnalité, aucune ré-

férence au "tout est nombre", aucun rapport avec la sphérigue.

b) La démonstration par dissection, trés ingénieuse} semble étre typique

de ce que l'on aurait pu imaginer aprés avoir démontré le théoréme.

Il aurait donc fallu qu'exist3t une preuve antérieure ou, pour le moins,

des arguments sérieux en faveur de la vérité du théoréme.

c) On comprend mieux la suite des événements historiques (en particulier
1l'agencement des Eléments d'BEuclide) si l'on admet l'existence de la

démonstration (fallacieuse) que nous avons présenté.

Il est possible gque la relation (163) ait été démontrée a

la méme date que la démonstration (ancienne) du théoréme de Pythagore. Les
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termes "nombres carrés", "nombres cubiques", "nombres triangulaires", etc.

proviennent tous des rapprochements que'les pythagoriciens ont opéré entre
nombre et forme. Les nombres triangulaires (1, 3, 6, 10, etc.) sont les som-

mes des naturels consécutifs :

[ ]
oje .I.
ejoje o
ojeo o @
e & o 0

10=1+ 2 + 3 + 4, etc. Les nombres carrés (1, 4, 9, 16,

etc.) sont les sommes des nombres impairs consécutifs :

16 = 1 + 3 + 5 + 7, etc. Les pythagoriciens nomment gnomon
tout nombre impair. On en déduit immédiatement que si m est impair, et si
. 2 .1
on considére m comme le gnomon de cbté 5—(m2 + 1) alors :
- : ’ 2
2 {2 2

1 2.
m- o+ 3-(m - 1) = 3-(m + 1)

On a donc une démonstration "géométrique” de (163). Le
premier exemple numérique que fournit (163) est précisément le triangle

egyptien 3-4-5.

Reportons nous & 1'illustration de la page 27 : nous y
voyons 1l'ombre en forme de triangle rectangle ainsi que le gromon délimitant
le carré du codté, qui est en fait un nombre impair,... Il s'agit 13 de la

vnthése pythagoricienne dans ses meilleurs jours, parvenue a son plus haut

degré d'achévement, juste avant que surgissent les difficultés.

43. V 2 et la crise

On attribue l'origine de cette crise & Pythagore en personne.

Elle nait avec son théoréme :
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Théoréme 56. L'équation

2a = C (164)

ne posséde aucune solution en entiers naturels.

Démonstration : Supposons que l'équation (162) posséde une solution.

Soit (a,c) = g. Posons a = Ag et c = Cg ; dans ces conditions

(a,C) =1 et 2A2 = C2.

Puisque C2 est pair, il suit que C est lui aussi pair.
Posons donc C = 2D, ce qui entraine 2A2 = 4D2 soit A2 = 2D2. A est
pair, ce qui contredit le fait que (A,C) = 1. L'équation (164) ne posséde
donc aucune solution en naturels. Ceci signifie que Y 2 n'est pas un rap-
port et, par conséquent, d'un point de vue moderne, c'est un nombre irra-
tionnel. Mais un nombre irrationnel n'est pas un nombre du tout - c'est une

classe d'équivalence de paires ordonnées de rationnels (cf. les coupures de

Dedekind). C'est un concept entiérement "fabriqué par 1'homme” selon la

formule de L. Kronecker ; la signification de ce concept est par conséguent

philosophiquement peu claire.

Pour les pythagoriciens, la découverte du théoréme (56) re-
présenta une terrible épreuve. En effet, on en déduit que dans un triangle
rectangle isocéle (moitié d'un carré) l'hypoténuse et le cété sont incommen-
surables. Il n'existe aucune unité de mesure susceptible de mesurer les deux
longueurs et ceci invalide la démonstration du théoréme de Pythagore ! Par

suite, on en tire les conséquences suivantes :

a) La démonstration est erronée.
b) ou bien le "théoréme" est faux.

c) ou bien, ni la théorie des proportions, ni la similitude ne constituent

une base solide.

d) La philosophie pythagoricienne s'effondre. Si le nombre ne parvient pas
a4 expliquer une chose aussi simple que le triangle rectangle isocéle,

que dire de tout le reste, bien plus complexe.

Les pythagoriciens s'étaient groupés au sein d'une société
secréte et certains affirment que leurs découvertes auraient été gardées
secrdtes. Cependant, d'autres disent que les citadins de Crotone fréquen-
taient assiddement les cours de Pythagore. Bien que ces diverses informations

soient contradictoires, il ne fait aucun doute que 1l'existence du théoré-
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me (56) constituait alors un fait extrémement génant. Le premier pythago-
ricien (anonyme) qui aurait divulgué ce résultat effrayant aurait été
victime d'un naufrage par la suite car "l'innomable et l'invisible de-

vraient toujours rester secrets".

Ultérieurement, de nouvelles difficultés apparurent. Bien
que n'ayant pas du tout le méme caractére crucial que celle dont nous ve-
nons de parler, elles ont quand méme dues étre jugées dignes d'attention.
Les pythagoriciens connaissaient les quatre polyédres réguliers auxquels ils
associaient les 4 éléments. Le tétraédre était associé au feu, le cube a la
terre, l'octaédre & l'air et l'icosaédre a l'eau. Un membre de la société
secréte pythagoricienne - Hyppase de Métaponte - (VIe - Ve siécles) décou-
vrit le cinquiéme polyédre régulier et, par une sinistre coincidence, périt

aussi dans un naufrage & la suite de cette découverte.

Loin de nous l'idée de faire des rapprochements douteux sur
la base de faits historiques aussi peu solidement établis. Pourtant nous ne
pouvons nous empécher de penser gue tous ces événements se déroulérent en
Italie du Sud6 - patrie de la Mafia. L'une des régles d'or de la Mafia est
d'exiger le silence de la part de ses membres sous peine de chitiment immé-
diat. Comme on le sait, la néo-Mafia de Chicago fit compromise dans 4'innom-
brables rackets et crimes. Si les mouchards faisaient rarement naufrage, on
les retrouvait fréquemment bien lestés au fond du fleuve de Chicago. Mais,
on voit bien que le paralléle sonne un peu faux : il faudrait une imagination
délirante pour se représenter Petit César7 avangant & grands pas dans l'ar-
riére boutique d'un garage de Clark Street tout en vociférant : "Okay Louie,

t'as osé vendre la méche du théoréme de Gddel ! tu vas le paver

Mais revenons & des arguments plus solides, il est absolu-
ment certain que les problémes soulevés par V 2 étaient des plus sérieux.
Nous examinerons les effets de la crise sur la géométrie, la "sphérique" et

l'arithmétique dans les trois paragraphes suivants.

44. Conséquences de la crise pour la géométrie

Si ce que nous avons développé est exact, l'ordre du jour &

ce point de la crise a dd se présenter comme suit :

6. peut étre la Sicile ?

7. célébre gangster



a) Trouver une démonstration saine du théoréme de Pythagore.

b) Etablir la théorie des proportions sur des bases solides de maniére
34 prendre en compte les quantités incommensurables afin de conserver

les importants résultats relatifs aux triangles semblables.

Il est probable que la géométrie en tant gue science dé-
ductive commenga avec les pythagoriciens. Comme nous pouvons le constater
ils étaient fortement motivés pour cela. Lorsque les mathématiques nalves
conduisent & des paradoxes et & des contradictions, les mathématiques ri-
goureuses débutent. Au 19® siécle, les paradoxes des séries de Fourier ont
joué un rdle similaire pour motiver des mathématiques rigoureuses. Si cela
ne nous entrainait pas & trop de digressions nous exposerions a présent le
parallélisme qui existe entre les problémes gui ont surgi et les réponses

fournies dans les deux cas.

Plutdt que de la faire, nous reviendrons aux mathématiques
grecques 2 siécles aprés Pythagore et nous analyserons succintement les ré-
ponses grecques aux problémes (a) et (b) ci-dessus, telles qu'on peut les

trouver dans les Eléments d'Euclide.

Euclide donne deux démonstrations du théoréme de Pythagore
(Livre I, prop. 47 et livre VI prop. 31). Ces deux démonstrations utilisent
essentiellement la figure de la page 28 . Aucune d'elles n'a de rapport
avec les dissections de la page 30 . La premiére démonstration n'a rien a
voir avec les triangles semblables - ces derniers nécessitent en effet que
la théorie des proportions soit solidement fondée, ce qu'Euclide rejette au
cinquiéme livre des Eléments. Le livre I est plus €lémentaire que les autres
parties des Eléments. Sa lecture montre clairement que le but fondamental de
ce livre est de parvenir & donner une démonstration du théoréme de Pythagore.
Ce théoréme porte le N° 47, et le N° 48, derniére proposition du livre I,

en constitue la réciproque. A quelques exceptions prés, tous les théorémes du

livre I interviennent dans la chaine qui permet de prouver I-47.

Nous en montrons la structure logique dans le diagramme
ci-aprés. Les propositions étiquetées " p " représentent des problémes ;

nous en préciserons le rS8le ci-aprés. Le rectangle blanc inséré sous 46 p
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et 37 signifie que ces deux propositions dépendent toutes les deux de

31 p et de 34.

47
46 4
P
37
35
31{) 34 14
27126
29
16
23p 10 15
P
13
Qp llp
8
, 22p 7
5
3P
2p 4
Ip

La démonstration de I-47 ne s'appuie pas sur les triangles

AD et CG

semblables, mais sur les triangles égaux. Dessinons (voir la fi-

Les triangles ABD et GBC sont égaux. Le premier

gure page 29 ) .
d'entre-eux égale la moitié du carré CD et le second, la moitié du rectan-
gle OG...

Les trois théorémes relatifs aux triangles égaux (I-4 ; I-8
et I-26), fort justement appréciés de tous les lycéens, jouent un réle fon-
damental dans la structure logique. Il en est de méme des problémes (cons-
truire la médiatrice d'un segment, la bissectrice d'un angle, €lever une per-

pendiculaire, etc.). Le nombre n'y joue aucun rdle ; la proportionnalité non

plus.

-

!
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Le livre V développe la théorie Eudoxéenne des proportions
ainsi que la réponse au probléme (b) ci-dessus. Le livre VI renferme une
deuxiéme démonstration du théoré&me de Pythagore, fondée cette fois sur la
saine base logique de la théorie d'Eudoxe. Il est certain qu'Euclide con-
naissait la "démonstration"” primitive du théoréme de Pythagore ainsi que sa

faiblesse.

En conclusion, nous voudrions insister sur le fait que
trois aspects spécifiques des Eléments témoignent de la démonstration ini-

tiale de Pythagoré et de la crise provoguée par V 2

a) Dans 1'enseignement élémentaire, les "problémes" (des
Eléments) sont souvent pris pour des exercices ou bien
des applications. Euclide n'en fait aucun usage. Ses
problémes sont des démonstrations du fait qu'une certai-
ne construction est effectivement possible. Il n'allait
surtout pas commettre une fois de plus la faute origi-
nelle de Pythagore (trouver la plus grande commune me-

sure, etc.) .

b) Le nombre est exclu de la géométrie. Bien des absurdités
ont é6té écrites & ce propos. On a prétendu qu'il s'agis-
sait d'une spécificité de "l'esprit" grec qui aurait pré-
féré la forme au nombre, qui aurait été plus habile en
géométrie qu'en arithmétique, etc. Rien de tout cela n'est
fondé. Euclide a écrit trois livres en théorie des nom-
bres. Les sources des mathématiques grecques (Egypte et
Mésopotamie) reposent sans aucun doute sur le numérique.
Nous connaissons bien 1l'opinion de Pythagore sur le nom-
bre. L'expulsion du nombre de la géométrie provient uni-

quement des problémes soulevés par v 2 .

c) Il est bien rare que la démonstration euclidienne de 1I-47
soit appréciée dans son contexte historique. Sans aucun
doute, Euclide "aimait" la simplicité logique de la fausse
démonstration Pythagoricienne. Mais, pour lui, il n'était
pas souhaitable d'attendre d'avoir écrit le livre V pour
posséder une preuve du théoréme de Pythagore. C'est pour-
quoi il a imaginé la démonstration la plus élémentaire
qu'il ait pu trouver tout en restant cependant aussi pro-
che que possible de la structure pythagoricienne origi-

nelle. Lorsque Schopenhauer critiqua la démonstration



- 37 -

euclidienne de I-47 en la qualifiant de "souriciére",
de "démonstration marchant sur des béquilles”, il
montra par la méme qu'il en appréciait bien peu l'his-
toire, les mathématiques, et méme la philosophie sous

jacente.
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LES FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES DEFINIES POSITIVES DANS LE PLAN

Les formes bilinéaires symétriques définies positives fournissent
un cadre axiomatique ol le théoréme de Pythagore se démontre comme une
conséquence immédiate.

Aprés un rappel de définitions et la démonstration du théoréme de
Pythagore dans ce cadre nous donnerons un modéle de géométrie dans le
plan ol la notion d'orthogonalité sera différente de celle de la géométrie
euclidienne naive.

Dans 1'enseignement secondaire cette axiomatique est introduite,mais
le seul modé&le considéré est celui de la géométrie euclidienne.Est-il
bien utile d'introduire une telle axiomatique si on n'a en vue qu'un

seul modéle?

Définitions
Soit E un espace vectoriel sur R
Une forme bilinéaire sur E est une application de ExXE dans 'R ,notée
¢ , ) telle que
VA R VA ,€R V(u,u',v,v')e EA(;\]u**AZu',v>=>\-1(u,v>+)2(u' )
(u,)‘]vw\zv' =)](u,v§+,\2(u,v')
Elle est symétrique lorsque V(u,v)EEXE {u,v)=Cv,u)

Elle est définie positive lorsque
Y u€E {u,ud Y 0 et ({u,uy=0 =Hu=0)
Deux vecteurs u et v sont orthogoanux par rapport a{ , ) lorsque

{u,v)=0.
La norme d'un vecteur u,notée Jjull est la racine carrée de (u,u) (qui

est un nombre positif ou nul).

Théoréme de Pythagore:

Si u et v sont orthogonaux par rapport a < ; )l!@+v"2=ﬂu“2+Wvﬁ2
preuve:
l}u+vﬂ2=(u+v,u+0> (par définition de la norme)
=¢u,+u, W) v,ud,") (par bilinéarité)
=u,) +2¢u,vd ®Kv,v) (par symétrie)
=Cu,W) +«v,vY) (u et v sont{ , Y orthogonaux par hypothése)
=ﬂuM2+)tv"2 (par définition de la norme;
La réciproque du théoréme est tout 3 fait claire puisque tous les calculs

peuvent se remonter.
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Quelles sont toutes les formes bilineaires symetriques définies positives

defiz ?

Soit¢ , Yune telle forme.
Posons{(1,0),(1,0))=a,{(0,1),(1,0))=b, ¢(1,0),(1,0))=c.

Par bilinéarité et symétrie on a toujours

{(x,y), (x',y"))=axx"+b(xy'+x'y)+cyy'.

Dire que{ , JYest définie positive c'est dire que ax2+2bxy+cy2 est

toujours positif ou nul et ne s'annule que pour x=y=0.
q

Supposons x=0,on doit avoir cyz)O sauf quand y=0,soit c% 0.De méme

on a nécessairement a)(L

. 2 AP . .
Si x#:O,posons %=t.ct +2bt+a doit étre strictement positif pour tout

t,il faut que le discriminant soit négatif (pas de racines réelles) d'ot

b2-ac(0

On a donc une expression du type axx'+b(xy'+x'y)+cyy' avec bz-ac(O,

ay0,cHo.

Réciproquement une telle expression définit clairement une forme bili-

néaire symétrique définie positive.

Cherchons de nouveaux axes du plan pour simplifier cette expression

et faire disparaitre le terme en xy'+x'y.

Considérons de nouveaux axes OX et OY obtenus i partir des anciens axes

Ox etOy par une rotation d'angle © .

Calculons les coordonnées du point (x,y) dans les nouveaux axes.

X=xcosP+ysind

Y=-xsinB+ycos®

On a donc x=Xcosf-Ysin$
y=Xsinb+¥cos &

Reportons x et y dans l'expression ax2+2bxy +cy2 et calculons le terme

en XY.On trouve (c—a)cos&shn&+b(c0529~sin29).

Peut-on annuler cette expression par un choix convenable de 62

Puisque 2cosBsinf=sin26
cos29 —sin29 =co0s20

il suffit de prendre quand c=a cos2 =0,9;§,quand c+a1319;§gg .

Dans le nouveau repére avec ainsi choisi la forme bilinéaire devient

\ \j
§§+%§ avec %}=ac05204csin%9—2b cosPsind
'}1§’~=a Sin28+ccosze +2b cos B sin®

qui sont des nombres strictement positifs puisque la forme est définie

positive,
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La boule unité est formée des vecteurs de norme 1.I1 s'agit de 1'intérieur de

<l  we

. . ~ . X 7 ,

1.'¢llipse d'équation T tpT T dans les nouveaux axes.

\ N
\ o
‘/Y
.7
- v
. / -
-

Que signifie géométriquement 1'orthogonalité?

Les vecteurs u et v de coordonnées dans les nouveaux axes (X,Y)et
(X',Y') sont orthogonaux par rapport a ¢, ) lorsque %i(-‘— + %Y['———O .

Géométriquement cela peut s'interprétex; de‘la maniére suivante,

Considérons (f) 1'ellipse d'équation §,+ =1

u et v sont orthogonaux par rapport a¢ , ) si v est paralléle a la tan-

gente T 3 (F) menée par un point ol la paralléle D & u passant par 0

coupe ().

<l

Y

®

R
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On peut aussi tracer une paralléle 3 u A coupant (§) en deux points
A et B et construire la droite A' qui passe par B et le point A'

deuxiéme mpoint d'intersection de ) et de OA .A' est alors paralléle a v.

<y

On peut vérifier ces résultats par un peu de calcul(écrire des équations
de droites...).Le plus simple est encore de remarquer qu'aprés transforma-

tion des figures par une affinité d'axe OX parallélement a OY de rapport

A . ~
3 1'ellipse est transformée en un cercle de rayon A,deux vecteurs ortho-
gonaux par rapport a{, ) en deux vecteurs orthogonaux au sens usuel

et que les figures précédentes deviennent:
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TRIPLETS PYTHAGORICIENS

On appelle "triplet pythagoricien" toute solution (x, ¥, Z)
en entiers naturels de 1'équation x2 + y2 = 22 . La plupart des ouvra-
ges scolaires destinés aux éléves de Terminale C nropose en exercice la
détermination effective de toutes les solutions de cette équation. 11 s'a-
tit d'un exercice trés classique dont on peut formuler le résultat sous la
forme suivante :

Théoréme : Soit (X, ¥, z) une solution de 1'équation xZ + y2 = 2
avec X, y, z entiers naturels premiers entre-eux ; alors, i1 existe des
naturels a et b , premiersentre-eux, 1'un pair et 1'autre impair, a > b

tels que 1'on ait :

X = 2ab y=a - b2 Z = a2 + b2

ou bien des relations analoques avec X ety interchangés.

A partir de ce théoréme il est facile d'obtenir la description de toutes

les solutions de 1'équation diophantienne x2 + y2 = 22 sous la forme

2 2

x =+ 2k ab y = ¢ k(a2 - b2) z = = k(a® + b%)

ou bien des égalités analogues avec x et y interchangés
avec k, a, b dans Z les signes étant choisis arbitrai-
rement.

I1 va de soi que tout ceci ne peut trouver son application compléte que
dans le cadre du cours d'arithmétique des terminales C. Pourtant, il est
tout & fait possible de faire réfléchir les éléves sur 1'équation de Py-
thagore dés les classes de 3e ou de 4e. Par exemple, on peut demander :

1)  Trouver tous les triplets (x, ¥y, z) de naturels consécutifs tels que

24yl

1'éléve est amené & écrire X2 + (x + 1)2 = (X + 2)2 ou bien

(x - 1)2 + x2 = (x + 1)2 ou bien .... selon la fagon de noter les na-
turels consécutifs. I1 doit ensuite résoudre une équation du second
degré dont une racine est évidente.

2)  Pouvez-vous trouver quatre naturels consécutifs x, y, z,t tels que

x2 + y2 + z2 = tz ?
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Dans ce cas il n'existe aucune solution en entiers naturels ; on peut
3 3 3 3

alors demander de résoudre x~ +y + 2z =t X, ¥, z étant des
naturels consécutifs.
en écrivant x3 + (x + 1)3 + (x + 2)3 = (x + 3)3
on trouve x3 -6x -9 =0 équation qui posséde x =3
2

pour racine évidente. Par identification x> - 6x -9 = (x-3) (x"+3x + 3)
et 1'on trouve la solution remarquable

3 3 3

+ 8345363

3

Dans le cas de ce dernier exercice, il est peut &tre plus intéressant
de formuler autrement 1'exercice ; par exemple :

3 3

3) Calculer 3°+ 4 +5 3

puis 6 Que constatez-vous ?

Existe-t-i1 d'autres naturels consécutifs possédant la méme propriété ?

-

Sous cette forme plus ouverte 1'éléve de seconde est amené a résoudre
un véritable probléme.

L'exercice suivant permet de vérifier une identité ayant une
utilité mathématique o (& savoir : la recherche de certains triplets py-
thagoriciens) tout en permettant de se poser des questions d'histoire :

4) Dans ses oeuvres, Fermat * indique que si (a, a + 1, ¢) estun
triplet Pythagoricien, alors, (3a + 2c + 1, 3a + 2¢c + 2, 4a + 3c + 2) est
aussi un triplet Pythagoricien. Fermat a-t-il raison ? et aussi :

5) (3, 4, 5) est un triplet Pythagoricien. Trouver cing autres triplets
Pythagoriciens en appliquant la méthode de Fermat.

on trouve (3, 4, 5) ; (20, 21, 29) ; (119, 120, 169) ; (696, 697, 985) ;
(4059 , 4060, 5471) ; (23 660, 23 661, 33 461) ; etc.

Pour continuer on peut utiliser une calculatrice. Constatant expérimen-
talement que les premiers termes des triplets se terminent tous par
0,3,6,9 (3,20, 119 , 696 , 4053 , 23 660) on peut demander si cet-
te propriété se vérifie sans exception.

% Voir Dickson, Theory of numbers, tome II p.182 note 110 et Fermat, Oeuvres II
p.224-225 |Pierre Fermat (1601-1665) célébre mathématicien francais connu
par ses travaux en théorie des nombres. 11 fut avocat, puis magistrat de

Toulouse & partri de 1631, voir Dedron et Itard, Mathématiques et mathéma-

ticiens (Magnard) p.196. L
% C'est rarement le cas des identités et diverses factorisations que 1'on pro-

pose en exercice aux éléves.
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Si 1'on a pour objet d'entrainer les éléves au calcul des
puissances on peut leur proposer 1'exercice suivant :

6) Pour tout entier naturel n et pour tout k=0, 1, 2, .... n-1
IZn+1 s 2k(22n-2k -1), Zk(22n -2k 1)] est un triplet Pytha-
goricien.

on obtient alors le résultat suivant : "Pour tout entier naturel n
i1 existe au moins n triplets Pythagoriciens tous différents et

ayant méme premier terme.

7) Si n est un naturel différent de 2 peut-on avoir =«

3N+ 4" = 5"

Ici, i1 s'agit d'une manipulation sur les inégalités :

sachant que 32 + 42 = 52 s ST ng?2 5N = 52 .

. (32 2

donc, pour tout n naturel # 2 : 5" # 3" 4 g

A AN U L L L Ly

8) (Cet exercice constitue une suite possible du n°® 4) .
Dans cet exercice on appelle naturel triangulaire tout naturel, noté

T, » tel que T = -ﬂiﬂ-%—ll- [n eM] par exemple, T;=1,T,=3,

T3 =6 TlO = 55 |

a) On suppose que (a, a + 1, c) est un triplet pythagoricien. Posons
u=c-a-1 et v=-22 ; l-c

Montrer que v est un entier naturel tel que

u(u+1) _ v2

b) Combien existe-t-il de naturels triangulaires qui sont aussi des
carrés ?

* Voir W. Sierpinski, Elementary theory of numbers, Varsovie, 1964, p.42
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9) Montrer qu'il est impossible d'avoir

a2 + (a + 1)2 = 2b2

cet exercice a pour but de faire travailler sur la notion de parité.
10) Trouver tous les triplets Pythagoriciens (x, y, z) avec X, Yy, 2Z

formant une suite arithmétique. On trouve (sans arithmétique)
x = 3k y = 4k z=5 , keWlN.

EXERCICES UTILISANT LA GEOMETRIE DES AIRES POLYGONALES PLANES

Les ciseaux :

Transformer chacune de ces deux
figures en un carré en les décou-

pant chacune de deux coups de ci-

seaux (en ligne droite) et en

rassemblant les morceaux ainsi

obtenus.

La solution de ces deux problémes

peut s'obtenir de maniére logique

et sans tatonnement : en effet, il
suffit de rechercher dans chaque figure les segments de longeur /8 (resp. /5 |
les possibilités de découpage sont alors trés limitées.

La quadrature du rectangle :

Etant donné un rectangle quelconque disséquer ce rectangle en n
morceaux de maniére & reconstituer un carré par réassemblage de ces morceaux.

Ce probléme a &té résolu en 1832 par F. Bolyai (mathématicien hon-
grois pére du célébre J. Bolyai, 1'un des fondateurs des géométries non-
euclidiennes). P. Gerwin, mathématicien allemand en a aussi donné une solution
indépendamment de son prédécesseur en 1833. Le résultat du probléme, ci-dessus
s'&nonce donc comme étant le théoréme de Bolyai-Gerwin.
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Deux rectangles de méme aire sont toujours équidécompOsable (Boltianski
pages 52 - 59 )

m ) Soient oabc le premier rectangle
a \\\\\\>f d b et omnp le second (i1 est toujours
possible de disposer 2 rectangles
quelconques de cette maniére).
0 « Joignons ap , mc et nb et montrons
pc que ap || mc|| nb.

Les 2 rectangles ayant méme aire on peut &crire (en longueur)

- . o _ o
oc x oa op x om et, donc : o oa

ce qui entraine ap||mc .

De plus les triangles oap et dnp sont semblables car :

oc-op _ d _ 0p
om - oa dn oa

I1 s'ensuit que ap||mc||nb.

Si mc traverse le rectangle oadp en son intérieur comme 1'indique
la figure on a aisément la dissection cherchée :

-

par exemple, pour disséquer o a d p de maniére & reconstituer omnp
i1 suffit de placer le triangle gpc sur maf (les 2 sont &gaux) et de pla-
cer fbc sur mng (les deux sont aussi €gaux).

Dans le cas ou mc ne coupe pas oadp comme indiqué on se raméne
3 ce cas en décomposant le "rectangle trop long" autant de fois que nécessaire,

—————————-16\ (%1 n'est pas difficile de préciser cette
idée). -
)

Le lecteur trouvera d'autres dissections analogues dans 1'ouvrage
de Fourrey "Curiosités géométriques”,
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PROBLEMES HISTORIQUES

1- Au centre d'un étang carré de cbté 1 toise pousse un
roseau qui dépasse 1'eau de 1 pied * . On tire sur 1'extré-
mité du roseau en direction dela berge, elle arrive exactement
au niveau de 1'eau. On demande quelles sont la profondeur de
1'eau et 1a longueur du roseau.

Réponse : Profondeur de 1'eau : 1 toise 2 pieds .

Longueur du roseau : 1 toise 3 pieds .

5 pleds’( 5 pi__eads

_B - extrémité du roseau
-7 i1 pied ,
berge ] surface de 1l'eau
C A
B fond de 1l'étang

En posant profondeur de 1'étang = x ce probléme revient a

résoudre (x + 1)2 = x2 + 25

[Source . 3785 ** 9-6 Un probléme analogue se rencontre chez Bhaskara
(mathématicien indien (vers 114 - 1182)]

2 - Une corde qui est attachée au sommet d'un arbre vertical
dépasse de 3 pieds la longueur de cet arbre (voir fig.). En
tirant la corde & son maximum de maniére que son extrémité tou-
che juste le sol on s'écarte exactement de 8 pieds du pied de
1'arbre. Quelle est la longeur de la corde ?

Réponse : 12 1/6 pied.

* toise, pied : mesures chinoises (zhang, chi, resp.) 1 toise : 10 pieds.
#% Jiu Zhang Suan Shu (Neuf chapitres sur 1'Art mathématique) Chine, dynastie
des Han (- 200 , + 200) .
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n Ny
Q> — ¢---- """
Source : JZ35** 9-7
3 - Soit un bambou haut de 1 toise.

Son extrémité se brise et touche le
sol & 3 pieds du pied du bambou.
Quelle est la hauteur du trongon
subsistant ?

Réponse : 4 11/20 pied.
Source : Jzss*™* 9-13 . Ce probléme se trouve aussi dans Te
traité sanskrit du 9eme siécle GanitaSara (Compendium des Calculs)

de Mahavira.

Un probléme de Gerbert.

Connaissant 1'hypoténuse et 1'aire d'un triangle rectangle
on demande de calculer les longueurs des cdtés de ce triangle .

Ce probléme trés simple méne & une équation du second degreé.
remarquable pour 1'é&poque car il dépend d'une équation du second degré.
[Gerbert : né a Aurillac vers 940, mort en 1003, pape de 999 a 1003 sous Tle
nom de Sylvestre II].

Application numérique : S = 60 c=17

(on trouve a =8 , b =15)



_53_
AUTRES EXERCICES DE GEOMETRIE

SUR LA FIGURE DE PYTHAGORE

1  Sur deux cotés AB, BC d'un trian-

qle quelconque ABC, on construit
des carrés. Est-il
droites AD et BE

la hauteur CF du

D
vrai que les
se coupent sur E

troisiéme sommet?

- -
o, ~= "~

2 Dans cette figure 0; » 0, et 0, dé-
1 signent les centres (points de con-
i

i

o cours des diagonales) des carrés
3 construits sur BC, AC et AB respec-

tivement. Prouver ou réfuter : CO3
est orthogonal &4 0,0, .

s 12
D E

3

Si, sur les cO6tés d'un parallélogramme et extérieurement & celui-ci, on construit
des carrés, les centres de ces derniers sont-ils les sommets d'un carré ?
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p740 a 744

EXERCICES DE GEOMETRIE

par F.G.M.

Fin XIX® siecle

Ouvrage pour la préparation aux divers baccalauréats

‘Chéoréine de Clairaut 525,

1330, Sur deuxr des cotes AB, AC d'un triungle quelcongque on
‘construit des parallélogrammies quel-

% conques; on joint le sommet A au point

I de concours H des cités DE, FG; on

I, / k prolonge HAM d'une guantité MN daole

/]

6 a AH, et I'on construit un parollélo-
gramme sur BCN.
Prouver que ce parallélogramme
T/ 1 BCON est dquivalent @ la somme des
i \ \ porallélogrammes  construits sur les
v ! aulres colés du triangle. ™
( b A Y Déduire de ce théoréme que le carré

de Uhypoténuse d'un triangle rectanyle

-3
!

)
! est équivalent a la somme des currés
L7y N A des deux autres cités.

Fig. 1006. Par les sommets B et C menons des

paraliéles LBP et KCR a NH.
Les pa-allélogrammes de méme base et de méme hauteur sont équiva-
lents; dunc

BCIl =BCKL; ABDE =ABPH; ACFG==ACRH.
Or, par suite de 1'égalité des licnes All et MN, on a:
BMNL = ABPH, ¢t CMNK = ACRH;
done ABDE L ACFG = ECILL

- Théoréme de Pythagore 525. — 1.

1360. Le carré construit sur Uhypoténuse d'un trinngle reclagle est
fquivalent ¢ la somine des carrés construits sur les cotis de Uangle dyoil.

On peut ramencr le thdoréme de Pythagore (fig. 1007) & celui de
Clairaut (fig. 1006); il sulfit de prouver
que la droite AH est égale et perpendi-
culaire a 'hvpoténuse BC.

Or les triangles rectangies ABC, EAI
sont égaux comme ayant un angle éyal
compris entre deux colés égaux ; car

r /
AB=AE, AC=AG=EH;
donc AH=BC.
>

Eo outre, Pangle EAH=—=ABC: dail-
leurs lesangles  EAH, CAM  sont éguux
comme opposés par l2 sommet; donc

angle CAM = AB(C;
donc AM est perpendiculaire sur IC.

Remargue. On peut démontrer le théo-
réme de Pythagore de bien des matisres;
en voici encore quelques autres :

AUTRES DEMONXNSTRATIONS

_io Sur 1J (fig. 1008) on copstruit un triangle rectangle JILY égnl au
trizngle donné; mais 1L correspond & AX.

Les quatre quadrilatéres DBCF, DEGF, ABJL, ACIL sout sgaux, car ils
sont superposables; donc I'iexagone DBCYGED est équiralent & Mheao-
goue ABILICA,

Mais ces deux figures ont une partie commune ADC, et

AEG =1L3;
dunc les restes sout équivalents : .
BCI = ABDE + ACFG,



2¢ Menons les perpendiculaix'cS»ADE, FL (fig. 1009}; les triangles BAC,
FHG sont égaux, or ABFH est équivalent au carcé M et ACGIU au carré N;
done...

5
\ 34
¥ A N
< 2
! AN
/ B o C
:.‘ : ";
;
3 7 1 A
4" : \ * > ~
; A
L F : )
Fig. 1008. Fig. 1000,

3o Soit ABC le triangle rectangle donné (fig. 1010) et BCDE le carré

construit sur ’hypoténuse.
En menant les perpendiculaires DF, EG sur AB, puis CM, EN sur DF,
on obtient quatre triangles rectangles égaux.

H P
L E
c

A B 3

Fig. 1011.

Fig. 1010.

Or, si du pentagone AGEDC on retranche deux de ces triangles, on
obtient le carr¢ de Phypoténuse; tandis que si on retranche les triangles
CMD et DXE, on obtient pour reste les carrés des cotés de 'angle droit;
donc...

40 Soit BCDE le carré construit sur 'hypoténuse (fig. 1011), GN et NH
les carrés construits sur les cotés de P'angle droit; or la somme de ces
carrés, augmentée de quatre triangles rectangles égaux entre eux, donne
le méme carré AGFH, que le carré de I'hypoténuse augmenté de quatre
triangles éguux aux premiers.

(&2]



Voici encore trois démonstrations par décomposition.

1
L]
.
a | a
1]
------ - ——————
¥
)
] ~2 e
el i
o N :
Lo »
. i
a < a
P
. .
” N
. N
v b “a
~ l' ~
. 'l‘ |
a N a
R
Fig. 1012, Fig. 1013,

50 (fig. 1013) est de M. G. Lrur, professeur su lycée Ingres. (Bulletin
- des Sciences mathématiques et physiques élémentaires, de MM. GERaRD
et MicHEL.)

6° (fig. 1012) est de M. S. DE La Camps (Las Palmas). (Infermddiaire
des Mathématiciens, 1902, page GS, ne 2303.)

Fig. 1014,

7o (fig. 1014) est du Japonais Yosiixost Isoutra, en 1694, (1. des M.,
4903, p. 315.) ,

8 -
\ .
;
. f/‘. - sinid ,
! N £y .
s . P
NV - ,
Kt \ “ g
’»' A A ’
“ Y /‘
[
Fig. 1045,

&0 La solution de Bhascara {fig. 1015} ést accompagnée du simpla mot :
regarde. (Voir & ce sujet I. des M., 1902, ne 2406, page 320, article par
P.-F. TriLuer.)



g» Soit le triepgle rectangle ABC (fig. 1016); d'une extrémite b de
Flypoténuse, avec le cite ¢ pour
rayon, décrivons une circonle-
rence; on a:
AGr=C(D . CE,
b= (a ¢} (u—¢)y

b2 = a® — .

400 Le double de l'nire est denné
par be et par pry mais r=p —u

Fig. 1016, (nc 743you r= b 4‘;:__2. ;
donc Obc=(a-}+b4c)(—a-t+b4-as
d’eu at= b2

(MorLMaxs et THIRY, Mathesis, 1902, p. 17, ne 3, et p. 42, er renvoi.)

1561, wote. La démonstraiion {v est de TerQUEM. Pour 37, on peut voir le
traité suivant, p. §0 : Lehrbuch der Geemetrie von D Rvvors SONNDORFER,
director der akadernischen Handelsmittelschule in Wien (1873-1877). Cet
ouvraye, remarquable & divers titres, est fait pour les écoles qui correspoident
a notve Ensciguementl sminderne. ’

La demonstration donnée par AL, VoLkow, professeur & I'école reale de Saint-
Potersbourg. est aussi rernarquuble par sa simplicité : elle consiste 3 cons-
truire le carré de Vhypoténuse du méme cote que les carrés des cotés de
Yengle droit, qui se trouvent ainsi recouverls en grande partie, et la compen-
cation se reconnait fucilenent. (Jouwrnal de M. de Loxgenanrs, 1897, p. 107.)
— Qm peut live uussi Tetude intitulée @ Le cus général du carre de U'hyyo-
ténuse, par G. ARNOUX. ancien officier de inarine. — Cette éinde a éé publice
a Digne, en 1830 — L Litermediaive des Matheineticiens conne daillears un
agser craund nombre dautrcs démonstrations, 1903, p. 152, ne 2390, 1S,
pp. 124 216, 284, 305, o 1000, p. T

* Liascara, ve.s 1114, 7 smétre hindou (voir Apeigu historigue, p. ¥T)
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- p 750 5 752 Lunules d’Hippocrate 534. (Ve.\‘s 450 4v.3. C.«)

1877, Si, sur les trois c6tés d'un triangle rectangle ABC pris comme
diamétres, on décrit des demi-ciconfé-
rences, la somme des suijaces des deux
croissants M et N, compris entre les
demi-circonférences, est égale & la sur-
face du triangle rectangle T.

En effet, les trois demi-cercles sont

semblables : ils sont donc entre eux

Fig. 1028. comme Jes carrés des diamétres, c'esi-

a-dire comme les carrés des cétés du

triangle T. Ainsi le demi-cercle construit sur I'hypoténuse égale la
somme des demi-cercles décrits sur les cotés de Iangle droit.

On a donc: M4I4+N+I=T4I41
D'ou M4 N=T.

1577 a. Note. Le théoréme des Lunules a été complété par G. DosTOR, comme
il suit :

FEtant donné un triangle vectangle ABC, sur Vlhypoténuse BC=a et sur
les cités CA=Db, AB==c pris pour diamétres, on décrit trois circonférences
=a, =b, nc. Les trois demi-circonférences supérieures comprennent enlre
elles deux lunules que nous deésignons par Y et V; les trois denii-circonfe-
rences inférieures forment entre elles un triangle curviligne t et un segnicnt
biconvere s.

Prouver les propositions suivantes :

1 La somme 1+ 1 est équivalente & la surface %E du triangle donne.

. .o . he
9 La différence t—s est aussi équiralente & —=.

3+ Les centres de gravité des deux surfaces 1+ 1 et t—s sont situés sur
la perpendiculaire élevée par le niilicu de Uhypoténuse a, symélriquement
ylucés par rapport & cetle droile, et & une distance d’elle égale a —%1 :

Nouvelles Annales Mathématiques, années 1896, p. 206, et 1803, p. 191,
question 1732 {DOSTOR et AUDIEERT).

9 J.a Théorie des lunules géomiitriquement cai rclhles, d'aprés Tu. CLAUSEN,
J'Altona, indie=:e cing lunules. {N. /L., 183U, p. 3U3). Voir sussi & ce sujet la
Gégniétrie groeque de P. Taxvery, p. 118, no 8. — Avant Cravsen, les cing
lunules carrables avaient été siznalées en 1766, par WaLLeNits de Finlande,
(D'aprés M. ENESTROM, de Stockhoim. . M. 1806, p. 201, ne G408

(.t pert voir aussi une noie de M. Brocaro, dans iVides médiaire des
Mathématiciens, 1898, p. 180, n» 00K, sur iu Géomelrie des Lunuizs; ainsi
que les notes ci-aprés, ne 1570 a et ne 1768 ».

* HirPocRATE de Chios, qu'il ne faut pas confondre avec le célébre mddecin
de mdéine noin, est né vers 43 avant 'ére chrétienne, Par Uétude de Y lunuie
'ne 1678) il deava le premier exemnple de quadrature d'unce figure curviligue.



Autre lunule d'Hippocrate 534, — L.

1370, Dans une demi-circonférence ACB, on inscrit un triangle
yrectangle isoccle MON, dont la base MN est puarallele a AB; sur MN
comme diumétre on décrit une circonférence; la lunule MCND est
équivalente av triangle MON. La figure curuiligne AOFM 4+ BCOFN
¢yale le tiiangle MON.

Op pourrait opérer une vérification de formule; on peut aussi se beroer
i comparer entre elles les diftérentes pai-
ties de la figure.
MY étant le chté du carré inscrit dans le
cercle dont AB serait le diamétre, vn a:
MN2=2r2==1/, AL3,
r2
ct le triangle MON =~ .

Ainsi le demi-cercle MDX est la moiti¢
du demi-cercle ACB.

Le segment OEM est la raoitié du seg-
went MCN ; donc

e Lunule MCND ou demi-cercle MXD — segment MCN = demi-cercle
MON — segments (OEM 4 OFXN).

Ainpsi lunwle MCND = triangle MON.

90 AQEM - BOTN ==secteurs (AOM - BOXN) — scgments (OFM L OFN);
pur suite, AOEM -+ BOFX == secteur MONC — segment MUN

done AOEM + BOFN = triangle MOXN.

Théorine 535,

1370, On donne wn demi-cercle vnat AB powr dimmétre; d'un
point G pins sur ce divmeétre, oi dleve une porpendiculaire CM jusqu'd
la circonférence. et on décrit deur demi-
circaiiferences ayant AC et CB pour dia-
niétres.

Démontrer que le deini-cercle AB, di-
minué des demi-cercles A0 et CB, égale
la surface du cercle qui a CM pour dia-
métre. (ARCHIMEDE, Lemme 4.)

Fig. 1030,

Clest une sinple vérification de formule.
On arrive & identité 2ab =22

1579 a. Note. L'espace curviligne compris entre les trois dermi-circonférences
a ¢t nommé arbelos par Archiméde, et celui du théoréme suivant (ne 1580)
4 été nomme salinon. (BaLT2ER, Planimétrie, § X1, ne 3, page 84 de l'édi-
tion allemande et page 150 de I'édition italienue.)

Salinon, bouclier: arbelos, serpe. L'latermédiaire des Mathématiciens,
1597, page 279, ne 082, donne aussi pour aibelus le sens de traichet de cor-
durorier. — Voir aussi La Géométrie grecque, de Paul Taxxrny, p. 162.

* ARCHIMEDE (357-212 avant J.-C.) naquit en Sicile; il s'occupa surtout de la
gcométrie des mesures; il donva la guadrature de la parabole, étudia les
spirales, détermina le rapport de la circonférence au diamétre. Les pro ¢des
qu'il emnploya constituent la métlade d'erhaustion ou d'épuisement. Il ordouna
que l'on plagat sur son tombeau une sphére inscrile dans un cylindre, comme
pour rappeler un de ses plus beaux théorémes. (G.. n° 37%.)

Archiméde fut tué par un soldat romain lors de la prise de Syracuse. —
E.viren un siécle et demi plus tard, Cicéron reirouva le tombesr du grand
goometre. (Voir zussi ne 1547.)
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curiosités

géométriques

Wl. 4 /asurface d'unlac oir des flamants et des grues se
monirent en grand nombre, émerge

Lextrémité d'une tige de lotus qu’on

apercoit & une wmain qu-dessns de

leau. Sous (actinn du vent, la tige

~ se penche graduellement el est sub-

mergie a4 la distance de 2 coudées.

Calcuvle vivement, mathématicien, la

profondeur de Ueau [une moin équi-

de E. FOURREY Vuibert 1938

L. Un hambow mesurant 32 couddes et s'¢levant sur
un terrain plat est brisé en un point par la force du

vent; son extrémité vient rencontrer la terre i 16 cou-
dées [de son pied); dis, mathématicien, ¢ combien de

coudées du pied il a été brisé ? (Buiskans, Lildvalt ol
Vija Ganila, 12° s.). ’ ‘

vaul ¢ une demi-coudée] (Buiskany,

Lildvati et Vija Ganita).

Réponse : 1—;

R e W AR

ORI g

WP < L 5
Fig. 1.

HL. D'wn arbre haut de 100 coudées un singe est des-
cendu el se rend ¢ un étung distant de 200 coudées, pen-
dant qu'un autre singe, sautant d’'une certaine hauteur
au-dessus de l'arbre, se rend rapidement au méme
pont par la diagonale. S7 Uespace parconre par les
deux singes est le méme, dis-mol vivement, homme
sacant, la hauteur du saut, si e as appts @ calculer
rapidement (Buiskans, Lildvati et Vija Ganeta) (fig. e).

Réponse : 50. [z=130.]

IV. Deuz tours élevées Uune de 30 pas, I'autre-de i,
sont distantes de 50 pas; entre les deux se trouve une
[ontaine vers le centre de luquelle dewr oiseaux descen-

dant des sommets des deux tours se dirigent du méme
vol et parviennent dans le méme temps; quelles sont les
distances horisontales du centre de la fontaine aux deur
tours ? (LtoNaro pe Pise, Liber Abaci, 1202) (fiy. [).

Réponse: 32 et 18.
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