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AVANT-PROPOS

LA COMBINATOIRE DANS ]
L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE
e}

Si 1l'étude que l1l'on va lire n'est pas née d'une
activité dans 1'I.R.E.M., elle procdde toutefois d'une certaine
expérience : cing ans d'enseignement de la Combinatoire et éu
Calcul des Probabilités (1) dans diverses classes du second

e
cycle de l'Enseignement Secondaire et notamment en 1°°¢ B.

Comme beaucoup de collégues, j'ai &té forcé d'étudier
cette discipline juste avant de l'enseigner. En effet, tout le
monde n'a pas étudié le Calcul des Probabilités en Faculté.
Pour ceux qui l'ont fait, le probléme reste entier : d'abord,
c'est loin, et ensuite, méme si 1'on retrouve ses notes ou BES
polys, ce qu'on y lit ne servira pas forcément 3 expliquer
la chose dans une classe de lére de 1875 1|

Il fallait donc s'y remettre : je m'y suis remis, et
je me suis apercgu assez vite que ce travail était fructueux
et compensait (ou remplagait) avantageusement 1l'enseignement

regu (ou non) en Faculté.

Je me suis aperg¢u que la Combinatoire occupe une plaee
d part dans l'enseignement mathématique du Second Degré : d'eat
la seule part de cet enseignement o 1'on doive et ol 1'on puisse
faire systématiquement appel -méme dés 1'exposé du cours- 3 des

exemples concrets d'utilisation des notions mathématigues.

(1) On me fera peut-étre remarquer que ces deux disciplinesd 8éent
bien distinctes et ont chacune son objet et ses méthode8 gui
lui sont propres. Je veux bien, mais au niveau du Secondaire
elles vont assez bien ensemble. D'ailleurs quand on dénombre
des configurations, c'est en général que 1l'on s'intéresBe &
certaines d'entre-elles : leur pourcentage devient asseg& ha-
turellement objet d'intérat.

Témoin France Soir spécial Tiercé du 23/10.75 titrant su¥
cing colonnes : "12144 Combinaisons", parce que 24 pouliehes
€taient au départ. Ce qui était important, c'était l'une de
ces 12144"combinaisons". Ce nombre venait naturellement en
dénominateur ...




On devrait le faire dans d'autres classes, parait-il,
mais chacun sait qu'on n'a pas le temps. Et chaque fois
qu'au B.E.P.C. 1'énoncé s'écarte de 1'Enoncé Habituel avec
le Polynbme-&-Factoriser, la Fraction-Rationnelle-3-Simpli-
fier, le tout terminé par la Fonction-Affine-a-Représen—
ter-Graphiquement, alors c'est Borodino, je veux dire la
Bérézina. Exemples : les résultats catastrophiques de
l'épreuve de Math. du B.E.P.C. dans 1'Académie de Grenoble
en 1974 (Bulletin A.P.M. N° 296, décembre 1974 , p. 931)

ou de Clermont~Ferrand en 1975, résultats consécutifs 3
des énoncés trop originaux, trop "concrets" .

Pour la Combinatoire, c¢'est différent. Le cours comprend
un nombre limité d'exemples de configurations privilégiées
d dénombrer : les Arrangements, les Permutations, les
Combinaisons. Ces exemples sont utiles, et méme indispen-
sables pour deux raisons :

Premiérement : les configurations en question sont
trés fréquentes dans les situations
usuelles. Savoir les formules évite
des énumérations directes, fastidieuses
dans les meilleurs (et rares) cas,

impossibles dans tous les autres.

Deuxiémement : les méthodes utilisées pour établir
ces formules, l'arbre pour les arran-
gements et le "principe des bergers" (2)
pour les combinaisons, donnent des sché-
mas de méthodes de dénombrement qui
s'avéreront utiles dans la plupart des

situations.

(2) "Principe des Bergers" : on compte les pattes et on
divise par 4. On compte les arrangements, on trouve

AE et on divise par p! . Bien siir, seuls des plaisan~

tins ont attribué aux bergers cette méthode de dénom-
brement ; mais en Combinatoire, ¢a marche.



Je voudrais placer ici une remarque. Il vaut mieux,
d mon avis présenter d'abord les arrangements comme des suites
d'éléments "dans l'ordre", les permutations comme telles suites
gui épuisent tout 1l'ensemble considéré, et les combinaisons
comme des paquets, des tas d'éléments "dans le désordre", car
c'est ainsi qu'ils se présentent dans les applications prati-
ques. Mieux vaut ne pas chercher & tout prix d placer les mar-
chandises qui s'appellent "injections” et "bijections". Si 1l'on
ne peut vivre sans ces objets "modernes" on peut les présenter
en exercice, et vérifier qu'ils sont en méme nombre que les ar-
rangements et les permutations. C'est ainsi que procédent par
exemple L. GUEBER et P.L. HENNEQUIN [Biblio. 3]. De méme il
n'est pas indispensable de se livrer & un exposé magistral sur

le nombre d'applications d'un ensemble vers un autre, qui d'ail-

leurs ne figure pas au programme, mais que certains manuels se
croient tenus de présenter. Mieux vaut traiter en exercice des
situations (cadenas a chiffres, dés) ol interviennent des choix
indépendants, que 1'on peut dénombrer grfce d un arbre. Donc,
avec un arsenal assez limité, on peut aborder toute une série

de situations concrétes : cartes, dés, urnes, cadenas 3 chiffres,
mots, hombres, immatriculations, trajets, réseaux, codes (Braille

Morse ou autres), etc.

Ensuite, pour le Calcul des Probabilités, c'est a peu
prés pareil. Pourvu que l'on ne se perde pas dans les subtiles,
mais austéres, splendeurs des Anneaux Booléens, on trouvera un

noyau fait de deux ou trois idées et formules telles que :

i

A et B incompatibleS'.::::$_ p{A U B) p(A) + p(B)

H

A et B indépendants —-——=3 p(A N B) = p(A) . p(B)

En signalant bien soigneusement gu'il faut éviter de
confondre ces deux énoncés .... et en le répétant non moins
soigneusement chaqgue fois gue la confusion sera faite ! "C'est
par une douleur qu'il faut tout découvrir" : 1'éléve se souvien-
dra sans doute mieux d'un échec personnel que d'une mise en

garde ex cathedra.



Et alors, les exemples d'applications sont encore
plus nombreux. Il s'ouvre encore un nouveau monde de situations
concrétes et méme usuelles, 3 analyser, & débroussailler ...

a mathématiser, comme on dit.

Voila ce qui fait la spécificité et (outre son charme...
discret !) 1'intérédt de la Combinatoire dans 1'enseignement
secondaire.

Mais on m'objectera : pourquoi privildgier la "mathé-
matisation des situations" par rapport aux autres domaines de

l'activité pédagogique en mathématiques ?

Pour trois séries de raisons : historiques, philoso-

phiques, pédagogiques.

Raisons_historigues :

e L et Ghep e Wt e B o o

la Combinatoire et le Calcul des Probabilités sont
trés précisément pour résoudre des problémes concrets
qui se posaient dans les jeux. Ce sont Pascal et Fermat
gui les premiers se sont penchés sur le probléme de
la "régle des partis" c'est-i-dire sur la maniére la
plus équitable de répartir 1l'enjeu (le "parti") lorsque
les joueurs, d'un commun accord, interrompent la partie
avant sa fin [Biblio. 2 pp. 75 sq.] . Pour la
plupart des branches des Mathématiques on peut citer

des origines analogues [Biblio. 1]

Et méme si, en retour, des découvertes mathématiques
antérieures viennent parfois expliquer un phénoméne

nouvellement observé (exemple habituel entre cent :

les coniques, étudifes dds 1'Antiquité, se sont trou-
vées, au l7éme Siécle, &tre la trajectoire des corps
célestes) cela ne témoigne que d'une chose : 1'unité
de la ré&alité, dont rend compte L'unit? des sciences

qui la représentent.

En ces temps ol 1'axiomatique domine, l'apriorisme

sévit. Qu'est-ce-que 1'apriorisme ? C'est une attitude



de pensée qui considére les concepts scientifiques
comme des données a-priori de notre entendement et non
comne des reflets de la réalité objective. C'est une
conception qui nie systématiquement tout le lent tra-
vail qu'il a fallu faire pour dégager ces concepts,
toutes les expérimentations, les réussites et les é&checs,
les tatonnements et les erreurs, tous les travaux suc-—
cessifs de divers ordres qu'il a fallu accumuler avant
d'arriver au résultat bien &labord : le concept, l'ex-
posé axiomatique. C'est donc une conception qui se
place dans 1l'aprés-coup, quand tout est fait, gqui nie
les conditions réelles de 1'invention et du progrés
scientifique. L'accord entre les théories scientifiques
et les données sensibles de 1'expérience parait alors
purement fortuit, les axiomes dépendant du bon vouloir
du mathématiciens et les théorémes en découlant logi-
quement. Contre cette caricature de "liberté", il faut
affirmer avec force ce gui est, il faut montrer que
toute oeuvre scientifique authentique, d'aussi haut
niveau soit-elle, vise en dernier ressort 3 faire
mieux connaltre la réalité, pour agir sur elle. La
rigueur de 1l'exposd, qui a ses mérites, n'est gu'un
moyen d'atteindre ce but. Cela, les plus grands scien-
tifiques de tous les temps, par leur travail et leurs

écrits nous l'ont indiqué, on ne peut plus clairement.

C'est cela, le contenu réaliste qu'il faut, selon

moi, transmettre 3 nos &léves.

Raisons_pédagogiques :

e L LT

De plus en plus les jeunes posent la question du
pourquoi : Ils demandent : "A quoi cela sert-il 2", et
pas seulement dans le Second Cycle. Il ne s'agit pas
14 d'un utilitarisme 3 courte vue, mais d'un utilita-
risme social : les éléves veulent contrdler que tout

ce qu'on leur enseigne est vraiment utile.

-

De plus, l'exercice qui consiste & mathématiser
une situation est deux fois plus éducatif car le travail

qu'il nécessite est double : il faut reformuler le



probléme en termes mathématiques et puis résoudre ce
probléme. La premiére de ces deux opérations est de
loin la plus difficile, la plus intéressante, la plus
formatrice.

Devant un probléme déja formulé nathématiquement, 1'é-
léve peut avoir 1'impression d'un certain caract®re conventionnel
et presque incantatoire - le probléme ne consistant pas i dé-
couvrir ce qui est, mais ce qu'il faut dire pour faire plaisir

a4 l'examinateur.

Devant une situation concr@te, on est son propre juge.
On est face & un défi exaltant et beaucoup plus "motivant"
gqu'un probléme abstrait.

éreB devant

un probl@me combinatoire n'est pas du tout la méme que devant

Par exemple, l'attitude d'une classe de 1

un exercice consistant & chercher si une certaine application

f de R2 vers R est ou n'est pas une forme-bilinéaire-symétri-
que-définie-positive, ce dont, en général, ils ne voient pas
1'intérét.

A ces trois séries de raisons, s'en ajoute une qua-
triéme : ces exercices de mathématisation sont en général re-

foulés de 1l'Enseignement Secondaire actuel. C'est un fait.

On me dira que les Programmes prévoient parfois la
nécessité de tels exercices.

éne ; “ .
Clagsse_de_3 : "mise en équation de problémes va-

e .

riés, mathématiques ou non"

Classe_de_2°"°_C_(programmes_de 1973) , NB : "les

e . e s n was i e v mar e bt e

problémes proposés aux é&léves et dont les origines pourront étre

empruntées a d'autres disciplines que les mathématiques ,...
Portant sur des phénoménes connus des &léves, ils pour-

ront étre présentés de fagon & nécessiter un travail simple de

mathématisation (o su) ™.

On pourra méme me mettre sous les yeux cette "instruc-

tion complémentaire de 1957" que les actuels textes officiels



maintiennent, et qui contient d'excellentes considérations sur

les rapports entre la théorie et 1'expérience.

Mais justement, dans la plupart des cas tout cela n'est
pas appliqué, ce qui semblerait prouver que, dans les conditions
actuelles, c'est inapplicable.
On me permettra de citer ici une anecdote personnelle.

L'an passé, ayant & meubler des "10%" par "autre chose" que
1'habituel, j'avais voulu faire avec mes é&laves de la program-
mation linéaire -discipline qui figurerait sans doute au pro-
gramme de l&re B plus légitimement que les rotations vecto-
rielles ! C'était un probléme tiré de Fletcher (Didactique) .
On avait 3 combustibles : A, B, ¢ dont les teneurs en soufre
étaient respectivement 2,3% , 1,8% et 1,3% . Moins il ¥ oen
avait, plus c'était cher : il fallait trouver le mélange

idoine, le moins cher possible et avec au plus 2% de soufre.

Je prends donc comme variables les pourcentages de A et de
B dans le mé&lange : soient x et y . Le pourcentage de C est
donc 100 - x -~y : cela n'a déji pas été simple & &tablir.
Mais quand il s'est agi d'exprimer en fonction de x et y le

pourcentage de soufre dans ce mélange, alors 13, personne n'a

su le faire ! (le lecteur aura trouvé :
2,3 1,8 1,7 — ; i i B
7060 Xt 165 ¥t 166 (100-x~y), qui doit 8tre posé inférieur

ou &gal i 2).

Pourtant, la programmation linéaire, c'est intéressant.
C'est concret, cela pose de vrais problémes, cela fait inter-
venir nombre de notions qui figurent au programme, comme 1'é-
quation cartésienne d'une droite. Mais voild, les &léves é&taient
arrétés par une difficultéd imprévue, étrangdre a l'objet propre
du travail que nous faisions : un calcul de pourcentage !

Ce n'est pourtant pas leur faute !

Bt essayez de demander, en p=me C, combien pondent 6 poules
en 6 jours, sachant gu'une poule et demie pond un oceuf et demi

en un jour et demi. Vous m'en direz des nouvelles !

Alors, on pourrait en déduire que gquelgue chose ne va pas
dans les actuels programmes. Mais je n'ose m'arréter 3 une

telle conclusion . Ceux qui ont &laboré ces programmes sont



tellement plus“intelligents"que moi ! j'ai di me tromper quel-
que part, et je suis dans l'erreur. Ce qui me console un peu,

c'est que je n'y suis pas seul.

Et aprés tout, ces nouveaux programmes ont introduit
quelgue chose de positif : la Combinatoire dans 1'Enseignement

Secondaire. Profitons—en !

Tel est donc, pour moi, 1l'intérét de la Combinatoire,
que j'ai découvert en l'enseignant et en tentant d'approfondirx

ce que j'enseignais.

En me posant des problémes, en cherchant les solutions,
en étudiant ici et 13 -notamment les articles mathématiques du
bulletin de 1'A.P.M., qui en font un excellent moyen de forma-
tion permanente- j'ai pris connaissance de cette formule simple,
simple mais si féconde qu'on 1'a appelée un principe : le prin-
cipe d'inclusion~exclusioq :

Ce "principe" me semble en général peu connu. S8'il ne
figure pas au programme, il peut toutefois fournir des thémes
d'exercices, surtout en Terminale. Ses applications peuvent
servir a4 préciser nos connaissances sur certaines questions :

surjections, partitions, dérangements.

Les lignes qui suivent ne prétendent donc d aucun caracteére
d'originalité. Elles visent seulement 3 remettre en mémoire une
formule souvent peu connue et & en montrer quelques applications

utiles.

Si 1'étude que 1l'on va lire n'est pas née d'une acti-
vité dans 1'I.R.E.M., elle ne pouvait étre congue ni rédigée
(ni bien slr publiée) que dans 1'I.R.E.M., car 1'I.R.E.M. est
un moyen indispensable de réflexion permanente sur notre ensei-
gnement. C'est 1l'institution permettant d'organiser cette ré-
flexion collective, par 1'échange continu d'expériences, d'idées,
d'informations mathématiques.



Il va sans dire que toute critique, venant de la
part de ceux qui liront ces lignes, est bienvenue et trés-sou-
haitée. Ainsi qgue toute suggestion concernant des travaux ul-
térieurs sur la Combinatoire et son enseignement.
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§ 1J| LE PRINCIPE ET SA
s

|
f DEMONSTRAT ION

|
i
|

OIS

Dans toute la suite, on considdre des ensembles

finis. On notera [E| le cardinal (nombre d'éléments) de

l'ensemble

on sait
S5i l'on

|A U

i

E.

A et B &tant deux ensembles finis quelconques,
que [aUB|l = [a] + |B] - |a B
a 3 ensembles A, B, C, on en déduit

BuUC| = HAUB)UC]=:]AUB]4«|C|—[(AUB)HC|

Iau Bl + |c] -~ [(anc) v (Bac)

1
= A U B| + |C lanc|l + [Bac| - |[(An o) n mrzcnl
= [a] + [B] -~ |an B| +ic] - |ancl - IBac] + |anBnc |

A e
![AuBuc|+]A|+§Bi+]c]~|mﬁf~!smz~~Umc[+|Aanc
Posons S, = [a] + |B] + |C]
S, = |a0B| + |Bac] + |anc]
S, = |AnBnC|
8 = 8) - 8§, + 8, ona: S = |AuByC|
sénéralisons Soient n ensembles finis AL A2 i An
T '
s . A - ' e -
Soit 8, = (A ] + ;AE! +o. 04 ,Anl = f?Egn Ai'
o B _ " _ . > [33- p 3\.-'
5, A, 0 Az! + lAlw A3| I f?i<jsn i N
e
e l ;
°3 T lgi<i<kan 1% Aj"Ak|



Et ainsi de suite jusqu'a §_ = |Alr\A2 ...f}An|

Pour tout entier k tel gue 1 <k ¢n ,

AT
-._"\
~

S, = o sy 3 a, A& a0 B,
k l<11<12...{1ﬁgn iy i, 1y

est la somme des cardinaux des intersections des n ensembles
Ai pris k a k . Ces intersections sont d'ailleurs au nombre

de Ck
1

1

1 +...+.(—l)n' S

Soit 5 =8 = 8, + 8; +...4 (-1)k“ s

k n

Le principe d'inclusion-exclusion dit que

s = [a U A, ... uAn]J

On peut en donner plusieurs démonstrations

- On peut le démontrer par récurrence, en adjoignant 3 ces

n ensembles un n+l-~iéme, A et en procédant de la

n+1"’

méme fagon qui nous a amenés & calculer |A U B U C|

- On peut aussi considérer un élément x appartenant exacte-

ment a3 p ensembles parmi les Ai i1 £ £ 1)

Dans S, , cet élément est compté p fois (ou C;)

Dans Sk + 11 sera compté C; fois.
Dans Sp + i1 sera compté une fois (ou Cg)
Dans Sp+l il ne sera plus compté&, puisqu'il n'appartient

gqu'd@d p des n ensembles Ai .

Donc dans S il sera compté un nombre de fois &gal a :

C - C + C T -1 ==
P - P (=1} Cp r
Or ce nombre est &gal & 1. En effet, on a, puisque p » 1 :
0= (1-1)P =1 - gl 4 C2 - C3 Foaet (~1)P P =1 - ¢
P P P P



Tout é&lément x de la réunion AU A? ...L}An est donc
compté exactement une fois dans S, ce qui prouve qu'on a

bien : [Alu A, ...uAnj =8

Toute mesure m Sur un anneau bqoléen unitaire vérifie
la relation m(AUB) = m(A) + m(B) - m(ANB). Elle vérifie
donc aussi le principe d'inclusion-exclusion. Mais alors, on ne

peut utiliser la deuxiéme démonstration ci-dessus.

On peut remarquer aussi que 1'anneau dual de 1'anneau
usuel G‘um donne une formule duale encore vraie :

. _
silon pose Sk = I Ai U Ai ...L}Ai
1 2 k
- N
S |a, N a, ... ﬂAn]
n
on a bien encore S = 3 (--l)k'-l Sk



§ 2 lDEUX APPLICATIONS

Premier_ exemple :

e e e e

Chacun connait les problémes du type suivant :

Dans une classe, chaque éléve étudie au moins 1'une des

trois langues suivantes : anglais, italien, espagnol.

Le nombre des éléves qui étudient 1'anglais est : 21
- " & 1'espagnol est : 14

= " " l'italien est : 18

" " " 1'anglais et l'espagnol est :

l'espagnol et l'italien est :

l'italien et l'anglais est :

les 3 langues est :

Combien la classe compte-t-elle d'éladves ? (1)

La difficulté, on le sait, vient du fait gque les &laves
comptés dans l'une des catégories (par exemple "anglais")
peuvent étre comptés aussi dans une autre (par exemple "anglais
et espagnol").

W o 3

(1) Dans un article intitulé "Algdbre de Boole et publicité"
(Bulletin A.P.M. N° 251, janvier-février 1966), article
dont on ne peut que recommander vivement la lecture,

A. WARUSFEL et P. ROSENSTHIEL affirment (p. 33, note) que
de tels "exemples scolaires ... n'enthousiasment plus au-
dela de l'age de 9 ans". J'ai pu constater au contraire
qu'un tel exercice, posé en lére B, permet aux éléves d'es-
sayer leurs forces sur une question 3 1'é&noncé simple, mais
qui demande une certaine attention. C'est peut—~&tre 1l'exer-
cice gqui a suscité le plus d'initiative des é&léves, 1l'un
proposant un procédé de dénombrement qui s'est avéré erroné,
mais dont la critigue n'était nullement é&vidente, et qui

a suscité des débats assez suivis.

L'exemple contenu dans l'article cité plus haut est bien
plus évolué, bien plus intéressant, c'est un fait, mais
il a été posé a des étudiants de H.E.C., non & des &laves
de lére B.



La méthode "classique" consiste & remplir de proche en proche
] P

un diagramme, en partant de la zone centrale qui contient

3 éléments.
On trouve en tout 35 éléves.

On peut procéder autrement,
en utilisant le principe
d'inclusion-exclusion en
posant S = (A U I U E| .
On a alors :

S, =18 + 14 + 21 = 53
S, = 9+ 5+ 7 = 21
Sy = 3

on trouve bien

S =8, = 8, + &5, = 53=-21+3 = 31

Deuxiéme_ exemple :

oo oyt s il

On extrait au hasard 15 cartes d'un jeu de 32 .

Quelle est la probabilité d'obtenir au moins un carré (4 as ou
4 rois, etc.) ?

On appelle A1 le nombre de "mains" (2) de 15 cartes contenant

le carré d'as

On appelle A, le nombre de "mains" de 15 cartes contenant le

carré de rois

Qil'..‘.'.‘.‘

On appelle AB le nombre de "mains" de 15 cartes contenant le

carré de septs

(2) Les énoncés de combinatoire faisant intervenir des cartes
appellent traditionnellement "main" tout paquet de cartes
(dans le désordre) qu'on peut extraire du jeu c'est-a-dire,
pour parler correctement, tout sous~ensemble, toute partie de
l'ensemble des cartes du jeu. Le nombre total de mains dif-
férentes de p cartes qu'on peut extraire d'un jeu de 32 est

i P
donc 032



Le nombre de mains contenant au moins un carré est

g = |A]tJ A, ...LJABI

On a iAi] = Céé (quel que soit i, compris entre 1 et 8)
{Ai!\ Aj[ = Cg4 (quels gue soient i et § distincts)
2, Nag; Nl = C?zo (idem)

Et c'est tout : une main de 15 cartes ne peut contenir 4 carrés.

On a donc Sl = IAiI = 8 . Céé = Cé Céé
Sy =1 |a, 0 A = cg 024
Ay = Cg Cgo
Donc 5 = Célcéé - C§ CZ4 " Cg ng
La probabilité cherchée est, bien sir : wmggw
C32

t
Nous avons ici un exenmple de cas particulier important et
fréquent dans les applications habituelles : celui ol le car-

dinal de A, N A, ...NA. ne dépend que de k et non du
1 =y Tk '

choix des indices il, i2 g ik

est alors dite gchangeable, et on peut poser

La famille {Al,hz,...Ak)

f _

Le nombre de termes de la somme 8§, =

k lsll<12...<1k<n

étant toujours Ci et ces termes étant ici tous égaux a Ik P
aura :

-

Sk = Cn Ik
n

Et donc 5= 3 (hl)k"l c* 1

k=1 h K

2 k .
A n .
:> iy i,



SURJECTIONS , PARTITIONS

S

Le nombre de surijections d'un ensemble fini E & n élé-

ments vers un ensemble F = {x, , Xo geesy xp] i p éléments

1
est plus délicat & déterminer que le nombre d'injections,

de bijections, d'applications ... ou de fonctions.
Soit done J 1'ensenble de ces surjections, |¥| leur nombre.

Ce nombre est 1ié au nombre de partitions de- E (1) en
p classes, que l'on note ordinairement S(n,p). En effet, a
chaque surjection f : E » F , on peut associer la partition

de E : {f-l(xl) , £71

(Y e f"l(xp)}

On remarque gue cette correspondance surjections-partitions
associe exactement,a chaque partition, p! surjections de E
vers F. On passe donc des surjections aux partitions comme
des arrangements aux combinaisons, en appliguant le "principe
des bergers" :

171

S{n,p) = 3

<

Si l'on a 1l'un des deux nombres et 5(n,p) , on

a aussi l'autre. Calculons donc I?].
Récapitulons
E est un ensemble &8 n &lé&ments
F est un ensemble a p é&léments : F = {xl,xz,... ®._ 1}

P
¥ est l'ensemble des surjections de E vers F .

(1) Sur le nombre de partitions, signalons une expérience de
travail d'éléves réalisé en lére B et paru dans le Bulletin
du G.E.P.-Math. N° 18, 4&me trimestre 1973. Une telle ex-
périence mériterait d'é&tre discutée.



s)
Soit Ul 1'ensemble de toutes les applications de E
vers F : lﬁﬂ = p"

A~ ¢ ) . ( r
L'ensemble YiNY , complémentaire de S dans s , est
l'ensemble des applications de E vers F gui ne sont pas
des surjections, c'est-&-dire qui n'atteignent pas 1'un

au moins des éléments de .

Appelons donc ﬁﬂji 1'ensemble des applications £ :£->F

qui n'atteignent pas Xy (c'est~d~dire telles que
xi¢f(E))

AN GdUb v v
1 2 e p
) P I 1 iy .
pone & — F] = pm - ] = jRUEY LUk | s
On peut appliquer le principe . On a :

1= g
& N,

il

v = [ = (pe)?
lpl tp=1]

= | Nk = ... - |d{b_ln&pl=(p~2)‘

i
]
.
-

En général, pour tout k tel que 1 g k ¢ p

f Lo
L{(iln U}.lzn “ = .n ‘;‘Tikl = |

et non du choix des indices i] ,

Ik p»k)n ne dépend que de k

i

13 7os ey K

2 r

Nous sommes dans le cas particulier d'une famille
(&%1rv%21 "’J%p) échangeable.

L'application du principe donne

p -
s = 3 (-1)K1 ¢k L,
k=1 p
P "
Soit po - ]gw = 5 {pagy®t Cg (p-x) "



p -
Donc lyl = pn = I (-l)k : Ck (pmk)n
k=1 p
P
|?| = 7 f-1y" C; (p=k) "

Soit, en posant p-k = j

o P

7 B . .
17 = 3 (-1)3tP 3 g0 i

y p-3 _ p+j Pl . pd
Cars -1 = (=1 £t G = C
a (-1) (-1} e o "

Cette formule, on le salt, a d'importantes conséquences.

On en déduit que
i P

n < p o I (--_1)j C; jn = 01| (il n'y a pas de surjection)
j=o |
4 ] ~J P p
et 81 n = p :t T (--1):J Cp 3 = pt (~1) {les surijections
j=0

sont alors des bijections).

Revenons aux partitions. On a vu que le nombre de partitions

de n objets en p classes est gal & S(n,p) = %%l

On a donc

-1 P P 5 _d
S(n,p) = Lw£%~ r (-1)2 ¢l 5
pl L, p

n

gui se trouve donc &tre un entier.

éme

Ces nombres s'appellent nombres de Stirling de 2 espéce.

On peut dresser le tableau & double entrée des S(n,p),
style Triangle de Pascal, on peut chercher des relations
de récurrence. Tout cela est traité par exemple dans deux
articles du bulletin de 1'A.P.M. . Le premier, de
M. GLAYMANN, intitulé "quelques aspects de la Combinatoire"




.....]_9_

(Bulletin N°® 277 - janvier -~ février 1971), calcule d'abord
S(n,p) par un procédéd récurrent, expose plusieurs proprié-
tés des S(n,p), et en déduit || . Le second, de J. LEGRAND,
intitulé "nombre de surjections d'un ensemble fini sur un
ensemble fini" (Bulletin N° 297, février 1975), calcule
d'abord |f| par une méthode qui faisait 1'objet d'un
exXercice dans : Biblio. 3 p. 31

Cet article donne aussi des propriétés des nombres
S(n,p) mais 1'auteur éprouve le curieux besoin de changer
des notations généralement admises, appelant par exemple
l'opéfateur "différence finie", que depuis au moins deux

siécles on appelle A
On peut noter enfin une propriété que les S(n,p) par-
tagent avec les CE : 81 n est premier, il divise tous les

S(n,p) tels gque 2 ¢ p ¢ n-1 (Problémes de 1'A.P.M. N° 12
Bulletin 281 p. 756 et 286 p. 995). Mais je ne crois pas
que n divise S(n,p) dés gue n est premier avec p alors

que ceci est vrai pour CE &



|
5 4 IDERANGEMENTS

On peut formuler ainsi le probléme : j'écris, mettons, 10
lettres et leurs 10 enveloppes. Distrait, je mets ensuite au

hasard les lettres sous-enveloppe.

Quelle estla probabilité pour qu'aucune lettre ne soit dans

son enveloppe ? (1) .

C'est-d-dire : probabilité gue l'on n'ait aucune "rencontre"
ol "colincidence" entre les lettres et les enveloppes ? Ce pro-
bléme s'appelle le "probléme des rencontres". '

Pour y répondre, numérotons les lettres et les enveloppes

correspondantes de 1 & 10 .

On peut reformuler ainsi le problédme :

Les diverses éventualités possibles sont les diverses
permutations des 10 lettres : il y en a 10 !, elles sont équi~-
probables . Les éventualités "favorables" sont les permutations
de l'ensemble des 10 premiers entiers qui n'en laissent aucun i
sa place : on les appelle dérangements (ou permutations strictes
ou permutations sans coincidences), et ce sont elles qu'il nous

faut dénombrer.

(1) Je préfére cette formulation 3 une autre gqu'on voit parfois :
10 personnes vont au spectacle, remettent leur chapeau a
la dame du vestiaire, mais celle-ci les leur rend au hasard.

Il y a aussi l'histoire de ce commis de librairie gui, si

j'en crois 1'énoncé posé au Bac. A i Rennes en 1971, ©oavait
d& envoyer, & chacun des 3 clients, un exemplaire d'un dic-
tionnaire en 2 tomes. Une fois faits les 6 paquets, le bou-
gre, il envoie tcout cela au hasard, 2 paguets a chacun !

Et l'auteur de demander, bien siir, la probabilité pour que
chaque client regoive un dictionnaire complet et non deux
tomes identiqgues. De tels &noncés en disent long sur 1l'es-
time dans laquelle leurs auteurs tiennent la conscience
professionnelle du "petit personnel” !



Plus généralement, considérons un ensemble E & n é&lé-

B 3 5 o= et o e %
ments B {xl ’ X2 ; \n'

On appelle dérangement de FE une permutation o de E qui

ne laisse fixe aucun &lément de E, c'est-d-dire une bijection

c de E telle que, pour tout x € E, o(x) # x

f.
Soit Jb l'ensemble de toutes les permutations (bijections)
de E. On a bien stir |DP| = n!

Soit & l'ensemble des dérangements. On pose |#] = d(n)

( 2}
L'ensemble 25\ AB , complémentaire de & dans 95 , est
l'ensemble des permutations de E qui laissent fixe au moins
un des éléments de E.

Soit donc isi l'ensemble des permutations de E qui lais-

sent fixe 1'é&lément X On a

| BF - By -

B = nt - d(n) = |?>1U3’2 ...U%nl = §

Mettons en route la machine

: 3 |
B3 281 =
( L A )
etc.
; ) o (_r_”‘
En général, si 1 ¢ kg n : |2 ﬁ,b.!m..oi)‘ | = (n-k)! =1, ,
i 1. i k
1 2 k
ne dépend que de k : la famille (531,1%2, ...an) est encore
échangeable.
B k-1 _k
Donc: Szn! - d(n) = 3 (=1) cC. I
fossh n k
n
= g gyl by
k=1 kKU (n=k)1- 7
n k
= - (n!) E.: ._(.--]_i.)!;k.



n (*1)k
Donc d(n) = nt L § et
k=1 -
N ) -
k n
d(n) =n! 5  (~1) - Sl 11 (=)
k=0 kI ou d{ni=nt |1=- §7 + 37 = F7te 57

Par exemple : df(o) =1, d(1l) = o, d(2) =1, d(3) = 2, d(4) = 9 .

Ces nombres d(n) vérifient diverses formules de récurrence,
qui peuvent servir & établir les formules ci-dessus. On pourra
lire a ce propos l'article de M. EHRHART : "Permutations strictes
et coincidences” (Bulletin A.P.M. N° 273, Mars-Avril 1970)

Si 1l'on revient au probléme initial tel qu'il &tait posé,
la probabilité qu'une permutation prise au hasard soit un dé-
rangement est

= 4(n)

1
. b =2 e e o
Py nr oL ® 3y

D
=

Ce qui est trés curieux, c'est que cette probabilité tend trés

. L
rapidement vers =

On pourrait croire que, lorsque n augmente indéfiniment,
le "degré de désordre" des situations possibles augmente aussi
et donc que la probabilité de n'avoir pas de coincidence aug-
mente aussi. Il n'en est rien au dix-milliéme prés, cette probabi-
lité reste pratiquement stationnaire a 0,6321 dés que n 2 7

Nous avons ici un exemple de probabilité "paradoxale", c'est-
d-dire trés différente de la valeur qu'on pourrait chercher &

estimer "au pif". a priorj

Mais le plus curieux, c'est encore le résultat suivant, mis

lisation du probléme des rencontres" (Bulletin A.P.M. N° 283,
Avril 1972).

Si je reprenais mes 10 lettres et mes 10 enveloppes,



et que je mette les lettres dans les enveloppes mais cette
fois "avec remise" ? C'est-a-dire : j'ai un tas de 10 lettres,
un tas de 10 enveloppes, je prends au hasard une lettre et une

enveloppe, je note le résultat et puis je remets la lettre dans

son tas et l'enveloppe dans le sien. La probabilité que la let-

tre n'aille pas avec 1l'enveloppe est bien sir 1 - %~ = %5 ;

Je recommence l'expérience 10 fois : 10 expériences indépen-
dantes. La probabilité& de n'avoir aucune "rencontre" de la let-

tre avec son enveloppe est (%6)103 (1 - %5)10 . En général,

: n
cette probabilité est (1 - %‘) . Elle tend vers la méme limite

que précédemment i (guoique plus lentement)
£

On peut donc dire gque, dés gue le nombre d'épreuves est
"assez grand", la probabilité de n'avoir pas de rencontre est

5 - 1 - .
"a peu preés" & due les expériences se fassent avec remise

ou non. Et méme si ces expériences se font au choix, certaines
avec remise, certaines sans : c'est ce qu'a montré M. EHRHART,

qui d'ailleurs chiffre précisément ces "assez grand" et "A peu
prés" .

=

Pour finir sur ce sujet, et revenir 3 la gquestion considérée,
on pourra chercher combien, parmi les n! permutations possibles

de E, laissent fixes exactement p &léments.

On pourra étudier aussi la variable aléatoire égale au

nombre de dérangements dans une permutation prise au hasard .



e

\i’ONCTION INDICATRICE D'EULER

N étant un entier naturel non nul, on note ¢ (N) le
nombre des entiers naturels inférieurs (ou égaux) &4 N et

premiers avec N,

Par exemple ¢(1) =1, $(2) = 2, ¢(3) = 2, ¢(4) = 2, etc.

La fonction N j——3 ¢ (N) s'appelle la fonction indicatrice
d'EBuler.

On peut calculer ¢(N) de plusieurs manidres : voici la

maniére combinatoire. (1) .

Soit donc N un entier naturel tel qgue N » 2 . Soit

O‘.l (\!2 o

n
N = Py Py ... pn

Sa décomposition en facteurs premiers.

Soit E 1l'ensemble des entiers x tels que 1 € x < N

On a bien sir |E| = N

Soit F 1l'ensemble des entiers x tels que 1 £ X ¢ N et
tels que x soit premier avec N . L'objet du probléme est de
calculer |F| = ¢(N)

L'ensemble FE '~ F, complémentaire de P dans E, est formé
des entiers x , compris entre 1 et N, et ayant au moins un

diviseur premier commun avec N, c¢'est~i-dire divisibles par

Py + Py see. Oup .

(1) On trouvera une autre maniére d'aborder cette guestion, et
des propriétés de la fonction ¢, dans 1'article de
J. DAUTREVAUX "A propos de la fonction indicatrice d'Euler"

(Bulletin A.P.M. N° 274, juin-juillet 1870)




Soit donc, pour tout k tel gque 1 < k £ n, Ak l'ensemble

des entiers x tels que 1 < x g N et Pyl x

On a ENF = All) Azu.. Ua
Et donc |E| ~ |F| = N - ¢(N) = (Altj Ay wen L)An| = §
N N N
On a : la, | ==, |a,| = = ,. A | = =
1 2
P, Py n' " p,
On a (A, Na,| = oMo ok Bn général |A,NA,| = -
172 PP, ' i P;P.
N
En général (A, na, N..04, =
vy Tx pi1 pi2 B pik

Nous ne sommes pas dans le cas oll ce cardinal ne dépendrait

que de k : la famille (A Ayy «+o A} n'est pas échangeable.

1!

On a : S = : "
) k l€i, <...€1, gn P p. P
1 k i, "i, Iy
Donc N - ¢(M) =5 (-135°% L : = 8
Py Py -+ Py
1 2 k
Donc $(N) =N + % (-1)k N
Py Py «ve Py
= H{1 = B %“ + 1 5“%“ + + (“l}k % 5 pl 5 L S (—l)np pl Y
i 153 i7d, Ay 152 b
1 1
=N (1 - —) (1 - =) . (1 - — ) (1 - =)
Py 2 Py P

C'est-d-dire la formule bien connue.

On en déduit immédiatement que, si a et b sont premiers entre
eux, on a : ¢(ab) = ¢(a) ¢(b). La fonction ¢ a beaucoup d'ap-

plications en Arithmétique.

A titre d'exercice, on pourrait déterminer le nombre ¢ (N) de cou-
ples d'entiers (x,y) tels que 1g¢xgN, 1¢yeN, et X premier avec v .



p étant un entier naturel, on tire simultanément p car-
tes d'un jeu normal de 32. On s'intéresse aux mains de p car-
tes "multicolores", c'est-d-dire contenant au moins une carte

de chacune des 4 couleurs (Coeur, Carreau, Tréfle, Pique).

On veut calculer le nombre Tp de ces mains.

On trouve directement T4 = 84 et bien sQr : 'I'0 = leT?=T3= 0

T5 est déja plus délicat & calculer. On peut raisonner
ainsi : on peut choisir les 4 cartes "multicolores" de 84 ma-
niéres différentes, et il reste alors 28 choix pbssibles pour

la cinquiéme. Cela ferait donc 84 x 28, Mais ce faisant, on a

4
P : ; 8" x 28
compté 2 fois chaque main. DRonc T5 =y
Ce raisonnement s'avére inapplicable a T6' Comment donc,
en général, calculer Tp ?
Plus généralement encore, considérons une urne contenant

km boules, de k couleurs différentes (m de chaque couleur).

On en tire p, simultanément, sans remise.

On veut calculer le nombre T(k,m,p) de tirages "k-colores",
c'est-a-dire comprenant au moins une boule de chacune des

k couleurs.

Soit %? 1'ensemble de tous les tirages : || = Cgm

Soit Jﬁ l'ensemble des tirages "k-colores" : |£[= T(k,m,p)
Soit %} l'ensemble des tirages ne contenant aucune boule

de la couleur numéro 1§ (1 < j s k)

On a

€M =Bt ...uE

ck - T(k,m,p) = lt:lU €2U...U€k| = 8



"» e (- = o ""- = E) = .‘p
ona ] =16, Gl = B = By
9 “ 5 - ¥ =4 — P - P

|€1f\€}] ot T |Cjk-~1ﬁ“kI - ckm-—Zm C(k*Z)m

ERC.

En général pour tout J tqg. 1 £ 58 %

5 h A f
C; ﬂ gi ﬂ"'ng;”l =cP. . =1, (famille échangeable)
1 2 b (k~3)m j
k ; i k : :
o =1 ] & 1-1 ~J P
Donc s= 3 (0¥t cli= 1 (-1 ¢l b .
sy k 73 §=1 k “(k=j)m
p 5 3 @d P
Donc T(k,m,p) = Ckm + jil (=1)- Ck C(k-j)m
, J o3 P
j=0
Soit, en posant k-j = i
k k+i i 8]
T(k,m,p) = & (=1) Ck cim
i=0
On peut en tirer des conséquences
S5i p < k, on a bien sflir T(k,m,p) = o. Donc

e R % 5 e TS R T

TR S SR «
(~1) Ck Lim = 0

et ce, quel que soit l'entier naturel m



De plus,

si

p =k, on a

T(k,m,p)

k
= m

Donc

e By

28 ~

Si guelgu'un a déjad vu exposer ce probléme et les identi-

tés gui en découlent,

vouloir m'‘en donner la référence.

je lui serais reconnaissant de bien



NOTES BIBLIOGRAPHIQUES

@ En général, comme on a pu le voir au cours du texte, les ar-
ticles mathématiques du Bulletin de 1'A.P.M.E.P. (29, rue
d'Ulm Paris 5é&me), contiennent des renseignements indispen-

sables sur toutes sortes de questions mathématiques.

@® J'ajouterai quelques ouvrages se rapportant aux questions
abordées ici, ou cités plus haut

1. Maurice FRECHET Les Mathématiques et le concret (PUF, 1955)

2. PASCAL oeuvres complétes (Bibliothégque de la Pléiade,
Gallimard 1954) .

3. L. GUERBER et PL. HENNEQUIN Initiation aux Probabilités
(Bibliothéque d'Enseignement Mathématique,
A.P.M.E.P. , 1968)

4, L. COMTET Analyse Combinatoire - tomes 1 et 2 (PUF, 1970)

5. C. BERGE Principes de Combinatoire (Dunod 1968) .






