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AVANT-PROPOS

"Comment oser parler des lois du hasard ? Le hasard
n'est-il pas l'antithése de toute loi ?"
J. Bertrand — Calcul des probabilités — 1889.

%ﬂﬂfyzﬁqwd

Depuis Pascal "stupéfait" du paradoxe d'une "géométrie du hasard" jusqu'a Bertrand s'étonnant encore
que le hasard puisse se soumettre a des lois, la force séduisante des probabilités réside dans son
pouvoir d'organisation dans le domaine chaotique de I'imprévisible. C'est ce que I'on a d'abord voulu
faire vivre aux éléves par les moyens modernes de la simulation.

Organisation de la brochure :

Les activités sur calculatrice sont proposées sous forme de fiches de travaux pratiques
photocopiables, contenant des programmes a saisir par les éléves.

Les développements sur Excel sont congus pour étre des produits finis, directement utilisables pour
illustrer la lecon.

AVERTISSEMENT A LA PREMIERE ET A LA DEUXIEME EDITION

Par cette brochure nous souhaitons, au-dela d'un apport d'idées ou d'informations, susciter un échange
entre enseignants, sur un théme que vous avez peut-étre déja expérimenté. Aussi présentons-nous, en
les signalant, des activités qui n'ont pas encore été testées en classe et sur lesquelles nous aimerions
avoir des avis. Enfin, bien qu'ayant fait I'objet d'une relecture soigneuse, cette brochure (et certains de
ses programmes) peut contenir des erreurs, que vous voudrez bien nous signaler.

Vos critiques, suggestions ou expériences nous intéressent !

Pour contacter les auteurs

= A propos des activités sur calculatrices :
Philippe DUTARTE

Professeur au lycée E. BRANLY

33, rue du Petit Bois

94000 CRETEIL

Courrier électronique : dutarte@club-internet.fr

= A propos des activités sur Excel 97 :

Christian KERN

Professeur au lycée ALAIN

27, Bd Mézeray

61014 ALENCON cedex

Courrier électronique : kernch@club-internet.fr
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"Cette maniére empirique de déterminer par expérience les
nombres des cas n'est ni neuve ni insolite.”

farcot w ésfhﬁa/fé%

L'Art de conjecturer — 1713.

Irelrvoduclior

A - INTERET PEDAGOGIQUE DE LA SIMULATION

= L'approche fréquentiste :

Les instructions officielles insistent sur la nature expérimentale qu'il est souhaitable de donner a
I'enseignement des statistiques et probabilités. Dans cet objectif, il s'agit de lier la notion de
probabilit¢ a celle de fréquence observée aprés la répétition un grand nombre de fois d'une
expérience. La simulation permet, & peu de frais, d'y parvenir, donnant ainsi plus de sens aux
concepts théoriques.

= L'épreuve de l'expérience :

La simulation permet de mettre a I'épreuve de l'expérience certains résultats (parfois admis) du
cours. Elle favorise le débat scientifique, obligeant les éléves a confronter leurs observations et a
les analyser. Dans le cadre de travaux pratiques (un peu au sens de la physique), on constate
I'efficacité de la théorie, on donne une réalité aux formules. On peut également, en sens inverse,
expérimenter d'abord, pour émettre des conjectures ou introduire une notion.

= Le hasard et l'ordre :

Un des principaux effets des activités de cette brochure est de réintroduire le "hasard" au coeur de
notre enseignement de probabilité, lequel devient trop souvent du "dressage" aux techniques de
résolution de problémes (simple application de formules). Les probabilités ne consistent-clles pas a
mettre un peu d'ordre 1a ou le néophyte ne voit que l'intervention du "hasard" ? Dés que ’on a
décelé un certain ordre, on peut prévoir. Clest la force insolente des probabilités, et certaines
activités de simulation permettent d'en prendre conscience.

= La mod¢lisation :

Entre I'expérimentation et la théorie, se situe la modélisation. C'est une démarche scientifique qui
est fréquemment celle de l'ingénicur en entreprise. La simulation, en fournissant des échantillons
des distributions réelles, permettra parfois de trancher entre deux modéles concurrents, mais, le
plus souvent, elle nécessitera, pour étre mise en ceuvre, une réflexion préalable sur le modéle
mathématique. On comprendra également mieux le role des probabilités par rapport a un historique
statistique (articulation statistiques/probabilités).

= L'attrait de la nouveauté :

On "accroche" les €léves par une pratique nouvelle, utilisant une technologie récente pour laquelle
ils ont de l'attrait. Cela donne une autre image des maths et motive parfois les plus récalcitrants a
leur égard.

= La simulation pour elle-méme :

On initie les €léves aux techniques de simulation de plus en plus utilisées par les professionnels des
statistiques, les ingénieurs, mais aussi dans d'autres domaines scientifiques, ou l'on exploite la
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puissance de calcul des ordinateurs pour étudier des distributions, soit inconnues, soit trop "rares",
soit pour lesquelles le calcul analytique est impossible.

B - DEUX STRATEGIES POUR LA SIMULATION

Suivant les objectifs, les contraintes matérielles, deux stratégies sont utilisées.

"Le hasard en direct" "Simulation globale"
Afficher I'évolution "en temps réel” des | N'afficher que I'état final d'un nombre
PRINCIPE simulations successives jusqu'a I'¢tat|de simulations fixé.

final.

Observer les fluctuations du hasard et la | Réduire la durée d'exécution lorsqu'on a
convergence vers le modele probabiliste | besoin d'un  trés grand nombre de

testé simulations dont le détail et la
INTERET e soit sous forme d'une courbe gardant | chronologie ont peu d'intérét.

la trace du pass¢ (type oscillographe),
® soit sous forme ; cumulative mais en
perdant la trace de la chronologie.

COMMENTAIRE | ménageant un certain suspens. particulier  dans  les  questions

Stratégie plus vivante, plus ludique et | Stratégie plus aride mais nécessaire, en

d'échantillonnage.

C - SUR CALCULATRICES

L'avantage des calculatrices est la grande souplesse de leur utilisation, ne nécessitant ni
changement de salle, ni apprentissage particulier (les programmes sont souvent simples et ne
constituent pas un réel obstacle). Les éléves sont souvent trés heureux d'exploiter le matériel
puissant dont ils disposent et qui, généralement, leur sert essentiellement a stocker des "antiséches".
L'utilisation des calculatrices favorise le débat et le travail de groupe. Les ¢léves comparant leurs
résultats, essayant de les interpréter. La présentation des activités sous forme de T.P. favorise
'autonomie, méme si des synthéses sont parfois nécessaires.

Une initiation a la programmation, méme si ce n'est pas l'objectif, est possible, pour ceux qui le
désirent (¢leve ou professeur) a partir des activités qui suivent.

L'aspect pénible est la grande diversité des modéles. Cependant, en se limitant aux marques CASIO
et TEXAS INSTRUMENTS, on touche au moins 80% des éléves, et un tableau résumant les
principales procédures suffit alors a aider ceux qui sont en difficulté.

Les programmes de cette brochure ne sont donnés que pour les marques CASIO et T.I. . Les
calculatrices SHARP ont un langage trés proche des T.I. . Comme on le sait, les H.P. sont trés
spécifiques mais leurs propriétaires sont souvent des passionnés, qui peuvent se débrouiller seuls.
Ils devront toutefois se passer des instructions Lbl et Goto, ce qui demande une refonte du
programme dont ils ne sont pas toujours capables.

En tout état de cause, pour quune activité fonctionne, il n'est pas nécessaire que toutes les
calculatrices tournent. On peut se contenter d'une dizaine.

La gestion de I'hétérogénéité du parc de calculatrices peut étre facilitée avec l'aide des fiches de
I'IREM de Lyon "36 éléves, 36 calculatrices”, ou les tableaux fournis en annexe.
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D - SUR ORDINATEUR P.C. AVEC EXCEL 97

Avantages :
- Tirer profit de la rapidité, de la puissance de calcul et des possibilités de visualisation de cet
outil.
- Utiliser des programmes préts a l'emploi sans qu'aucune connaissance sur Excel ne soit
nécessaire de la part de l'utilisateur.

Utilisation en classe :

Contrairement aux manipulations sur calculatrice, toutes congues pour étre des séances de TP, ces
programmes sont plutdt destinés a étre des supports du cours. Leur utilisation peut cependant étre
intégrée dans une séance de TP ou compléter une séance sur calculatrice.

Objectif général des programmes :

Confronter des résultats expérimentaux obtenus par simulation et un modéle probabiliste.

Le plus souvent, il s'agit de comparer numériquement et-ou graphiquement une série statistique
obtenue par simulation avec une ou plusieurs distributions théoriques probabilistes. Certes, la
méthode de comparaison n'est guére scientifique et un test du x? serait plus probant pour...les
profs! L'adjonction de tests du * aux programmes est envisagée pour une réédition ultéricure.

Durée :
- Les simulations globales ne prennent que quelques secondes.
- Les simulations en direct, s'écoulant dans le temps, le professeur peut continuer son cours et
faire observer I'évolution de I'expérience quand il veut.

Types d'installation :
- Poste unique muni d'un grand écran, ou le professeur est le manipulateur ( utilisation en
cours).
- Réseau ou chaque ¢tudiant expérimente a son gré avec possibilité de comparaison des
résultats de chacun ( utilisation en TP).

Matériel requis :
- Les programmes ont ét¢ congus sur un micro équipé d'un Pentium 233 et de 32 Mo de RAM.
Cette configuration permet une utilisation optimale. Une configuration inférieure engendrera
un temps d'attente plus long au lancement de certains programmes voire des messages d'Excel
avertissant l'utilisateur de cette lenteur. Le fonctionnement de certains programmes peut aussi
étre ralenti.
- Il est indispensable qu'Excel 97 (ou version ultérieure) soit installé sur votre ordinateur.

Configuration de I'affichage :
Les programmes ont ¢té congus sur un espace de bureau de 800 par 600 pixels. Le cas ou vous
utiliseriez une configuration différente est en principe prévu : une macro-commande qui s'exécute a
I'ouverture des programmes est chargée d'ajuster la zone utile a la taille de votre écran. Si le résultat
ne donne pas satisfaction, vous pouvez y remédier:
- soit sous Windows en reconfigurant l'affichage
- soit sous Excel avec le menu Affichage / Zoom / Personnalisé, par tatonnement sur la taille
du zoom

Avertissement :

Un soin particulier a ét¢ apporté a la protection des programmes contre toute modification
volontaire ou non de la part des éléves ou toute fausse manceuvre mais il n'est pas exclu que
certaines faiblesses aient échappé a notre vigilance. Nous prions, par avance, nos lecteurs d'excuser
les éventuelles maladresses d'un produit qui n'a pas été congu par des professionnels de
I'informatique et de nous faire part des défauts rencontrés afin de nous permettre d'y remédier dans



SIMULATION

les ¢ditions ultérieures. Nous invitons également nos lecteurs a nous communiquer leurs critiques,
leurs suggestions pour améliorer les programmes actucls ou leurs idées de nouveaux
programmes. ..

Installation sur le disque dur de votre ordinateur :

La disquette jointe a cette publication comprend 11 développements sur Excel contenus dans un
dossier nomm¢ Simulation. 1l est conseillé de copier ce dossier sur votre (vos) disque(s) dur(s).
Mettre 'ordinateur en route

Insérer la disquette dans votre lecteur ( A: ou autre )

Ouvrir Poste de travail

Ouvrir le lecteur de disque dur ( C: ou autre )

Ouvrir le dossier dans lequel vous voulez installer Simulation

Ouvrir le lecteur de disquette 3 2 ( A: ou autre )

Sélectionner le dossier Simulation

Déplacer le dossier Simulation de ( A: ou autre ) vers le dossier destination en maintenant le
bouton gauche de la souris appuyé ( tirer-lacher )

Lancement des programmes :
- Chaque programme porte dans le dossier Simulation le méme nom que l'activité
correspondante dans le paragraphe C des chapitres.
- Sous Windows, ouvrir le dossier Simulation puis le programme choisi.
- Les programmes ¢étant protégés contre l'enregistrement de modifications, avant 'ouverture,
Excel affiche une boite de dialogue demandant de "taper un mot de passe” ou "ouvrir en
lecture seule”. Choisissez I'option ouvrir en lecture seule. ( Par la suite, si vos éléves essaient
d'enregistrer, Excel leur demandera de donner un nouveau nom au fichier, il vous restera donc
a faire le ménage, mais le fichier d'origine sera intact ).

Remarques techniques :
- Certains fichiers ( Echantillonnage d'une moyenne, d'une fréquence, Intervalles de confiance
dune moyenne, dune fréquence..) ont une taille trés importante lorsqu'ils sont en
fonctionnement. Pour les inclure sur une seule disquette, il a fallu les réduire : une macro-
commande se déclenchant automatiquement a leur ouverture reconstitue la totalité du fichier.
Ceci explique un temps d'attente plus long au lancement de ces programmes.
- Les programmes ont été réalisés sur des feuilles de calcul d'Excel dont ils utilisent les
fonctions. Certaines manipulations font intervenir des boutons. Ceux-ci déclenchent des
macro-commandes ¢crites en langage Excel 4 pour les programmes les plus anciens ou en
VBA pour les plus récents.
- Des messages d'aide apparaissent dans certains programmes lorsque le pointeur de la souris
passe sur les cellules marquées d'un petit triangle rouge dans le coin supérieur droit.

Quelques informations sur les fonctions d'Excel utilisées en simulation :
La simulation de la distribution uniforme sur | 0 , 1 ] s'obtient avec le générateur de nombres
aléatoires d'Excel a l'aide des fonctions :

ALEA() sur les feuilles de calcul et dans le langage Macro d'Excel 4

Rnd dans les procédures VBA
Les fonctions ALEA() ou Rnd étant toujours initialisées a partir de la méme valeur, l'instruction
VBA Randomize permet de les réinitialiser a partir d'autres valeurs. Cette instruction est exécutée
automatiquement au lancement de tous les programmes afin de ne pas toujours retrouver les mémes
valeurs, en particulier lors d'une utilisation cn réseau, ce qui permettra aux ¢étudiants de comparer
leurs résultats.
Une autre fonction d'Excel permet de générer des nombres entiers aléatoires entre des bornes. Clest
la fonction ALEA.ENTRE.BORNES(). Mais clle n'a pas été utilisée ici car elle nécessite
l'installation de la macro complémentaire Utilitaire d'analyse qui n'a peut-étre pas été effectuée sur
votre ordinateur.
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"Joignant la rigueur des démonstrations de la science a
lincertitude du sort, et conciliant ces deux choses en apparence
contradictoires, [cette matiére] peut s'arroger & bon droit ce titre
stupéfiant de géométrie du hasard.”

PASCAL - 1654

SPobserdalior

g% ’ . @
M . {' g.

Lors d'une promenade (al€atoire ?) dans les rues de Paris, nous verrons qu'il est assez simple de
simuler, a partir du générateur de nombres pseudo-aléatoires, les principales "lois du hasard".

1. Distribution uniforme sur [0 ; 1]
La simulation de cette distribution correspond au générateur de nombres aléatoires présent dans

toutes les calculatrices sous la forme : (CASIO) ou (TEXAS 1).

Ce générateur fonctionne selon une formule de récurrence, du type x,.1 = ax, mod m , par exemple,
choisie pour ses qualités statistiques, constatées de fagon empirique (voir [1]).

Sur Excel 97, on le trouve sous la forme |ALEA()] dans les feuilles de calcul et dans les
macro-commandes en VBA.

2. Distribution de Bernoulli

Les résultats d'une variable aléatoire X suivant la loi de Bernoulli
de parametre p (c'est a dire telle que P(X =1)=p et P(X=0) =
l-p ,avecp € [0; 1]) sont simulés par l'instruction :

oot o | Int( Ran# + p )| .

En effet, l'instruction Ran# + p correspond a une distribution uniforme sur [p ; 1 + p] et la partie
entiére d'un nombre choisi dans cet intervalle est 0 s'il appartient a [p ; 1[ et 1 s'il appartient &
[1; 1+ p]. L'amplitude de l'intervalle conduisant au "succés" 1 est p tandis que celle de celui
conduisant a "l'échec"” 0 est 1 - p.
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3. Distribution binomiale = (n ; p)

Cette distribution peut s'obtenir a l'aide de la somme de n variables
de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p. 1 suffit donc de
répéter et de sommer n fois l'instruction précédente.

Exemple de simulation dune réalisation de variable aléatoire
suivant la loi & (10 ;0,2) :

CASIO (sans "For") CASIO TI 81 TI 80 - 82 — 85 - 92
(anciens modeles de la (fx 6910G - CFX 9930GT -
£x 7000G 2 la CFX 9900Gc) 9960GT - 9990)

0->8d 0->8Sd 08 0—>8S

1->1d For1 ->1To 10 4 1 -1 For (1,1,10)

Lbl 1l d Int(Ran# + 0.2) + § —|:Lbl 1 Int(rand +02)+S > S

Int(Ran# + 0.2) + S —|S.J AInt(rand + 0.2) +S — S | :End

S Next ! I+1-1 ‘Disp §

I+1-514d S i< 10

I<£10=>Goto 1 4 :Goto 1

S Digp S

Remarques : Sur TI 83, il suffit de faire randBin(10,0.2) (par MATH PRB 7). (*) Sur TI 92, la

syntaxe est rand( ).

4. Simulation théorique d'une distribution discréte a partir
de la loi #([0;1])

Le principe suivant permet, en théorie, la simulation de n'importe quelle distribution discréte a
partir de la loi uniforme sur [0;1] en utilisant la fonction de répartition. Son importance réside dans
le fait qu'il pourra étre étendu au cas de distributions continues.

On veut simuler les réalisations d'une variable aléatoire X de loi définie par P(X = x;) = p; avec

1 € I, partic de IN et Zp; = 1. On désigne par F la fonction de répartition de X et 1'on définit une
"pseudo-inverse" de F sur [0:1] par F'(t) = inf {x € R/ F(x) > t}.

Une réalisation de X est alors simulée par F'( Ran# ) c'est a dire un programme donnant :

x, avec1 €l le plus petit tel que Z p, > Ran#

k<i

Ceci est plus clair sur un dessin.

La valeur r fournic par Ran# correspond a la

_ réalisation x; = F'( r ) de la variable aléatoire X.

Il suffit en fait de partager lintervalle [0 ; 1]
proportionnellement aux probabilités p; , puis,
selon la subdivision a laquelle appartient la valeur
r donnée par Ran#, prendre la valeur x;
correspondante comme réalisation de X.

Comme seules les proportions importent, on peut
remplacer [0:1] par tout autre intervalle. Ainsi,
une réalisation de la variable aléatoire X définie

1
parP(X=xi)=gavecxie{1;2;3;4;5;6}

(jet d'un dé) pourra étre simulée par
Int(6Ran#+1){ .
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5. Simulation théorique d'une distribution continue a partir
de la loi #([0;1])

Celle-ci repose sur le résultat suivant (ot I'on reprend l'idée précédente).
Si X est une variable aléatoire réelle, de fonction de répartition F continue, strictement
croissante, alors la variable aléatoire Y = F(X) est uniformément distribuée sur [0 ; 1].

En effet, I étant continue strictement croissante, c'est une bijection d'un intervalle de R dans
;1)

Pour touty € [0; 1], P(Y <y) = P(F(X) <y) = P(X <F'(y)) = F[F'()]=y car F', tout comme
L, est croissante.

Siy<0,P(Y<y) =PFX)<y) =0 etsiy>1,P(Y<y) =1car0<FX) <.

On constate donc que la fonction de répartition de Y est celle de la loi uniforme sur [0, 1].

Ainsi, si 'on tire n nombres au hasard r;, parmi des
nombres uniformément répartis sur [0 ; 1], un
¢chantillon de la distribution de X sera donné par
F (1)

Cette méthode, ou l'on retrouve lidée dune
déformation de la loi uniforme, est dite "de
l'anamorphose".

Elle est praticable chaque fois que F' posséde une
expression analytique simple.

Epure de construction d'anamorphose (1670) © BnF - Paris
(Voir Ph. COMAR - "La perspective en jeu" - Découvertes
Gallimard).

L'anamorphose est un procédé de perspective qui, par
projection sur un plan oblique, simule une image inintelligible,
si on ne la regarde pas du point précis ayant servi a sa
construction.

6. Distribution exponentielle (/)

Considérons la situation ou I'on dispose de matériels identiques. Lorsque le taux d'avarie est
constant, on montre que la variable aléatoire T qui a tout matériel tir¢ au hasard associe son temps
de bon fonctionnement avant défaillance, suit la loi exponentielle de paramétre A (voir "Fiabilité"),
de fonction de répartition F définie sur [0 ; +oof par :

F@ =P(T <= [f(t)dt = [ 2e 7dt=1-¢"
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Pour simuler les réalisations de T, il suffit, d'aprés la méthode de l'anamorphose, de calculer
- -jln(l - 1;) ou les valeurs r; sont données par Ran#. Et comme les nombres 1 - r; sont également
uniformément distribués sur [0 ; 1], on peut dire que :

Les réalisations d'une variable aléatoire suivant la loi exponenticlle & (L) sont simulées par
'instruction :

(- In Ran#) + A

7. Distribution de Poisson #(})

La méthode suivante consiste a simuler un processus de Poisson.
On dispose de plusicurs matériels identiques. Supposons que la
variable aléatoire T correspondant au temps de bon fonctionnement
d'un appareil suive la loi exponenticlle de paramétre 1. Chaque
appareil est répar¢ instantanément a chaque panne. On suppose les
pannes indépendantes les unes des autres.

La variable aléatoire X associant, a chaque appareil tiré au hasard,
le nombre de pannes intervenues dans l'intervalle de temps [0 ; A]
suit la loi de Poisson Z(A).

_EM e E)

- oy ¥ I - ¢
i | i | [ i
0 Panne 1 Panne 2 Panne 3 Pannen A Panne nt1

Réalisation de la valeur n de la varjable aléatoire X suivant la loi 2(}).

En effet, soit E;, Es, ..., E,, ... une suite de variables aléatoires indépendantes de loi &1(1).
OnaP(X =n) = PE+Ex+.  +E, SA<E+Ey+. +E,+E,.p)

= J. e e ..e "idx,..dx ., daprés l'indépendance des E;
[R‘,fr:{xl+...+x“£}.«:x1-L...+xm]} b

+00
= e "midx )6:”“6:‘XZ e dx dx
LRﬁm{xﬁ.}xnsLK} (J.K—(x14~...+xn) n+l ! n

d'oit P(X =n) = e e e e Ndx | dx,

ﬂ{'jr'x{x,+...+xnik}
~AAan
e A
=e" dx,..dx_ =

REA x4 x, <A} o

n!

On simule donc la distribution de la loi & (X) en recherchant le plus grand entier n tel que

n

n
- . I r .
Z —Inr, <4 & H r; > ¢ " ou les r; sont donnés par le générateur de nombres aléatoires.

i=1 i=1
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Exemple de simulation d'une réalisation de variable aléatoire suivant la loi P (4) :

CASIO CASIO fx 6910G TI 81 - 80 TI82-83-85-92
anciens modéles de la CFX 9930GT - 9960 -
fx 7000G & la CFX 9900Ge 9990
1->Pd 1->PJd 1->P :1>P
0>N4 0—>NJ :0 >N :0 >N
Lbl 1 4 While P> e(-4) J :Lbl 1 :While P> e(-4)
N+1->NJ N+1->Nd N+1—->N N+1—->N
P Ran#— P P Ran#— P :P rand— P :Pxrand > P
P>e-4 = Goto1J WhileEnd . AfP > e(-4) :End
N-1 N-1 :Goto 1 :Disp N -1
:Disp N -1

8. Distribution normale N (m ; o)

= Simulation approchée :
Une réalisation d'une variable aléatoire suivant la loi normale
N (m ; o) peut étre simulée par I'instruction

o(Ran#+ Ran#+ Ran#+ Ran# + Ran#+ Ran# + Ran# +
Ran#+ Ran#+ Ran#+ Ran#+ Ran#— 6) + m

(ouT'on répete 12 fois l'instruction Ran#).

Ce résultat repose sur le théoréme limite central.

La somme de n variables aléatoires X; uniformes sur [0 ; 1] et indépendantes suit
approximativement, pour n assez grand, une loi normale. En pratique, ceci est acquis dés que
n=12

12
Soit Y=")"" X, alors E(Y) =12 E(X) = 12£ xde=6
i=1

et V(Y) = 12V(X) = I2[E(X?) - (E(X))’]= 12715 = [ . Donc Y suit approximativement la loi

N (6 ; 1) et o(Y - 6) + m suit approximativement la loi N (m ; o).

= Simulation "exacte" :
Une simution "exacte" de la loi N ( m ; o ) est possible sous la forme de l'instruction

suivante (en mode Degrés) :
m+ 6 cos(360 Ran#),/ (-2 In Ran#)

Sur TI 83 et TI 92, il suffit de faire randNorm(m,o).
Cette simulation est plus difficile a justifier. On pourra consulter [1] et [6].
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Carte postale datée de 1903.
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"Il n'est pas possible a l'esprit humain d'imiter parfaitement le hasard, c'est
4 dire de substituer un mécanisme rationnel quelconque a la méthode
empirique qui consiste a effectuer une suite indéfinie d'épreuves répétées.
Telle est la raison essenticlle pour laquelle [..] il est nécessaire
d'introduire la notion de probabilité d'un événement isolé."

E. BOREL - Valeur pratique et philosophie des probabilités — 1938.

Généralewrs de

rombres aléalocees

S'il n'est toujours pas possible "d'imiter parfaitement le hasard" par des techniques algorithmiques,
celles ci permettent cependant de s'en approcher de fagon satisfaisante. Le générateur de nombres
"pseudo-aléatoires” autorise ainsi des simulations que n'osait espérer Emile Borel.

A - OBJECTIFS

e Avoir une idée de la fagon dont on peut obtenir une suite de nombres pseudo-aléatoires.
e Expérimenter statistiquement les qualités d'un générateur de nombres aléatoires.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICES

Niveau A partir de la premiére.
Situation dans la Avant le cours de probabilité.
progression
Durée 2h

Nature des activités

Exemple de génération, par récurrence, d'une suite de nombres

pseudo-aléatoires.

Etude du "random" de la calculatrice par simulation de tirages de
nombres entiers entre 0 et 9.

Fréquence d'apparition du O (puis des différents chiffres) sur un grand
nombre d'expériences.

Test du "poker" : expérimentation statistique et comparaison aux résultats
théoriques.




22 SIMULATION

‘ GENERATEURS DE NOMBRES ALEATOIRES I

Simuler le hasard avec une calculatrice. Comment est-ce possible ?

Comment une calculatrice qui est faite pour
calculer, selon des programmes précis qui ne
doivent rien au hasard, peut-elle fournir des
nombres choisis "au hasard" ?

Bien siir, ce n'est pas possible, le hasard n'habite pas
la calculatrice. En revanche, on peut calculer des
nombres qui "ont l'air" d'arriver au hasard et ceci
n’est pas nécessairement compliqué.

En mode habituel de calcul, effectuer :

CASIO TEXAS INSTRUMENTS
05 ->X EXE 0.5 > X ENTER
Frac (9821X +0.211327) > X EXE fPart (9821X +0.211327) -> X ENTER
Puis appuyer plusieurs fois sur EXE. Puis appuyer plusieurs fois sur ENTER.

Frac ou fPart désigne la partie fractionnaire du nombre (on ne conserve que les décimales). Cette
fonction se situe dans le fichier NUM (généralement par OPTN sur CASIO et par MATH sur T ).
Etes-vous capable de prévoir le prochain résultat ?

On effectue pourtant toujours le méme calcul, assez simple, en boucle. Les nombres étranges, 9821 et
0,211327, ont été choisis (par tatonnements) pour le caractére imprévisible des résultats.

Le générateur de nombres aléatoires de votre calculatrice fonctionne selon un principe semblable. Il ne
suffit cependant pas d'étre imprévisible pour simuler le hasard, encore faut-il satisfaire a certains
critéres statistiques.

Etude du "random" de votre calculatrice

1) La fonction "Random" :

En anglais, "Random" signifie hasard. Votre calculatrice contient un programme générateur de
nombres aléatoires qui correspond a la touche Ran# sur CASIO (généralement par OPTN PROB) ou
rand sur T I (généralement par MATH PRB, syntaxe rand( ) sur TI92).

a) Appuyer sur Ran#, puis plusieurs fois de suite sur EXE. Que constate-t-on ?

b) Pour obtenir des nombres entiers "aléatoires" entre 0 et 9, on utilise en plus la fonction "partie
enticre” Int sur CASIO (par OPTN NUM) ou int sur T.1. (par MATH NUM).

Effectuer Int( 10 Ran# ), puis appuyer plusieurs fois sur EXE. Que constate-t-on ?

2) Fréquence d'apparition du 0 :
Afin de tester la qualité d'un générateur de nombres aléatoires, on lui fait passer de nombreuses
épreuves statistiques.
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Examinons par exemple, dans le cas de nombres entiers entre 0 et 9, fournis par votre calculatrice,
quelle est la proportion (ou fréquence) des 0.
Théoriquement, pour un hasard "parfait”, quelles chances a-t-on d'obtenir le nombre 0 4 un tirage 7 ..............

Entrer le programme suivant, qui permettra de compter le nombre de 0 obtenus pour 100 tirages

Organigramme CASIO anciens modéles CASIO 6910 — 9990 T.I 8081 ‘82 83 85™
sans l'instruction For avec l'instruction For 9208
Initialiser : 0->Sd 0->S4 0—>8
compteur I des tirages 1514 For 1 —1To 100 4 ‘For (1, 1, 100)
compteur S des zéros Lbll Int (10 Ran#)=0 =1+ |:Ifint(10rand)=0

¥
Entier aléatoire
entre Oet 9

‘entier est-il nul
(0] ON
S+1'—> S

\4 +1 -1 ‘
—-—-——/OUI i NON

| Afficher S+100]

Int(10Ran#)=0=1+
S—>8d4

I+1 14
1100 = Goto 1 4

S + 100

S—>Sd4d
Next .1
S + 100

d1+S—>S§
‘End
:Disp S + 100

= Pour obtenir certaines instructions :
¢ CASIO 6910 —> 9990 : For To Next par PRGM COM ; Int par OPTN NUM ; Ran# par OPTN PROB ; = par
PRGM REL (ou clavier) ; = par PRGM JUMP.
o TI 80 — 92 : Sur TI 83 85 92 possibilit¢ d'utiliser CATALOG ; —> s'obtient avec la touche STO * : For If
End par PRGM CTL ; int par MATH NUM ; rand par MATH PRB ; = par 2™ TEST ; Disp par PRGM 1/0.
% Particularités sur certains modéles :
e TI81 : Remplacer For(1,1,100) par :1 — I puis :Lbl 1 et End par :I+1 — I puis :If I < 100 puis :Goto 1.
o TI 85 : La syntaxe du test est = = par TEST.
¢ T1 92 : La syntaxe est For 1,1,100 puis rand( ) et remplacer End par EndFor.

Compléter le tableau de résultats suivant, pour des simulations de 100 tirages :

100 tirages

simulation 1

simulation 2

simulation 3

Fréquence des 0 apparus

Les ¢carts observés entre les simulations viennent du fait que 100 tirages sont assez peu pour faire des
statistiques sérieuses. Remplacer dans le programme précédent 100 par 1000.

Fréquence des 0 sur 1000 tirages :

3) Répartition des apparitions des différents chiffres :
Pour ceux disposant du matériel indiqué dans le tableau suivant, et suffisamment habiles, le
programme affichera sur un graphique le nombre d'apparitions de chacun des entiers de 0 2 9, sur 100

tirages.
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CASIO 6910G - 9930 - 9940 - 9960
- 9990

TI 80 82 83

TI 92

ClrList J

Seq(I,1,0,9,1) > List1.
Seq(0,1,1,10,1) - List2 .
For1—-1To 100

1 + Int(10 Ran#) — N

List 2[N] + 1 — List 2[N] .

:ClrList L, , L,
seq(I.1.0,9. D) > L,
seq0,1,1,10,1)> 1L,
:For(1,1,100)

.1 +1int(10 rand) > N
La(N) + 1 — Lo(N)

:DelVarL1,L2
seq(i,1,0,9.1)—> L1
seq(0,i,1,10, H— L2
‘Fori, 1,100

1 +int(10xrand( )) - n
:L2[n] + 1 —> L2[n]

Next . :End :EndFor
S-WindMan . :Plot1 (Scatter, L; , L) :0 —> xmin
ViewWindow 0.9.1,0,20,10 .J PlotsOn 1 19 — xmax
Graph V=10 :0 — Xmin -1 — xscl
S-Gphl DrawOn , Scatter , List 1, | :9 = Xmax :0 — ymin
List2 J i1 — Xscl :20 —> ymax
DrawStat 0 > Ymin 10 — yscl
:20 - Ymax :DrawFunc 10
10 - Yscl :PlotsOn
:DrawF 10 NewPlot 1,1,L1,L2
:DispGraph

= Pour obtenir certaines instructions :
e CASIO 6910 9940 : ClrList par PRGM CLR List ; Seq par OPTN LIST ; List par OPTN LIST ; [ et ] au
clavier ; S-Wind Man par SET UP Man ou SHIFT SET UP S-WIN ; Graph Y= par Sketch puis GRPH puis Y=
; S-Grph1 par F4(MENU) STAT GRPH GPHI ; Draw On par FA(MENU) STAT DRAW ON ; Scatter par
F4(MENU) STAT GRPH ; DrawStat par PRGM DISP Stat.
o TI 80 82 83 : ClrList par STAT ; Seq par 2" LIST OPS ; L, L, au clavier par 2nd ; Plot 1(Scatter,L;,L;) par
2™ STAT PLOT PLOTS puis TYPE (scatter correspond au nuage de points) ; Xmin par VARS Window ;

DrawF par 2" DRAW puis DRAW ; Dispgraph par PRGM I/O.

II est probable que vous constatez des fluctuations encore importantes entre les différents chiffres.
Clest le contraire qui serait étonnant (méme avec un hasard "parfait") car on a vu que 100 tirages était

asscz peu.

Comparer aux résultats pour 1000 tirages, en ajoutant un 0 aux nombres en gras puis en relangant le

programme.

4) Test du poker :

Bien stir, ¢tudier la proportion de chaque résultat possible n'est pas suffisant. Le programme pourrait

donner des résultats du type : 000111222333444555666777888999000111....

Les proportions sont respectées !

Un autre test statistique consiste a faire des groupes de 4 chiffres consécutifs
et & examiner la proportion de résultats ou tous les nombres sont différents
(5819), ou on a une paire (1518), trois chiffres identiques (1151) etc. C’est le

test du poker.

Etudions le cas des groupes de 4 chiffres différents :

a) Etude théorique :

On choisit au hasard, avec ordre et remise, 4 chiffres parmi les 10 (de 0 a 9).
Combien y a-t-il de résultats possibles ?
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b) Simulation statistique :

Le programme suivant permet, sur 100 tirages consécutifs de 4 chiffres aléatoires, de comptabiliser les
groupes constitués de 4 chiffres différents.

Commentaires CASIO anciens modéles CASIO 6910 — 9990 T.I 80 82 83 85 92
sans l'instruction For avec l'instruction For
I compteur des groupesde |1 — I 0— S 0—>8
4 chiffres. 0 - Sd For 1 - I To 100 For (I, 1,100)
S compteur des groupes de | Lp] 1. Int ( 10 Ran# ) — A ;int ( 10 rand) — A
4 chiffres différents. ;int ( 10 rand) — B

Les 4 chiffres sont rangés
dans les mémoires A, B, C

Int (10 Ran# ) — A
Int ( 10 Ran# ) — B
Int ( 10 Ran# ) —» Cd

Int ( 10 Ran# ) — B
Int (10 Ran#) — C.!
Int (10 Ran#) — D

:int ( 10 rand) —» C
:int ( 10 rand) - D

Int (10 Ran# ) - D.J A=B = Goto 1.J IfA=B
etD. A=B = Goto 2.J A=C = Goto 1] :Goto 1
A =C = Goto 2.1 A=D = Goto 1.J fA=C
A =D = Goto 2.] B=C = Goto 1.J :Goto 1
B=C = Goto 2.1 B=D = Goto 14 fIfA:D
B =D = Goto 2.] C=D = Goto 1.] jff‘g":lc
Si les contenus des C=D = Goto 2.} 1+8 -8 Goto 1
mémoires A, B,C,Dsont |1+S—Sd Lbl 1.J ;IfB =D
deux a deux différents, on | Lbl 2.1 NextJ -Goto 1
augmente S d'une unité. I+1->1d S + 1004 HC=D
1 <100 = Goto 1. Stop :Goto 1
S+100 # :
100 groupes de 4. i[ji ? >3
:End (EndFor)
:Disp S + 100

= Pour obtenir certaines instructions :

¢ CASIO 6910 — 9990 : Stop par PRGM CTL.
% Particularités sur certains modeéles :

¢ TI 81 : Remplacer For(I,1,100) par :1 — I puis :Lbl 0 et End par :I+1 — I puis :If I < 100 puis :Goto 0.

 T1 85 : Remplacer Goto 1 par Goto Al et Lbl 1 par Lbl Al. La syntaxe du test est = = par TEST.

* TI 92 : Remplacer Goto 1 par Goto al et Lbl 1 par Lbl al. La syntaxe est For 1,1,100 puis rand( ) et remplacer

End par EndFor.

Compléter le tableau ci-dessous par les fréquences de groupes de 4 chiffres différents observés sur 5
simulations de 100 groupes de 4 chiffres.

Simulations

n®1

fréquences
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Description et compte-rendu de l'activité
"Générateurs de nombres aléatoires"

Simuler le hasard avec une calculatrice.
1) Fev Fiv Fir 5 e
v f=—=|A1gebrajCalcl0ther PranI0iClear a-z..

- ’ ;s oz . . e # LR I 4 .
Le générateur donné était celui utilisé sur un 8 FPart(9821 % + . 211327 4 x _?113;
ancien modele de calculette H.P., dont voici " ggartggggi 3t giggg rx . égggg?
. . L} ar [T N * .

les premiers termes : ® FPart(9821 % + . 211327) 4 x .847348
" fPart(9821 x + . 211327) + » - 016835
B {Part(9821 - x+ . 21132719 x 691062
® {Part (9821 x + 211327+ % 131229
FPart (2821x+0.211327)x
MAIN RAD AFPROR FUNC 8730

Etude du "Random” :

2) Fréquence d'apparition du O :

D'apres la théorie de I'échantillonnage, pour des échantillons de taille n = 100 prélevés avec
remise dans une population ou la fréquence de 0 est p = 0,10, on doit observer un écart

En revanche si I'on simule n = 1000 tirages, I'écart type entre les différents échantillons

simulés tombera a o ~ 0,01. Exemples de résuitats sur CASIO 9940 et TI92 :
Avecn=100:

.13 e
8.69
8.11
@.89
8,89
a.1
8.17
Avecn = 1000 : HAIN RAD_APPRO :um: 15755
a,1 ‘:35’.1;:'5‘197“;5!‘110!{;é:i-e;siﬁ g ]
8,895
8,102
8,092
8.163
@, 1
B8.115 092

3) Répartition des apparitions des différents chiffres :

Ces programmes étant plus longs & saisir et plus "techniques”, on pourra profiter des
possibilités de rétroprojection pour en interpréter les résultats en commun.

Images d'écrans de CASIO 9940, TI1 83 et TI 92.

En abscisses les différents entiers de 0 a 9, en ordonnées leur nombre d'apparitions entre 0

et 20 pour n = 100, entre 0 et 200 pour n = 1000. ‘
’Regzaphiﬂrasghl[}?gw]: f‘{ I I

W) Fev

Avecn =100: | LA

F3
Trace

¥
11
o

oo e
Ltain RAD RFPROR FUNC
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Avec n = 1000 (méme échelle relative) :

1 ‘rsz r‘z""T i Trs"v' Trsv ’F? T ]
- ﬁ Zoom|TraceReGraph|MathiDramn|= {'?

i i
RAD APFREON FUNC

4) Test du poker :
La probabilité théorique d'obtenir 4 chiffres consécutifs différents est

_10x9%x8x7
P= 0
Sur des simulations portant sur n = 100 groupes de 4 chiffres, on doit observer un écart type

) . o p(1-p)
entre les échantillons d'environ —T ~ 0,05.

Exemples de résultats obtenus sur CASIO 9940 et Tl 83 :
6.5 FrOmGENERATE

=0,504.

Done
Done

Dore

EEDEEEE

Ce programme, contenant de nombreux tests, est plus long. Plutdt que de passer a
n = 1000, on pourra faire une moyenne des résultats obtenus dans la classe.
Sur les 10 résultats précédents la moyenne est de 0,504 (le hasard ...).

= PROLONGEMENT :

En section de B.T.S,, en introduction aux variables aléatoires continues, on peut, dans le
cadre de l'étude de la loi uniforme sur [0 ; 1], comparer aux valeurs théoriques de
I'espérance et de I'écart type, les résultats statistiques obtenus sur le random (si I'espérance

[ 1
de 0,5 est intuitive, I'écart type de E ~ 0,29 ne l'est pas).

CASIO TL
ClrList J :ClrList L,
Seq(0,I,1,100,1)— List 1 seq(0,1,1,100,1)—>1L,
For1 —1To 100 For(I, 1, 100)
Ran# — List 1 [I] rand — Ly(I)
Next . End
1-Variable List 1,1 :Disp mean(L;)
:stdDev(L;)
3 simulations, sur CASIO 9940 puis TI 83 :
1-U 1 1-4 Prgmﬁﬂggggé?sqzl
~Yariab —Yariabl 1-Uariabl . 5
¥ iB.45gooBel % o =8 48739794 £ 2851323000 55201 425004
Ex  =45,8998619 Ex  =48,7397244 Ex_ =51.3236949 -
Ex2 =p9.7681342 Tx? =31.60455¢ Ex? =34,85191712 - 4985662182
xin =H.29496835 xdn =0,20015375 xdn =0.27823214 29148312876
xdn-1 =8, 2964463 Xdn-1 =8,22157014 XGn-1 =8, 27963302 ERZETI163
n =10a t =108 ] =180 H
« 2990281878
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PROBLE
SUR

LES JEUX DE HAZARD.

Yai donc cru qu’il feroit utile, non feulement
aux Joueurs, mais aux hommes en general, de
fcavoir que le hazard 4 des regles qui peuvent
écre connues , & que faute de connoitre ces regles
ils font tous les jours des fautes, dont les fuites
ficheufes leur doivent éere imputées avec plusde
raifon qu'au deftin qu'ils accufent.

Pierre REMOND DE MONTMORT
Essay d'analyse sur les jeux de hazard - 1708.



APPROCHES DE LA NOTION DE PROBABILITE 29

"Ce qu'il n'est pas donné d'obtenir a priori l'est du moins a
posteriori, c'est a dire qu'il sera possible de l'extraire en observant
l'issue de nombreux exemples semblables."

Jacques BERNOULLI - 1713.

Appforoches de la

)7/0/;&.047/40

A - OBJECTIFS

® Montrer deux approches possibles de la notion de probabilité et les liens qu'elles entretiennent :

Pour la premiére approche, la probabilité est une donnée a priori. Pour des raisons de symétrie, de
régularité..., on attribuera une certaine probabilité a un événement (c'est essenticllement le cas de
I'équiprobabilité : nb cas favorables / nb cas possibles).

Pour la seconde approche, issue de l'expérience, la probabilité est une valeur a posteriori vers laquelle
se stabilise la fréquence (loi des grands nombres).

Cette dualité est omniprésente en probabilité.

e Tester, par simulation, la validité¢ d'un mode¢le choisi a priori.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE page 30

Niveau A partir de la premiére.
Situation dans la Avant le cours de probabilités.
progression Introduction a la notion de probabilité.
Durée 2 h, I'activité [3| n'étant terminée que par quelques-uns.
Nature des activités [1] Observation graphique de la convergence des fréquences au jeu de pile
ou face.

Importance de I'hypothése d'équiprobabilité dans le probléme du Duc
de Toscane. Validation d'un modéle par simulation.

Obtention, par simulation, d'un résultat étonnant (non intuitif) & propos
du jeu du loto.

C - ACTIVITES SUR EXCEL page 38

Lancers de dés.
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DEUX APPROCHES DE LA NOTION DE

'PROBABILITE

Prévorr et calculer des résultats dus au hasard, tel est le but des probabilités.

passé

v

STATISTIQUES
Analyse, classement
et représentation des
données.

recherche d'un
modéle

PROBABILITES
Théorie mathématique
servant de modele et
permettant le calcul
prévisionnel.

Prévisions pour le

futur

v

Les jeux de hasard sont a l'origine des premiers écrits sur les probabilités (17°™ siécle). Le mot
"hasard” vient de l'arabe "az-zar" et "aléatoire" vient du latin "alea", deux mots qui signifient "dé a

jouer".

A PROPOS DU JEU DE PILE OU FACE

Il peut y avoir deux fagons de trouver un modéle probabiliste.

Considérons, au jeu de pile ou face, la "probabilité" d'apparition de "pile” a un lancer :
e Approche théorique "équiprobabiliste’ :
On considére que la piéce est "parfaite” et que les deux résultats possibles (“pile" ou "face") sont
¢quiprobables. On a alors "une chance sur deux" d'obtenir "pile". On évaluera la "probabilité"
d'obtenir "pile" a un lancer a 1/2.
o Approche statistique par les fréquences :
La "loi des grands nombres” veut que, plus on fait d'expériences, plus la fréquence d'apparition de

"pile" s'approche de la probabilité de I'événement. On va en faire l'expérience : le programme suivant
permet de visualiser, sur 500 lancers, I'évolution de la proportion (fréquence) de "piles”.

CASIO anciens modéles | CASIO 6910G - 9930 - T.1 81 TI1.80-82-83- TI1 92
sans l'instruction For 9940 - 9960 — 9990 8 5(*‘3
0—>PJd ViewWindow 0,500 {:0 > P :FnOff FnOfT
1->14 ,100,0.4,0.6,0.1.1 11 3P10t30ﬂf P 10150ﬁt
Lbild Graph Y= 0.5 ‘Lbl 1 29 — Xmin :9 — xmin
Int(Ran#+0.5) >AJ |For 1 >JTodJ | Int(Rand+0.5) -> A | 500 = XM o X
A#0=Goto2.l |0—->Pd TA=0 :04:Yr:§n :04:';:;;1
P+1—>P. For 1 > 1To 500 4 | :Goto 2 20_6 - Ymax :0:6 - S«“max
1bl2 J Int(Ran#+0.5) A [ P+1 > P 0.1 — Yscl 0.1 —> yscl
PlotI.P+1.4 A#0=Goto1. |:Lbl2 :DrawF 0.5 DrawFunc 0.5
I+1 1.4 P+1—-5Pd Pt-On (I,P+1) For(J,1,4) Forj, 1,4
1<500=Goto 1. {Lbl1l. I+1-51 0P O-p
"FIN" PlotI.P=1. £ 1< 500 For(d, 1, 500) Zfor i,1,500
Next .| -Goto 1 :iIi;t[(;angﬂLO.S) =>A :}?t(rax})d( H05)—>a
T " TH : = dra=
Next Disp "FIN P+1-5P p+rl-op
Pt-On(1,P/1) PtOn i, pfi
End ‘EndFor
‘End :EndFor

Commentaires

P: compteur des "piles". ; I : compleur des lancers. Simulation d'un lancer : 0 = "pile” et 1 = "face".
Graphique : en abscisses, nb de lancers, en ordonnées, fréquence des "piles”.

= Pour obtenir certaines instructions (voir page suivante) :
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® CASIO 6910 — 9990 : ViewWindow par V-Window puis V.Win ; Graph Y= par Sketch GRPH Y= ; For To
Next par PRGMpuis COM ; Int par OPTN NUM ; Ran# par OPTN PROB ; # par PRGM REL ; = Lbl Goto
par PRGM JUMP ; Plot par Sketch PLOT puis Plot.

o TI80 > 92:

Utilisation possible de la fonction CATALOG (sur TI 83 — 85 — 92).

FnOff par Y-VARS On/Off... ou VARS Y-VARS puis Off ; PlotsOff par 2" STATPLOT puis PLOTS ; Xmin
par VARS Window ; DrawF par 2 DRAW puis DRAW : For par PRGM CTL ; int par MATH NUM :; rand
par MATH PRB ; If par PRGM CTL ; = par 2" TEST (2" MATH TEST sur TI 92) ; Pt-On par 2" DRAW
POINTS.

% Particularités sur certains modeles

TI 85 : Les instructions en gras sont facultatives. Le test s'écrit avec = = (par TEST) : If A== 0.

2) Lancer a nouveau, une ou deux fois, le programme, en superposant les graphiques.
ODSEIVALIONS I ...ttt ettt

A PROPOS DES JEUX DE DES
Le probléme du Duc de Toscane, résolu par Galilée

. O P E R_ E el - Le Grand Duc de Toscane aurait remarqué, a force de
: <~ A . Y II EY Jouer, qu'en langant trois dés et en totalisant les points
DI G%IEIII:JE(C): (E?AOLILEI obtenus, il était plus fréquent d'obtenir 10 que 9.
NOBTLE FIORENTINO - Une telle constatation I'étonnait beaucoup puisque 10 et 9
Gis Letore delle Matcmatiche nelle Vniverfita ¢ décomposent tous deux de 6 maniéres différentes :
- 7" diPifasc di Padoua, di poiSopraordi- 9 = 14046 = 14345 = |+4+4 = 24245 = 24344 = 3+343

nario nello Suidio di Pifa. : ‘
Primario Filofofo, ¢ Matematico del Sereifiimo - 10 = 14346 = 14445 = 24246 = 2+4+4 = 2+3+5
Gran Ducadi Tofcana. .+ v =13+3+4
In quefta nuoua editions infieme raccolee,; ¢ di varii o . . .
Trartai delliftello Aucz_ﬂ oo pitt Stam- : Les deux événements devraient donc avoir les mémes
.  paxk accrefciute.

AL SERENISSIMO" "chances" de se produire.

B E RDINAND O IL CestGalilée (1564/1642) qui élucida ce probléme.

F GRAN DVCA DI TOSCANA f 2 : ; : ;

e Un premier modéle probabiliste :

On suppose que les dés sont de trois couleurs différentes : bleu, blanc, rouge. On note d'abord le
résultat du dé bleu, puis celui du blanc et enfin le rouge.

1) Dans ce modéle, combien y a-t-il de résultats possibles ?

10.

3) En faisant le rapport du "nombre de cas favorables" au "nombre de cas possibles”, quelles sont les
probabilités, dans ce modele, de I'événement "la somme est 9" et de I'événement "la somme est 10" ?
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e Un second modéle probabiliste :

On considére qu'on lance les trois dés en méme temps et qu'ils sont indiscernables, les résultats
précédents (1 ;2 ;6)et (6 1 ;2) sont donc maintenant les mémes : la somme vaut 9.

On ne comptabilise plus, dans ce second modéle, que 56 cas possibles.

4) En supposant I'équiprobabilité et en faisant le rapport du "nombre de cas favorables" au "nombre de
cas possibles", quelles sont les probabilités, dans ce modeéle, de 1'événement "la somme est 9" et de
'événement "la somme est 10" ?

¢ Approche statistique par les fréquences :
Vous allez observer statistiquement lc phénoméne grice au programme suivant :

Commentaires CABIO anciens modéles | CASIO 6910G - 9930 - T1 81 TI1.80-82-83-
sans l'instruction For 9940 - 9960 - 9990 85 . 9ot
N : compteur des 0->N.J 0-»N . 0->N 0 -»N
sommes égales39. |0 5D 0D 0—D 0D
D : compteur des 114 For 1 —1To 1000 |1 =1 For (1.1, 1000)
sommes égales a 10. | 1p11 Int(1+6Ran#)+Int(1 bel 1 int(1+6rand)+int(1+
I: os)glpteur des Int(1+6Ran#)+Int(1 | +6Ran#)+Int(1+6Ra hagé;fhiﬁi?}zh;ﬁ; 6 6rand)+int(1+6rand)
expenences. +6Ran#)+Int(1+6Ra | n#) > A SA - A
Sommedes3dés |, A A=9=N +1 >N | 4ra 29 I;A=9
dans A. A%9=Goto2. |A=10=D+1 - D | Goto2 N+1->N
N+1-5N. If Int(1+100)-1+100 | N+1—>N AFA =10
Lbl2 J =0 ‘Lbl2 :.D.'f‘l—éD
A#10=Goto3 . |Then I 4 g’t *&310 If int(1/100) - 1/100
D+1-D. N+T 4 DD =0
Lbi 3 . D+1 4 b1 3 ;glenl
Int(1+100)-1+100 £ 0 | I-End .. IF Ini(1+ 100110020 | ‘oo
DispN/1
Afﬁchage tous les = Goto 4 Next A IQQYO 4 DlSp D/1
multiples de 100, |1 /4 "FIN" Displ ‘Pause
N=I 4 DispN +1 :Ed
: DispD +1 £y (EndIf)
D+l 4 :Lbl 4 :End  (EndFor)
1000 exoéri Lbl4 1 T+1-1 ‘Disp "FIN"
experiences | [+1 1. 1< 1000
maxi. <1000 = Goto 1.4 :Goto 1
"FIN" :Disp "FIN"
= Pour obtenir certaines instructions :
e CASIO 6910 — 9990 : # par PRGM.
o T180 — 92 : Disp par PRGM /O ; Pause par PRGM CTL.
> Particularités sur certains modéles :
o TI85 : Tests d'égalitésen==comme If A== 9.
e TI 92 : Syntaxe Fori, 1, 1000 et rand().
5) Compléter, a I'aide de la simulation, le tableau statistique suivant (& 10~ pres) :
nombre 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
d'expériences
fréquence
d'apparition de 9
fréquence
d'apparition de 10
Constatation :

6) La répétition de 1000 expériences n'étant pas toujours suffisante pour confirmer la tendance
observée par le Grand Duc de Toscane (qui devait jouer vraiment beaucoup), faire la moyenne des
résultats de la classe pour les fréquences d'apparition, sur 1000 expériences, des sommes 9 et 10 :
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¢ Conclusion
7) Quel est le modéle le plus proche des valeurs observées par
simulation ?

Aprés avoir programmé votre calculatrice
pour simuler le tirage du loto, vous
déterminerez statistiquement, par ['étude
des fréquences, la probabilité d'avoir un
tirage du loto comportant deux numéros
consécutifs au moins (numéro
complémentaire excepté).

Il s'agit en effet d'une question dont
I'approche théorique est plus difficile.
Entrer dans votre calculatrice le programme
suivant, puis vérifier qu'il simule le tirage
du loto (numéro complémentaire excepté) :

/i3 i i EREICIE ] g

Sur ces 8 grilles, combien en remplissez-vous contenant, au moins, deux
numéros consécutifs ?

Commentaires | CASIO anciens modétes | CASIO 6910G-9930- | TI 80 82 83 85 TI 92
(mémoires indicées) 9940 - 9960 - 9990

Lbl0 ClrList . :ClrList L; :‘DelVarL1,L2
Tirage au hasard, 11 Seq(0.,1,1,6,1) > :5eq(0.1,1,6,1) —> L, | :seq(0,1,1.6,1) — L,
avec remise, de 6 Lbl 1. List 1 -Lbl 0 ‘Lbla
numéros parmi 49. | Int(1 +49 Ran#) > 1140 | For(,1,6) Fori, 1,6

Al For1 —>1To6 . aint(1 + 49 rand) — | :int(1 + 49 rand())

1<6 = Goto 1 Int(1 + 49 Ran#) » | Li(D — L1ji]

= . :End :EndFor

051 List 1[I} J . , :

S Ibl2 4 Next . :For(I,‘l.S) :For¥,},5
Elimination des (41 2Ll For 1 —>1To 5 For(J,1+1,6) Forj,i+1,6
tirages contenant | © 7 = 141570 L () -Ly ()=0 |:IFL1ji]-L1[j]=0
deux fois le méme 141 574 Lbl l—j :Goto 0 :Goto a
numéro. : :

Lbl 3 4 List 1 [1] - List 17 | o9 ‘EndPor
IT>6 = Goto 2 . End :EndFor
=0 = Goto 0 J ‘e
All) - Al =0=Goto | 17 Disp L, | Disp L1
04 G
J+1 T4 J<6=Goto 1 4
Goto 3 .J .Nfi’d w
ibid 4 List 1
_ 1>1d Stop
Affichage du tirage | Lpi5a
du loto. All] 4
I+1-514
I<6= Goto5

“FINH
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= Pour obtenir certaines instructions :
* CASIO 6910 — 9990 : CirList par PRGM CLR List ; Seq par OPTN LIST ; List par OPTN LIST ; Int par
OPTN NUM ; Ran# par OPTN PROB ; [ au clavier ; = et < par PRGM REL ; Stop par PRGM CTL.

» TI 80 —> 83 : Clrlist par STAT ; L, au clavier par 2nd ; Seq par 2™ LIST OPS.
% Particularités sur certains modeéles :

o T1 85 : Etiquettes Lbl A0 puis Goto A0, Test noté == dans TEST.

Modifions le programme précédent pour dénombrer, sur 100 tirages du loto, les tirages contenant au
moins deux numéros consécutifs.
Ajouter en début de programme :
0 —> S (initialisation du compteur du nombre de tirages)
0 — T (initialisation du compteur des tirages contenant au moins deux numéros consécutifs).
Remplacer le "module” d'affichage (en gras dans le programme précédent) par le suivant :

Commentaires CASIO anciens modéles | CASIO 6910G-9930- | TI 80 82 83 85 TI 92
(mémoires indicées) 9940 - 9960 - 9990
S+1-»S 4 S+1-»Sd S+1->8S s+1l->8
014 For1 ->1To5 4 For(1,1,5) Fori, 1,5
Lbl5 J I+1574 For(J,I+1.6) Forj,i+l,6
[+1514 Lbl 2 4 L (D -1y () = | :If(L1[i] -L1D*2
[26=>Goto8.J |If(List1[I]-List1 |! =1
[+1—>7J p=1u ‘Then ‘Then
Lbl 6 . Then T+1—TJ :’(1;;11—}"1‘ ig)tl;i
:Goto :Goto
Recherche de deux ‘(I ;[gj[g;gt S S g;); j ‘End ‘EndIf
numéros consécutifs ~1=Goto 7] J41 -7 :End :EndFor
(de différence +1 ou End :EndFor
-1). J+1 74 J<6=Goto2 .J bl 1 Lblb
Goto 6 .J Next . IS <99 Ifs<99
Lbl7 J Lbl 3 J :Goto 0 :Goto a
T+1->Td SS99:>GOIOOJ DlSprs IDiSpt/S
Lbl 8 T+Sd
S<99=Goto 0 .1 | Stop

T+S #4

% Particularités sur certains modéles :
¢ TI 85 : Lbl Al ; Goto A0 ; Goto Al.

Quelle est la fréquence, sur 100 tirages, des tirages avec numéros consécutifs ?
Faire la moyenne des fréquences obtenues dans la classe :

Estimer la probabilité de I'événement : "le tirage des 6 numéros du loto comporte au moins deux
numéros consécutifs"”.
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Description et compte-rendu de l'activité
"Deux approches de la notion de probabilité”

= DEROULEMENT :

Pile ou Face :

L'échelle est choisie de sorte que la "convergence" soit la mieux visible. On y voit
suffisamment les errances des premiers lancers puis un début de "stabilisation" :

Quelques images d'écran (les programmes utilisés superposent 4 simulations) :

CASIO CFX-9940GT

1 Fiv | F3 0 FEw | FE¥ F7
w = [Zoom|Trace [ReGraphMath|Drau|» l I

Ti83

Le Duc de Toscane :

Il s'agit d'un exercice que l'on trouve dans de nombreux manuels. La définition des
événements élémentaires équiprobables est au cosur du probléme. On présente ici I'exercice
sous la forme de deux modeéles possibles en concurrence. La simulation aidera au choix du
‘modeéle le plus performant.

» Le "bon" modele, ou I'on distingue les dés, n'est pas le plus proche de I'expérience.
1) On pourra aider les éléves en ébauchant un arbre de dénombrement.
3) P(somme 9) ~ 0,116 et P(somme 10) ~ 0,125.

e Le second modéle, plus proche de I'expérience, pose des difficultés de dénombrement et,
surtout, met en jeu des événements non équiprobables (ce que montrera la simulation).

On donne le nombre de résultats possibles sans ordre : 120 résultats du type (1;2;6) avec 6
ordres possibles, 90 résultats du type (1;2;2) avec 3 ordres possibles et 6 résultats du type
(1;1;1) donne en effet 120+6 + 90+3 + 6 = 56.

4) P(somme 9) = P(somme 10) ~ 0,107.

» La simulation permet de retrouver, expérimentalement, la constatation du Grand Duc. Mais
attention, les fréquences théoriques d'apparition des sommes 9 et 10 étant respectivement
d'environ 0,1157 et 0,125 , la simulation de 1000 expériences n'est pas toujours probante
(on peut d'ailleurs raisonnablement se demander si le Grand Duc, tout joueur qu'il fit,
pouvait se rendre compte de cet écart).




36 SIMULATION

La distribution d'échantillonnage de la fréquence de la somme 10, sur des échantillons de

. i p(1-p) 0,125 x 0,875
taille n, a en effet un écart-type de T = W ~ 0,010.
En revanche si l'on posséde les simulations de 10 éléves, on a alors n = 10 000 et
1-
p—(—n—P—)- ~ 0,003. C'est alors généralement suffisant pour retrouver la constatation du

1-
Grand Duc. Pour n = 20000, on a E(——r—l——m ~ 0,002 qui est plus sdr.

Exemples de résultats obtenus sur CASIO 9940 et T1 83 :

966 onc) 66 266
B.11444444 8. 1255555556 9. 114444444 8. 1855555558
8. 1288883829 B. 1122222222 8. 1344444444 6,12
1666 16606 1068 106G
2.115 @.129 B.112 8,106
B.135 8.111 B. 133 8.121
FIN FIH FIH FIN

ici, le 9 est en avance surle 10!

. 1B6EE66667 W 1122222222
1222222222 . 1 1E6RB6ELEET
1664 1880
185 114
123 114
IFIH [FIM
Done Done
égalité !

Remarque : On pourra consulter l'activit¢ sur Excel correspondante (comparer a la
puissance de calcul de l'ordinateur).

7) L'erreur theéorique commise dans le premier modéle est bien sir de considérer les
résultats possibles comme équiprobables.

LE LOTO:
Le jeu du loto passionne évidemment nos éléves. Quant au résultat que l'on obtient ici

(theoriquement : 1 - E%L ~ 0,495), il est assez surprenant. L'astuce consiste a établir une

Cao
bijection entre I'ensemble des tirages de 6 numéros non consécutifs de {1; ... ; 49} (sans
remise, puis rangés en ordre croissant) et celui des tirages de 6 numéros quelconques de
{1, ..., 44} (sans remise, puis rangés en ordre croissant) :
(n,n2, ...,ngg >Ny, M2-1,...,ns-5).

Cependant, les programmes étant plus longs, ils pourront étre laissés aux éléves motivés.

Tirages du Loto puis fréquences, sur 100 tirages du Loto, des tirages avec au moins deux n°
consécutifs :

Anz B.62 8.55
T - Disp - - Disp -

23
28

U A W N -




APPROCHES DE LA NOTION DE PROBABILITE 37

{49. 9, 12. 11. 27. Z22.%

MAIN RAD APPRON FUNC 30730

= PROLONGEMENT :

On pourra souligner, aprés ce TP, les insuffisances de ces approches (approche classique
limitée aux cas finis, approche fréquentiste limitée aux cas répétables et insoutenable du
point de vue logique, puisque la loi des grands nombres, qui la justifie, fait appel & la notion
de probabilité) de fagon a introduire les définitions correspondant & la vision "moderne" des
probabilités.

La théorie des probabilités, axiomatisée par Kolmogorov, ne prétend pas correspondre a une
réalité. Le choix d'une (mesure de) probabilité constitue une démarche de modélisation,
validée par I'expérience.
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C - ACTIVITES SUR EXCEL

LANCERS DE DES

Sttuation et mode d’emploi
Simulation en direct de lancers de 1, 2 ou 3 dés: le nombre de dés peut étre changé en
cliquant sur le bouton :
A chaque tirage, on associe la somme des points obtenus.
L’épreuve peut étre répétée indéfiniment au moyen de boutons déclenchant des séries de [1],
0], lancers cumulées a partir du début de la manipulation.

Déroulement du programme
= Aspect probabiliste:
Affichage des probabilités d’apparition de chaque somme et diagramme en batons (fréquences
théoriques en jaune).
= Aspect expérimental:
Aprés chaque lancer, calcul des effectifs et des fréquences de chaque somme depuis le début
de la manipulation et diagramme en batons sur le méme graphique que les probabilités
(fréquences expérimentales en bleu).
= Confrontation des deux aspects:
Le hasard agissant en direct, on pourra suivre visuellement I’évolution des fréquences
expérimentales par rapport aux probabilités sur le tableau et sur le graphique.

Suggestions
1° Le professeur peut continuer son cours pendant le déroulement de ’expérience.
2° Le probléeme du duc de Toscane! On s’intéressera particuliérement aux sommes 9 et 10
avec 3 dés.
(of page 31)

Remarques techniques

1° Les tirages de chaque dé¢ sont obtenus par la formule ENT(1+6*ALEA()).

2° Le dénombrement des cas favorables a chaque somme pour le calcul des probabilités a été réalisé
comme suit:

=C1+1 =D1+1
1| 1 0 1 |=SOMME(B2:B7) |[=SOMME(C2:CT)  |=SOMME(D2:D7)
2 |1 1 1 |=S5OMME(B3:88) |=SOMME(C3:C8) |=SOMME(D3.D8)
3 | 1 2 1 |=SOMME(B4:B9) |=SOMME(C4:CH) |=SOMME(D4:D9)
4 [ 1] 3 1 |=SOMME(B5:B10) [=SOMME(C5:C10) |=SOMME(D5-D10)
5 | 1 4 1 |=SOMME(BB:B11) |=SOMME(CE:C11) |=SOMME(DE-D11)
6 | 1 5 1 |=SOMME(B7E12) [=SOMME(C7:C12) |=SOMME(D7-D12)
7 | 0| s 0 |=SOMME(BE:B13) |=SOMME(CE:C13) |=SOMME(DE:D13)
8 [ 0] s |0 |5SOMME(B9:B14) |=SOMME(C9:C14) |=SOMME(DI'D14)
9 | o | 4 0 |=SOMME(B10:815) [=SOMME(C10:C1 5)|=SOMME(D10:D15)
10 ] 0| 3 0 |0 |[=SOMME(B11:B16) |=SOMME(C11:C16)|=SOMME({D11:D16)
11| 0 | 2 1 |0 |=SOMME(B12:817) |=SOMME{C12:C17)|=SOMME{D12:D17)
12 | 0 | 1 2 |0 [=SOMME(B13:818) |=SOMME(C13.:C18)|=SOMME(D13'D18)
13 | 0 | 0 3 |0 |=SOMME(B14:B19) |=SOMME(C14:C19)|=SOMME(D14:D19)
14| 0| o 4 |0 |=SOMME(B15:620) |=SOMME(C15.C20)|=SOMME(D15:D20)
151 0| 0 5 |0 [=SOMME(B16:B21) |=SOMME(C16:C21)|=SOMME(D16:D21)
16 | 0 | 0 6 |0 [=SOMME(B17:B22) [=SOMME(C17:C22)|=SOMME(D17:D22)
177 | 0| o 7 |0 |[=SOMME(B18:B23) |=SOMME(C18:C23) |=SOMME(D18:023)
18 | 0 | 0 18 |0 |=SOMME(B19:524) |=SOMME(C19:C 24)[=SOMME(D19-D24)
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Soit u i, le nombre de cas favorables a la somme n pour k dés.

“Au mieux”, la somme n avec k dés (k > 1) peut s’ obtenir ainsi:

n=6+(n-6)=5+(n-5)= ... =1+(n-1)

ou6,5, ., lestlenumérode 1déet(n-6),(n-5),......, (n—1)Ilasomme des k-1 autres dés.
Doncu n =i net Uil nst.... 5 Uk o1 OU certains des termes peuvent étre nuls.

C’est cette formule qui a été copiée dans tout le tableau ( les termes nuls sont dans des cellules vides).
Ic1 k < 3 mais on peut étendre le tableau avec la méme formule qui peut étre utilisée pour le
dénombrement avec autant de dés que 1’on veut.
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Les arbres de béatitude

Lambert de Saint-Omer — "Liber floridus"” — XII° siécle

Bibliothéque nationale de France
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"Le calcul des probabilités est né de l'installation de la mesure au
ceeur d'un univers de plaisir, celui du jeu.”
Stéphane CALLENS - Les maitres de I'erreur - 1997.

Calcwl des

) o I
A - OBJECTIFS
e Confronter expérimentation et calculs théoriques (approche fréquentiste).
e Initier a la manipulation des arbres de probabilité.
e Mettre en évidence la notion de mode¢le en probabilités.
B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE
Niveau A partir de la premiére.
Situation dans la Apreés le cours sur la notion de probabilité.
progression
Durée 2 heures a terminer a la maison.
Nature des activités Simulation de la distribution des résultats donnés par une planche de

Galton. Utilisation du triangle de Pascal pour dénombrer.

Introduction de la notion d'arbre de probabilité par une approche
fréquentiste (flux des singes grimpant a I'arbre).

Différents mod¢les (et donc simulations) pour un méme probléme dont
I'énoncé manque de précision.
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'SIMULATION ET CALCUL DES PROBABILITES

ETUDE DE LA PLANCHE DE GALTON
Triangle de Pascal

Considérons une planche de Galton ou chaque bille
rencontre 6 clous.

Chaque bille suit un trajet aléatoire, pour aboutir
dans l'un des godets situé en bas. A chaque clou
rencontré, la probabilité, pour la bille, d'aller a
droite ou a gauche est de 1/2.

Francis GALTON (1822/1911) est un scientifique anglais,
cousin de Charles DARWIN. S'intéressant essentiellement a la
biologie et a l'anthropologie, il fut aussi un pionnier en
statistique.

* © BnF - Paris

Simulation

Supposons qu'aller a droite correspond au tirage du chiffre 1, et qu'aller a gauche correspond au chiffre
0 (avec une chance sur deux dans chaque cas).
Pourquoi ceci peut-il étre simulé par l'instruction : Int(Ran# + 0.5) ou int(rand + 0.5) ?

Pour savoir dans quelle case arrive la bille, il suffit de compter les points :
Casen®4=..... points.
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Entrer dans votre calculatrice le programme suivant (la partie sous la ligne pointillée concerne le tracé
d’un histogramme et est facultative).

Commentaires CASIO CASIO 6910™ TI 80 82 83 TI 92
(anciens modgles avec 8930 9930 9940
mémoires indicées) 9990
I compteur des 1514 ClrList . :ClrList L, , L, :DelVarL1,L2
lancers 0>JJ Seq(L,1,0,6,1) — List | :seq(I.L0.6,1) - L; | :seq(i,i,0,6,1) - L1
Initialisation des Lbio 4 1. :seq(0,1,1,7,1) > L, |:seq(0,i,1,7,1) »> L2
compteurs de billes | _, A[J] J Seq(0,1,1,7.1) —» :For(1,1,100) :For i,1,100
de chaque case: A[J] | 141 554 List 2 J 08 0—>s
J<6=Goto0.! |Forl-—>ITo100. |:For(K.1,6) For k,1.6
Lbl1lJ 0>S. :int(rand+0.5) + S — | :int(rand( )+0.5) + s
15K For1 >KTo6. |S >
0SS Int (Ran# +0.5) + S :End :EndFor
Lbl2 N S+1-] s+1-]
Int(Ran#+0.5)+ S — | Next J Lo+ 1->L)) | L2[] + 1 —>L2[j]
:End :EndFor
Trajet dune bille | S S+1->J.] Diso L Diso L2
K+1->K.J List 2[J] + 1 - List | : 1P L2 ISP Le
K<6=Goto2.J 2[]] :;?(];[Sﬁ}ﬁsto ram,L E/) G
A[S] +1— A[S] N Next .J . g 1, | L/ — Xmax
) L) :1 — xscl
+1 14 List2. A » : .
. # :PlotsOn1 -0 —> vinin
100 lancers de billes. | 1< 100 = Goto 1 J | S-WindMan .J . . ' ¥
. . :0 — Xmin ‘50 —» vmax
07 ViewWindow 0,7.1, | : yma
7 = Xmax :10 — yscl
Lbl 3 .1 0,50,10 .J 1 - Xscl PlotsOn
Affichage. 0 —> Hstart . : ’ ‘PlotsOn
8 Al 4 — Histart 20 - Ymin ‘NewPlot 1,4,L1,L2
J+1 74 1 — Hpitch )
:50 - Ymax . |
J<6= Goto 3 . IS{-_Gpll}l Il)rEWOn,l 10 > Ysel
"FIN" ‘JlSt, ist1,List2,Blue DispGraph
DrawStat

Programme non disponible sur TI 81.

= Pour obtenir certaines instructions :
¢ CASIO 6910 — 9990 : ClrList par PRGM CLR List ; Seq par OPTN LIST ; List par OPTN LIST ; Int par
OPTN NUM ; Ran# par OPTN PROB ; S-Wind Man par SET UP Man ou SHIFT SET UP S-WIN ; Hstart et
pitch par VARS STAT GRPH ; S-Graph1 par FAMMENU) STAT GRPH GPH1 ; Draw On par F4(MENU)
STAT DRAW ON ; Hist par FA(MMENU) STAT GRPH ; Blue (si couleur) par STAT COLR ; DrawStat par

PRGM DISP Stat.

o TI 80 82 83 : ClrList par STAT EDIT ; Seq par 2" LIST OPS ; L, au clavier par 2" ; For End Pause par
PRGM CTL ; int par MATH NUM ; rand par MATH PRB ; Disp par PRGM 1/O ; Plot 1(Histogram,L1,L.2)
par 2™ STAT PLOT PLOTS puis TYPE ; Xmin par VARS Window... ; PlotsOn par 2™ STAT PLOT PLOTS ;
Dispgraph par PRGM I/O.

% Particularités sur certains modeles :
CASIO 6910 et 8930 : Les instructions 0 — Hstart I et 1 — pitch I sont & supprimer.

= Pour 100 billes, indiquer les pourcentages de billes pour chaque case :

cases 0 1 2 3 4 5 6
% de billes
Pour 1000 billes (durée : 2 mn 30 sur CASIO 9990 ; 6 mn 30 sur TI 83):
cases 0 1 2 3 4 5 6
% de billes
Moyenne des pourcentages obtenus dans la classe :
cases 0 1 2 3 4 5 6
% de billes
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Calculs probabilistes

Puisque les trajets sont équiprobables, il s’agit de les dénombrer.
Pour faciliter ce dénombrement, vous allez exploiter un triangle,
construit par Pascal pour résoudre une question de probabilité, et
qui depuis portc son nom (quoique connu des Chinois et des

Arabes bien avant). . R
oadet

Blaise PASCAL (1623/1662)

perivas ke pafeed fos TR ETN ponrait par Domat - © BnF — Paris.

Indiquer, dans chaque case, le nombre des chemins susceptibles d’y parvenir.

1/ Y T T~ T~ T~

Case 0 Case 1 Case 2 Case 3 Case 4 Case 5 Case 6

Déduire du triangle de Pascal le nombre de chemins possibles :
En faisant le rapport des cas favorables aux cas possibles, indiquer dans le tableau ci-dessous les
probabilités des événements : « la bille aboutit dans la case n°i » :

Cases d’arrivée 0 1 2 3 4 5 6

probabilités

Comparer ces résultats théoriques a ceux obtenus par simulation.
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2 B QUAND LES SINGES GRIMPENT AUX ARBRES (DE PROBABILITE)
Introduction a I'utilisation des arbres dans le calcul des probabilités

Arbre équiprobable

On a constaté qu’un singe grimpant sur
Parbre ci-contre fait son choix, pour
chaque embranchement, avec une
chance sur deux.

Imaginons une troupe de 100 singes a ’assaut de I’arbre, & combien peut-on
estimer le nombre de singes passant sur chaque branche ?

Indiquer, sur chacune des branches, la probabilité % qu’a le singe de I’emprunter.

Par quelle opération, sur les probabilités figurant sur ses branches, obtient-on la probabilité d’un

CREMIN 7. ettt ettt ettt ettt
Quelle probabilité a le singe d’arriver aux terminaisons extérieures (A ou D) 7 ..o
Par quelle opération obtient-on une probabilité correspondant a plusieurs chemins ?.......................................

Arbre pondéré

= Observation statistique :

Vous allez, grace au programme suivant, observer

le comportement de la gente simiesque sur ’arbre

ci-contre dont ’aspect n’est plus aussi symétrique
D que le précédent.

Le programme simule le comportement de 10

singes, choisis au hasard.
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CASIO 6910% 8930 9930 TI 80 - 82 TI 83 TI 92
9940 9990
Seq(0.J,1,4,1) » List 1 & | :ClrList L, CliList L, :DelVar L1
ViewWindow ‘PlotsOff PlotsOff :PlotsOff
0,5,10,0,4,10 .1 g0, 0, 1,4, ) > Ly | d0 T, 1,4, DL sea0.1, 1,4, D> L1
For 1 —1To 10 . :0 > Xmin :5:){2:)1( 5:::;1:;
F-Line 2,0,2,1 '3 = Xmax 10 > Xscl 10 > xscl
F-Line 2,132 . 110 —> Xscl :0 — Ymin :0 — ymin
F-Line 2,1,2,2 .| :0 —> Ymin 4 - Ymax 4 > ymax
F-Line 3,2.4,2 ‘4 — Ymax 10 = Yscl 110 - yscl
F-Line 3,2,4,3 . 110 - Yscl :Line (2,0,2,1) :Line 2,0,2,1
F-Line 2,2,3,3 . :For(1, 1, 10) :Line (2,1,3,2) :L@ne g,l:;,g
T ’ ‘Line (2,0,2,1 :Line (2,1,2,2) :Line 2,12,
F-Line2,2,13 . Lin éz 1 3'2; Line (3.2.4.2) ‘Line 3.2.4.2
F-Line 2.1,0,2.1,1 Line (2°1’2°2) ‘Line (32,4,3) ‘Line 32,4,3
Int(Ran# +2+3) > A Line (324 ‘Line (2,2,3.3) ‘Line 22,33
F-Line2.1,12.1+A2 0 | Line(3.24.2) ‘Line (2.2.1.3) Line 22,13
fA=0 ~II:!11€ 85‘;?; For(l, 1, 10) Fori, 1,10
Lane (2,2,3, Pt-On(2,1,2) :Circle2,10.1
zhen Int(Ran# +0.3) > B | [ ine 22.13) int(rand+2/3) - A int(rand( }+2/3) -
) ‘Line (2.1,0,2.1,1 Pt-On(2+A2,2 Circle 2+a, 2, 0.1
F/—Lme 21+4A2,1142B3 | m(ra(n Q1253 _)_) N iy ertnce T =0Thee
4 T ‘Then ‘int(ran 0.5)—>b
Else Int(Ran# + 2+3) - B ;;ufz(zdl’l’z' A2 ‘int(rand+0.5) —> B :Cir(c]e (llgib )3 ,0.1
o “Then :Pt-On(1+2B,3,2) :Else
F-Line 2.1+A,2,4,2.9-B 4 :int(ran d+05)—>B ‘Else ‘int(rand( H#2/3) —> b
IfEnd 4 . ’ iint(rand+2/3) — B :Circle 4 ,3-b,0.1
:Line (21+A,2,11+2B,3) ‘Pt On(4,3-B 2) EndIf
2A+B+1->7Jd ‘Pause A ~P“
. . . N rause
ﬁlst 1[J]+ 1> List 1 [J] ‘Else Pause xa+b+ 1]
:int(rand + 2+3) > B 2A+B+1->17 L1+ 1 - L1[j]
Cls ‘Line (2.1+A,2.42.9-B) | L(H+1->L,J) Circle2,1,0.1,0
Next ! Pause Pt-Off (2,1,2) Circle2,2,0.1,0
List 1 ‘End Pt-Off (2,2,2) «Circle 3,2,0.1,0
i Pt-Off (3,2,2) Circle 4,2,0.1,0
:iA +E ;L 1 7 i PO (4.2.2) Circle 1.3.0.1.0
L+ 1> L) Pt-Off (1,3,2) Circle 3,3,0.1,0
:ClrDraw Pt-Off (3,3.2) Circle 4,3,0.1,0
‘End Pt-Off (4,3,2) ‘EndFor
:Disp L, ‘End Disp L1
Disp L, :CliDraw
:ClrDraw

= Pour obtenir certaines instructions :
¢ CASIO 9940 — 9990 : F-Line par SHIFT Sketch LINE (6910 voir %) ; Cls par Sketch ; If Then Else fEnd

par PRGM COM.

o T1 80 82 83 : Line par 2 DRAW ; If Then Else Pause par PRGM CTL ; = par 2" TEST ; ClrDraw par 2™

DRAW.

% Particularités sur certains modé¢les :
» CASIO 6910 : L'instruction F-Line n'existant pas, remplacer F-Line 2,0,2,1 par Plot 2,0 .1 Plot 2,1 .J Line.

Faire des statistiques sur 10 singes, ¢’est un peu faible, vous allez passer a 100 singes.
Remplacer, dans Iinstruction For, 10 par 100, puis supprimer les Z d’arrét ou les instructions Pause.
Indiquer vos résultats dans le tableau ci-dessous :

Arrivée ala
terminaison :

A

B

C

D

Fréquence
en %

Faire la moyenne des résultats observés dans la classe :

Arrivée ala
terminaison :

A

B

Fréquence
en %
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= Etude théorique :

Il semble que les singes, préférant la solution de facilité, choisissent plus volontiers les branches moins
pentues.

En analysant le programme précédent, indiquer sur chaque branche de I’arbre, la probabilité qu’elle a
d’étre choisie par le singe.

Calculer alors la probabilité qu’a le singe d’atteindre chacune des terminaisons :

ANV A AN A A A A A A AN A AN A AN AAA A A A A A A A A A A A A A A NAAAAANA NAAVAVAVA A ANAVAAVAAAAANAAA

?; a probabilité affectée a chaque chemin est le PRODUIT des probabilités affectées a c hacun
>5 branches qui le composent. 2
§ La probabilité d’un événement correspondant a plusieurs chemins est la SOMME des probabilités §
% correspondant a chacun des chemins. é

A A A A A A A A A AL . A : A AL v
A O N O e A e A I A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AV A VAN APAAYA

NN AN A A A A AN AN A N NN N AN AT T A A A A A A A A AN A AN NN
1

SUR LES BANCS PUBLICS
Du choix déterminant d'un modéle

On souhaite répondre au petit probléme suivant :

Dans un square se trouvent trois bancs a deux places. Deux personnes arrivent et s assoient au hasard.
Quelle est la probabilité qu’elles s assoient cote a cote ?

On décide de simuler I’expérience un grand nombre de fois, « pour voir ». Mais cela nous oblige a
modéliser la situation.

PREMIER MODELE : Le choix des bancs

= SIMULATION :

On numérote les trois bancs 1, 2, 3.

Chacune des personnes tire au hasard le numéro du banc sur lequel elle
va s’asseoir, a ’aide de la roulette ci-contre.

Il suffit d’étudier le pourcentage des expériences ou le méme numéro a
été tiré.
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Le programme ci-contre simule CASIO 6910—9990 TI 80 — 82 — 83 — 85 — 9209
100 expériences décrites 0->Sd 0->S
précédemment. For 1 - 1To 100 :For(I1, 1, 100)
1l fournit le nombre Int(1 + 3Ran#) — A ;int(1 + 3rand) — A
d’expériences pour lesquelles le | Int(1 + 3Ran#) - B J ‘int(1 + 3rand) — B
méme numéro est sorti deux A=B=S+1->S. IHfA=B
fois. Next J S+1->8
S :End
:Disp S

% Particularités sur certains modéles :
TI 85 : Test en == par TEST ; T1 92 : Fori, 1, 100 puis EndFor.

Exécuter ce programme 6 fois, noter les résultats obtenus et calculer leur moyenne.

= CALCUL DES PROBABILITES :

A I’aide de I'arbre ci-contre, calculer la
probabilité de I’événement « les deux personnes
sont assises cote a cote » selon ce premier modéle.

AN

SECOND MODELE : Le choix des places

= SIMULATION :
On numérote les places de 1 a 6. Le premier banc 1|2 314 516
correspond aux places 1 et 2, le deuxiéme banc
aux places 3 et 4, et le dernier aux places 5 et 6.
La premicre personne lance un dé pour choisir sa
place. La seconde personne fait de méme, mais
relance le dé si la place tirée est occupée.

11 suffit d’étudier le pourcentage d’expériences ou
les numéros des places tirées correspondent au
méme banc.

Banc 3

SiI’on note A le numéro tiré par la premiére personne et B celui, différent, tiré par la seconde
personne, pourquoi la connaissance de la somme A+B et du produit AxB caractérise-t-elle les
nombres A et B ?
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Le programme ci-contre simule CASIO 6910™—9990 TI 80" — 82 — 83 — 85 — 92
100 expériences décrites 0— S 08
précédemment. For 1 - 1To 100 f'_For(I - 1,100)
11 fournit le nombre Int(1 + 6 Ran#) — A J gg% 1]+ 6rand) — A
d’expériences pour lesquelles les | Lbl 1.1 int(1 + 6rand) — B
numéros sortis correspondent au | Int(1 +6 Ran#) — B IfA=B
méme banc. A=B=Goto 1 . ‘Goto 1
Exécuter ce programme 6 fois, |A+B=3 = S+1-58 . It +A+B=3S
noter les résultats obtenus et A+B=7 And AB=12 = §+1->§ ;Isf Ai B and AB < 12
calculer leur moyenne. I‘::?t: jl And AB=30 = $+158 . |\ o 7
S ‘ If A+B=11 and AB = 30
S+1-58
‘End
Disp S

= Pour obtenir certaines instructions :

o CASIO 6930 — 9990 : And par OPTN LOGIC.

e TI82 83 : and par 2™ TEST LOGIC.

% Particularités sur certains modéles :

e CASIO 6910 : En I'absence du connecteur And, remplacer A+B=7 And AB=12 = S+1-S JparIfA+B=7
JThenAB=12=S+1 - S JIfEnd.

o TI80 : En I'absence du connecteur and, remplacer :If A+B=7 and AB=12 J:S+1—>Spar:IfA+B=7J
:Then 4 IfAB=12 4:S+1— S JEnd.

= CALCUL DES PROBABILITES :

A T'aide de I’arbre ci-contre, calculer la
probabilité de I'événement « les deux personnes
sont assises cOte a cbte » selon ce second modéle.

W

Que conclure ?

o ~ o PN PPN P YOOy, . A
A A e A A A A A A A A A A A e A A A A A A AN A A A A A A AN MAVAVAVEVAVAVAVAVA

% L’énoncé ne dit pas comment le hasard intervient pour déterminer les positions des deux personnes. g

\_/\/\.){j\/ A A A A A A A A AT ATAY AN AACATA ANV ATATA N/\W?/\K/ \V\/\/\/\/\/“:>>
L’¢équiprobabilité porte-t-elle sur le choix du banc ou sur le choix d’une place ? Selon I’hypothése ¢

suivie, la réponse est différente. L’énoncé de départ est incomplet et la question posée n’a pas de sens &

précis. Pour qu’une expérience aléatoire puisse étre étudide, il est nécessaire de définir un "protocole

§ expérimental” permettant de la répéter. }

NN A / AN AN AT N A T MAAAY, . VTN
A A A A A A A A A AT A A A AT A A A AV A A A A A A A A A A A AN A AT AAYAY R A A A A A A A A A AR AN A AT A A A A A A A A A AT AT A A A A A A A A A A AT A AAVAYAY

NN NN NN N NSNS

)
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Description et compte-rendu de l'activité

"Calcul des probabilités"

Planche de Galton et triangle de Pascal :

Avec la planche de Galton, le succés auprés des éléves est garanti. C'est un procédé
concret et visuel qui de plus passe a la télé (planche du Fakir) ! L'objectif de cette activité est
de montrer que la répartition des billes est prévisible et qu'un simple dénombrement suffit a
la justifier.

Les probabilités théoriques sont :

cases 0 1 2 3 4 5 6
probabilités ~ 0,016 0,094 0,234 0,313 0,234 0,094 0,016

Exemples de simulations sur 100 billes :

ﬁ Fov Tﬁ%"?ﬂ T “:E:TW 7 ”’Tﬁ ﬁ“‘T”rz T"'r‘; T""r“u"" T r's"""l"r““s ‘P“‘? ‘[ 1
v chTm Trace|ReGraphiMath Dr‘;m - - a Zoch Trace|ReGraph Maf:'h Dr*;w - i‘?

L1

b e T s s
MAIN RAD APPROR FUNC RAD RFFROYX FUNC

1 Fev | F3 & FEx Y F&¥ JF7 Tiv Y. TNv o T
v §=—[Zoon|Trace |ReGraph|MathiDrau|~ f"Q g Stk PrgmI0f:

2. 6. 32. 29. 24. 5. 2.3
{1. 19. 23. 26. 29. 8.
{3. 13, 21. 26. 31. 4.
{4. 10. 15. 28. 3z. 9.
{1. 9. 26. 27. 18. 15. .
{4. 8. 3B. 38. 17. 3. .3
8. 14, 26. 28. 22. 9. 1.2
{2. 11, 19. 33. 22. 1. 2.2

AN RAD_APPROR FUNC FAIN RAD_APFPEOR FUNE 30730
Sur 1000 billes :
1 Fev | F5 & FEw | F&* |F7 Ry = B Tu v TS
- @ Zoom|TraceReGraph|Math|Drau|- I N A -s*lPr*nglJli:

{15. 84. 233. 316. 234. 100. 1i8.
{11.  1e4. 233, 314, 2286, 92, 20.
{17. 185. 219, 304. 250. 87. 18.

()

L

l e —
MAIN RAD APPROR FLUNC HMAIN RAD APPROX FUNC 30730

Remarque : voir la simulation de la planche de Galton sur Excel (spectaculaire).

Quand les singes grimpent aux arbres :

Cette activité se veut une introduction aux régles d'utilisation des arbres de probabilité.
L'approche fréquentiste, en considérant le flux des singes grimpant a l'arbre, permet de
situer dans un cadre intuitivement évident les régles de multiplication et d'addition.

1) Arbre équiprobable :

C'est une situation trés simple qui est I'occasion de mettre en place les premiéres regles.

2) Cette fois I'arbre n'est plus équiprobable et I'activité, plutdt ludique, permet de passer
d'une approche fréquentiste statistique a des régles de probabilités.

Les résultats théoriques sont :

Branches A B C D
Probabilités ~ 0,17 0,17 0,22 0,44
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Quelques images d'écrans et des résultats statistiques pour 100 singes :

(F1 T F2 T F3 "ﬁ"_‘Tru 'r';"‘T‘r‘s“"m?
- a Zogm Trace|ReGraph Mafrh Dr.;w -

FIAIN FAD APFROX FUNC T
CASIO 9940 TI83 TI92
FramSINGEZ TATANT
£15 17 268 483 . 22, 44.3
Dorne €16. 17. 25. 42.3
£€22. 18. 25. 35.%
28 17 zsﬂgﬁg €14. 21. 18. 47.7
€13, 19. 19. 49.3
15 15 22 482 {17. 15. 18. 58.3
£15. 20. 20. 45.}
B Dohe €8, 16. 21. 55.3
HMAIN EAD AFPROR FUNC >0/30

Sur les bancs publics :

L'activité de modélisation, rare dans nos exercices scolaires, est souvent déterminante dans
les applications des probabilités. Chacun des modéles proposés est "raisonnable" et les
simulations correspondantes sont calquées dessus. On observe des réactions parfois
epidermiques de certains éléves qui refusent d'adhérer a I'un des modéles. Cette activité a
pour objectif de montrer le caractere trés relatif des résultats probabilistes et incite a une
certaine tolérance scientifique.

Simulations du modéle 1 :

H.42

555 FramBANCS1 -

B

H. 36 Dore

E [ 38 L]

B.33 Done
Simulations du modéle 2 : )

A.17 FrImEANCSZ

8.19 .19

Aa.is5 Done

814 Dahe

B?ég Dohe
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Allégorie du hasard : Fortune apparait a Boccace.

Boccace — "Des cas des nobles hommes et femmes " - XV°™ siécle.
Bibliothéque nationale de France
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"Je me propose de déterminer la probabilité des causes par les
événements, maticre neuve a bien des égards et qui mérite d'autant plus
d'étre cultivée que c'est principalement sous ce point de vue que la science
des hasards peut étre utile dans la vie civile."

Pierre-Simon de LAPLACE - 1825.

Jna/’é/w/na//a/nmef
/ol /

A - OBJECTIFS

e Introduire le conditionnement et I'indépendance par l'approche fréquentiste, en répétant des
simulations.

» Evaluer I'impact d'une information sur la probabilité de réalisation d'un événement.

e Faire comprendre que la donnée d'une information nous fait changer d'univers, ot I'on détermine une
nouvelle répartition des probabilités.

o "Inverser" un arbre de probabilités.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE

Niveau A partir de la terminale.
Situation dans la Introduction au cours sur l'indépendance et le conditionnement.
progression
Durée Non testg.
Nature des activités « Etude statistique comparée, sur une simulation, des caractéres de

provenance et de qualité d'une production industrielle.

Approche fréquentiste de la probabilité conditionnelle.

e Inversion d'arbres de probabilités et définitions de la probabilité
conditionnelle et de I'indépendance.
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<S'e
w‘-""’e

. INDEPENDANCE ET CQNDITIONN"EMENT

Deux machines A et B fabriquent une pi¢ce identique et fonctionnent indépendamment. Dans la
production de ces machines, on choisit une piéce au hasard. La probabilité que cette piéce provienne
de A est de 0,6. Elle est donc de 0,4 pour quelle provienne de B. On suppose que, parmi la production
de A, la probabilité de tirer une piéce défectucuse est de g, alors que parmi la production de B, la
probabilité de tirer une piéce défectucuse est de r.
La situation est donc résumée par I’arbre suivant :

q D
A <
0,60 1
0,40 r
B <
1-r

On se pose la question suivante :
Lorsque I'on tire au hasard une piéce dans la production totale, et que I'on constate que la
piece est défectueuse, cette information donne-t-elle une idée de nature probabiliste sur sa
fabrication éventuelle par A ?

Arbre 1

Expérience statistique par simulation d’une production de 1000 piéces

Le programme suivant permet de simuler une production de 1000 piéces, en respectant les conditions
précédentes. Il fournit le décompte, sur cette production, des pi¢ces de chaque type, selon les deux
critéres d’origine (A ou B) et de qualité (défectueuse ou non).

Commentaires CASIO 6910—9990 TI 80 82 83 85 TI 92
"Q" . :Disp "Q" :DelVar s
2 50 Input Q :Disp "q"
"R S :Disp "R" :Input q
:Input R :Disp "r"
9 3R p P
£ . seq (0,L14,1) > 1, :Input r
Seq(0.1,1.4,1) > List 1 1 | :For (1,1,1000) seq (0,,1,4,1) > s
La réalisation de A For 1 — I To 1000 . 22 int(rand + 0.6) > A For 1,1,1000
4 realisation ge 2Int(Ran# +0.6) > A 1 | IfA=2 2 int(rand( ) + 0.6) > a
co;”]respond‘ aola valeur 2, FA=2 “Then Ifa=2 Then
Larilissionde D | Then Inan# Q) > D | nnd +Q) > e 7
correspond a la valeur 1, Else Int(Ran#+R) — D ;int(rand +R)-D ;i;1t(rand( )+ —>d
celle de non-D 4 la valeur If_E“d - | End :EndIf
0. List 1[A+D+1] +1 — List | .L (A+D+1)+ 1 — slatd+1] + 1 - s[a+d+1]
1[A+D+1] 4 Li(A+D+1) :EndFor
Next .| :IFSI‘ld AD :D%sp "AD"
"AD" I :Disp "AD" :Disp s[4]
Ll'ut)l 4 4 :Disp L;(4) :Pause
List 1[4] 4 ‘Pause Disp "A NON D"
ANOND" . Disp "A NON D" Disp s[3]
List 1{3] # ‘Disp L,(3) ‘Pause
"BD" J :Pz?use :Disp "BD"
List 1[2] 4 Disp LB(% Disp 2]
" 1 " ANSp Ly rause
LB :\IIO i\l D" Pause :Disp "B NON D"
ist 1[1] Disp "B NON D" ‘Disp s[1]
:Disp Ly(1)
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1) Utiliser le programme précédent dans les deux cas suivants :

= q=0,10etr=0,03:
Compléter le tableau ci-dessous :

A B Total
D
D
Total 1000

a) Quelle est, parmi la production des 1000 piéces, la fréquence f des piéces provenant de A ?

b) Quelle est, parmi la production des 1000 piéces, la fréquence fa-p des pices provenant de A et
AEFECTUEUSES 7 ...

nb picces de type A et D des
nb picces D

c) Quelle est, parmi les pieces défectueuses, la fréquence notée fi|p =

piéces provenant de A ?

1 fa falp
Indiquer dans I’histogramme la proportion des :E
piéces provenant de A, selon que 'on se place T
dans la production totale de 1000 piéces ou parmi +
les pieces défectueuses. u
Parmi les Parmi les
1000 piéces
piéces défectueuses
= q=010etr=0,10:
Compléter le tableau ci-dessous :
A B Total
D
D
Total 1000

a) Quelle est, parmi la production des 1000 picces, la fréquence 4 des piéces provenant de A ?
b) Quelle est, parmi la production des 1000 piéces, la fréquence fap des piéces provenant de A et
AEFECTUBUSES 7 ...t

. . . . . b pieces d AetD
c)Quelle est, parmi les piéces défectueuses, la fréquence notée fa|p = 1o pleces f type A et des
nb pieces D
piéces provenant de A ?
) fa falp

Indiquer dans I’histogramme la proportion des T

picces provenant de A, selon que 'on se place T

dans la production totale de 1000 piéces ou parmi T

les pi¢ces défectucuses. T

Parmi les Parmi les
1000 piéces

pieces défectueuses
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2) Dans chaque cas, le fait de savoir que la piéce tirée est défectueuse modifie-t-il significativement la
répartition statistique du critére de provenance des piéces ?

Fréquence des piéces provenant de A parmi les défectueuses d'une
production de 10 000 piéces

Si, au lieu de tirer une seule pi¢ce au hasard dans la production, on recommence (avec remise) jusqu'a
tirer une pi¢ce défectueuse, il s'agit d'une nouvelle expérience aléatoire, que l'on peut résumer en
disant que I'on tire au hasard une piéce défectueuse dans la production.

On s'intéresse a la probabilité que cette piece défectucuse provienne de A.

En simulant plusieurs fois une production de 1000 piéces, on peut se faire une idée de cette
probabilité¢. La moyenne des fréquences fa |p devant s'en rapprocher.

En complétant vos simulations précédentes avec celles d'autres €éléves, remplir le tableau suivant :

Simulations 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Moyenne

fa|p avec
q=0,10 et r=0,03

faip avec
¢=0,10 et r=0,10

A combien pouvez-vous estimer la probabilité qu'une pi¢ce défectueuse, tirée au hasard, provienne de

A?

Lorsque q=0,10 €t 1= 0,03 © .. . e
Lorsque q=10,106t1=0,10 ...

Etude probabiliste

On tire au hasard une picce dans la production. On note A ’événement «la piéce tirée provient de la
machine A », B I’'événement «la piéce tirée provient de la machine B » et D I’événement «la piéce
tirée est défectueuse ».

1) On suppose que q = 0,10 et r = 0,03.

Calculer P(A), P(AND) et P(D) (on peut s’aider de I’arbre 1).

Arbre 2
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SARRARRARARS AAPRARNARADAY RRRRARAAARPRRINI
%5 On note P(A l D) la probabilité de A sachant D correspondant & P(A
AARAAARAARAS AN A AN A A A e A A A A A A A A A A AL A

Picces Aet Bdans la Picces Aet B
production totale parmi les
défectueuses

2) On suppose que q = 0,10 et r = 0,10.
Calculer P(A), P(A~D) et P(D) (on peut s aider de I’arbre 1).

«Inverser » I'arbre 1, en indiquant sur I’arbre ci-dessous les probabilités correspondant aux ? .
? A

D
? B

B<A

B

Arbre 2

NN NN NS N NN N NN SN N TN LN N LN LN LN PN LN NN PN PPN PN NN AN,
NN NN AN AN AN NN

I SIS IN N OSSP S NS, Pe,
NN NN NN AN AN N N A A A AN A N N NN NN N NN NN,

¢ Lorsque P(AnD) = P(A) x P(D), on dit que les événements A et D sont indépendants. , : g

% On alors P(A]D) = —P—(%(BTD) = P(A), c’est a dire que I'information D n’influe pas sur la probabilité g

N NN NS,
S AVAVAVAVA:

A
ARRN

;
8

< P(A).
PATAY ATATATATA AT A AT AT ATAY NAATATATAY ATATATATATAN
PAARARIRNAN NN AN NNNINLENNRR

Que vaut P(A/D) ? Que constate-t-on ? ... ,

| vy

P(A)=P(A | D)

CRORON )
@O O
® OO

Piéces A et B dans la Picces A etB
production totale parmi les
défectueuses

Les proportions sont les mémes
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Description et compte-rendu de I'activité
"Indépendance et conditionnement”

Production de 1000 piéces :
Il n'est pas question de probabilités dans cette question mais de simples statistiques sur une
production de 1000 piéces, entiérement connue.

1) A titre d'exemple, voici un résultat possible du programme :

= q=0,10 et r=0,03.

a) fa = 0,599.
b) fa-o = 0,057.
c) fajp = 57/(57+17) ~ 0,77. g?;m )
942,
BD
17.
f B NON D
" 384

% MAIN RAD AFFROY FUMC 20,30

= q=0,10etr=10,10.

a) fa = 0,603.
b) fAnD - 0,063
¢) falp = 63/(63+42) = 0,60. 63.

A NOM D

540.

BD

42.

B NON D

355.

| FRIN RAD_AFFROR FUNC 30,30

2) On constate que c'est seulement dans le premier cas que la répartition du critére de
provenance est significativement différente selon que I'on se place dans la production des
1000 pieces ou parmi les piéces défectueuses.

Production de 10000 piéces :

En augmentant le nombre de simulations de la production, fa|p doit converger vers P(A l D).
Voici un exemple de 10 simulations de productions de 1000 piéces :

Simula- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 moyenne
tions ~

fajpavec | 0,77 0,83 0,93 0,84 0,81 0,85 0.83 0,78 0,79 0,84 0,83
q=0,10
et r=0,03
falpavec | 0,60 0,58 0,56 0,64 0,56 0,62 0,58 0,51 0,54 0,69 0,59
q=0,10
et r=0,10

On estime donc que la probabilité qu'une piéce défectueuse provienne de A est de I'ordre de
0,83 lorsque q=0,10 et r=0,03 et de I'ordre de 0,59 lorsque q=r=0,10.

Etude probabiliste :

1) P(A) = 0,60 ; P(A~D) = 0,60 x 0,10 = 0,06 d'aprés l'arbre 1 et P(D) = P(A~D) + P(BAD)
(cas disjoints) d'ou P(D) = 0,06 + 0,40x0,03 = 0,072.

Sur l'arbre 2, les données sont P(D) = 0,072 et P(A~D) = 0,06, on en déduit que la
probabilité figurant sur la branche menant de D & A est 0,06 + 0,072 ~ 0,83.

On a ainsi P(A/D) ~ 0,83 , résultat approximativement égal a celui donné au par les
fréquences.
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2) P(A) = 0,60 ; P(A~D) = 0,60 x 0,10 = 0,06 d'apres l'arbre 1 et P(D) = P(A~D) + P(B~D)
(cas disjoints) d'ou P(D) = 0,06 + 0,40x0,10 = 0,10.

Sur l'arbre 2, les données sont P(D) = 0,10 et P(A~D) = 0,06, on en déduit que la probabilité
figurant sur la branche menant de D a A est 0,06 + 0,10 = 0,60.

On a ainsi P(A/D) = 0,60 , résultat approximativement égal a celui donné au par les
fréquences.

Dans ce cas, on constate que P(A/D) = 0,60 = P(A), il y a indépendance des événements A
etD.
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Dieu joue-t-il aux dés ?
Gravure Bibliothéque nationale de France
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"L'aléatoire existe de son plein droit a ftous les niveaux de la
réalité. Le fortuit et le nécessaire sont tous deux des outils
indispensables dans la panoplie de la Nature."

TRINH XUAN THUAN - Le chaos et 'harmonie — 1997.

Yarviables aléaloires

A - OBJECTIFS

¢ Permettre une approche statistique des variables aléatoires, par la simulation d'un grand
nombre d'expériences. Faire en particulier le lien entre les notions de moyenne et d'espérance.
* Faciliter par l'expérimentation I'appropriation des situations, permettre de conjecturer des résultats
que 'on cherchera ensuite a valider par un raisonnement probabiliste.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE page 64

Niveau A partir de la terminale.
Situation dans la Apres le cours sur les variables aléatoires. Premier T.P. d'exploitation et
progression d'exploration de la notion.
Durée Non testé.

Nature des activités Inspirée du livre d'Engel (réf. [3]), cette premiére activité met en
lumiere l'aspect historique de l'espérance comme espérance de gain, ceci
dans un cas ou la réponse n'est pas intuitive.

Egalement & partir d'une idée de Engel ([3]), I'objectif est un travail sur
les arbres et les organigrammes, dans une situation amusante, ou 13 aussi
la réponse n'est pas évidente.

A propos d'une situation répandue dans le domaine industriel (énoncé
inspir¢ d'une épreuve de BTS), on manipule un arbre pondéré pour
confirmer la loi donnée par I'expérience.

C - ACTIVITES SUR EXCEL page 72

Arnaque a la foire.
Pi¢ces a défauts multiples.
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VARIABLES ALEATOIRES

ARNAQUE A LA FOIRE

Sur les foires anglo-saxonnes, on propose le jeu suivant :

Pour une mise de 1F, le joueur peut parier sur un nombre
entier compris entre 1 et 6. Il lance alors trois dés. Si le
nombre sur lequel il a parié sort 1 fois, 2 fois ou 3 fois, on
lui rembourse sa mise plus 1F, 2F, ou 3F. Sinon, il perd sa

mise.

Ce jeu peut sembler, a premiére vue, plutét équitable. Nous

allons examiner ce qu'il en est.

Simulation

Le programme suivant simule 100 parties, o, a chaque fois, un nombre N est choisi au hasard entre 1
et 6. 11 fournit ensuite la répartition des gains ou pertes, puis la moyenne.

CASIO (anciens modéles avec CASIO 69109990 TI80)-82-83-85 T 92
mémoires indicées) (avec listes)

114 ClrList J :ClrListL; , L, :DelVar L1, L2

I—>Jd Seq(1,1,0,3,1) > List 1 4 |:seqI,1,0,3,1)—>L; |:eqi,i,0,3,1)—>L1

Lbl 0 -1 > List1[1] -1 > Ly(D) -1 > LI[1]

?:A[J]Jj Seq(0,1,1.4,1) » List 24 |:seq(0.1,1,4, 1)L, |:seq©.i.1,4,1)->L2
- For1 —1To 100 4 :For(l, 1, 100) :Fori, 1,100

J<4 = Goto 0 . .

Lol 1 0S8 . 08 0 —>s

0—8 I Int (1 +6 Ran#) > N .J ;int(1 + 6rand) — N dnt(l + 6rand()) > n

Int(1-+6Ran#) >N
Int(l1+6Ran#)=N=8+1
—> S
Int(1+6Ran#)=N==S8+1
—>Sd
Int(1+6Ran#)=N=S8+1
>S4

S+1—-Ld
AlL]+1 5> A[L] 4

I+1 14
I1<100= Goto 1 4
1—->71d

Lbl2J

AL} 4

J+157T4
J<4=Goto2 J

“FH\I"

Int(1+6Ran#)=N=8§
+1->84
Int(1+6Ran#)=N=§
+1—>S4
Int(1+6Ran#)=N=S§
+1—>Sd

S+1->Ld4d

List 2 [L] +1 - List 2 [L]
J

Next

List2 #

1-Variable List 1, List 2

Jdf int(1 + 6rand) = N
S+1 >N

JIf int(1 + 6rand) = N
S+1-58

Afint(1 + 6rand) = N
S+1->S
S+1-5L

La@) + 1 - La(L)
:End

:Disp L,

:Pause

:1-Var Stats L, , L,

Jdf int(1 + 6rand( )) =n
s+1—>s

df int(1 + 6rand( )) =n
s+l->s

Af int(1 + 6rand( )) =n
s+1->s8

s+1—>L

L2[L]+1 > L2[L]
:EndFor

:Disp L2

:Pause
:OneVarL1,L2
:ShowStat

= Pour obtenir certaines instructions :
® CASIO 6910 — 9990 : CirList par PRGM CLR List ; Seq par OPTN LIST ; List par OPTN LIST ; For To
Next par PRGM COM ; Int par OPTN NUM ; Ran# par OPTN PROB ; = [ au clavier ; 1-Variable par MENU

(F4) STAT CALC 1VAR

* TI 8082 83 : CirList par STAT EDIT ; Seq par 2™ LIST OPS ; L, au clavier par 2™ ; For End par PRGM
CTL ; int par MATH NUM ; rand par MATH PRB ; Disp par PRGM I/O ; 1-Var Stats par STAT CALC.
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On note X la variable aléatoire qui, a chaque jeu, associe le gain (ou la perte).
Compléter le tableau :

X = -1 | 2 3 X~
Nb d'observations

Modifier le programme précédent pour faire une simulation de 1000 jeux.

X = -1 1 2 3 X~
Nb d'observations

Recherche de I'espérance de gain
Pour confirmer vos observations, rechercher la loi de probabilité de X.

Probabilités

Calculer E(X).

LA CHASSE AUX CANARDS

Trois chasseurs A, B, C, tirent simultanément sur trois
canards numérotés 1, 2, 3. Chaque chasseur choisit au
hasard, et indépendamment des autres, de viser un canard
et ne rate jamais son coup. On note X la variable aléatoire
qui, a toute chasse, associe le nombre de canards
survivants.

On désire déterminer la loi de X.

Simulation sans programmer

La simulation va permettre de se faire une premiére idée de cette loi, sans pour autant commettre une
hécatombe.

La simulation d'une chasse consiste & répéter sans programme 3 fois l'instruction 1 + Int(3Ran#) ou
1 + int(3rand) en appuyant sur EXE ou ENTER.

Effectuer ainsi 10 chasses ¢t consigner ci-dessous vos résultats.

Simulation 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

nO

Canards
abattus

Valeur de
X
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Statistiques sur 10 chasses :

Valeur de X 0 1 2

effectifs

Faire des statistiques sur 10 chasses, ce n'est pas trés significatif. Avant de concevoir un programme
permettant d'aller beaucoup plus loin, réfléchissons a une solution théorique.

Résolution théorique

A l'aide de l'arbre (incomplet) suivant, déterminer la loi de X.
Valeur de X :

1 2
_
3

2
\ 3
Choix du Choix du Choix du
chasseur A chasseur B Chasseur C
Loide X :
Valeur de X 0 1 2
Probabilité
Calculer E(X) et o(X) :
Programmation

On désigne par A, B, C les variables ou seront stockés les choix des chasseurs A, B, C :

1 + Int(3Ran#) - A puis 1+ Int(3Ran#) - B et 1 + Int(3Ran#) - C.

Il s'agit, selon les valeurs de A, B et C, de faire le tri et d'affecter la valeur correcte a X.
Pour ce faire, compléter I'organigramme suivant :
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Effectuer le programme suivant pour 100, puis 1000 chasses.

CASIO 691059990 (avec listes)

TI80-82-83-85

TI 92

ClrList -

Seq(1,1,0,2,1) — List 1
Seq(0,1,1,3,1) — List 2

For1 >1To 100 2
1 + Int(3Ran#) — A
1 + Int(3Ran#) > B

:ClrList L1 R L2
seqd,1,0,2, ) —> L,
seq(0,1,1,3,)>1L,
:For(1, 1, 100)
:1+int(3 rand) —> A
:1+int(3 rand) > B

:DelVarL1,L2
seq(i,i,0,2, 1) > L1
:seq(0,i,1,3,1)> 12
:Fori, 1, 100

:1+int(3 rand()) —» a
:1+int(3 rand()) > b

1 + Int(3Ran#) —» C :1+int(3 rand) —» C :1+int(3 rand()) —» ¢
IfA=B . IfA=B :If a="b Then
ThenIfB=C . ‘Then :Ifb=c Then
Then2 — X IfB=C 29X
Else 1 - X .1 ’;[h_";“x 3115153
IfEnd 1 Lo X
Else IfB=C :Else :EndIf
Then 1 — X . 1->X :Else
:End Ifb=c Then
Else fA=C Flse 1
: 1 ->x
Then 1 X IfB=C ‘Else
Else 0 - X .J :Then :Ifa=c Then
IfEnd 15X 1x
IfEnd J :Else ‘Else
IEnd HA=C 0 x
X+1->Xd ‘Then -EndIf
List2 [X]+1 — List 2 [X] ‘15X ‘EndIf
Next :Else :EndIf
List2 # 0->X x+1-ox
1-Variable List 1, List 2 :End L2[x] + 1 > L2[x]
:End :EndFor
:End ‘Disp L2
X+1-X ‘Pause
LX)+ 1> LX) :OneVarL1,L2
:End :ShowStat
:Disp L,
:Pause
:1-Var Stats L, N Lz
Consigner vos résultats dans le tableau suivant :
X=0 X= X=2 X
100 chasses
1000 chasses

Comparer a vos résultats théoriques.
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NOMBRE DE DEFAUTS

Une usine produit, grice a des machines M; , M, , M; des piéces qui ont :

pour la machine M; : le défaut a dans 5 % des cas ;

pour la machine M, : le défaut b dans 3 % des cas ;

pour la machine M; : le défaut ¢ dans 2 % des cas.

Une machine M fabrique un objet en assemblant une piéce provenant de M; , une piéce provenant de
M, et une piéce provenant de M; . Elle prend au hasard des pi¢ces dans trois stocks comprenant un
grand nombre de pi¢ces. Les différentes piéces sont tirées au hasard et indépendamment les unes des
autres.

On désigne par X la variable aléatoire qui, a chaque objet prélevé au hasard dans la production de M,
associe le nombre de ses défauts. On souhaite connaitre la loi de X.

1 1
N P \ D( V\ \
, |
NGO , NGO !

Int(Ran#+0.05) Int(Ran#+0.03) Int(Ran#+0.02

Simulation :

Il s'agit de lancer trois roulettes indépendantes qui
affichent s'il y a défaut ou pas (un peu comme une
machine & sous a trois roues), puis de compter les
défauts affichés.

CASIO (anciens modéles avee | CASIO 691059990 TI 80 -82 -83 -85 TI 92
mémoires indicées) (avec listes)
I1->1d ClrList J :ClrListL; , L, :DelVar L1, L2
1—>JJ Seq(f.1,0,3,1)—>List |:seq(I,1,0,3.)—1L, seq(i,1,0,3, 1) —>L1
Lbl 0 J 1. seq(0.1, 1,4, 1) > L, |:seq©.i.1,4,1)—>1L2
0—>Al] Seq(0,1,1,4,1)—List |:For(l, 1, 100) :Fori, 1,100
i :}1 - ‘(’r . 0 2. :int(rand+0.05)+int(rand+ | :int(rand( )+0.05)+int
v oto For 1 - 1To 100 0.03)+int(rand+0.02) — X | (rand( )+0.03) +int(rand(
Int(Ran#+0.05+Int(Ran#+0. | Int(Ran#+0.05)+Int(Ran# | X +1 > X )+0.02) — x
03)+Int(Ran# +0.02) - X 4 | +0.03)+Int(Ran# + 0.02) | LX) + 1 - Ly(X) X+1—->x
X+1-5X.Jd > X :End L2[x] + 1 — L2[x]
AlX]+1 > A[X] 4 X+1-5Xd :Disp L, :EndFor
I+1 514 List 2[X] + 1 — List 2[X] | ‘Pause :Disp L2
1100 = Goto 1 N :1-Var Stats L, , L, :Pause
1—>7Jd :OneVarL1,L2
Next ’
Lbl2 d Li : ) 4 :ShowStat
Al 4 ez ‘
T+1 57 1-Variable List 1, List 2
J<4=Goto2 A
"FIN"
Compléter le tableau :
X = 0 1 2 3 X~
Nb d'observations
Modifier le programme précédent pour faire une simulation de 1000 piéces.
X = 0 1 2 3 X~
Nb d'observations
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Résolution probabiliste du probléme :

On tire une picce M. Soit A I'événement "la picce M présente le défaut a", B I'événement "la picce M
présente le défaut b" et C "la piece M présente le défaut c".
Compléter, sur l'arbre ci-dessous, les probabilités.

k P(X=k)

A
) ] |
B < ~
clL_ | |
e
B
_ cl | ]
A
) ¢ ]
B < B
cl_ | |
En déduire laloi de X :
Valeur de X 0 1 2 3
Probabilité
Calculer E(X) :
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Description et compte-rendu de I'activité
"Variables aléatoires"

Arnaque 4 la foire :
1) On souhaite se faire d'abord une idée de I'espérance de gain par simulations.
Simulation de 1000 parties :

Lz 1-Uar Stats
{584 341 656 9% ¥=-.884

| =34
zx€=1270
Sx=1.124378138
ox=1.12388v813

+h=
2) Loi de X et espérance :
X = -1 1 2 3

Probabilités | 125/216~0,579 | 75/216~0,347 | 15/21620,069 | 1/216~0,005

E(X) = -17/216 ~ -0,079. Ces résultats correspondent aux simulations et confirment que le
jeu n'est pas équitable.

La chasse aux canards :

1) Il s'agit dans cette question de comprendre le principe de la simulation et de "vivre" les
aléas du hasard.

2) Résolution théorique :

Valeur de X 0 1 2
Probabilité 6/27~0,22 18/27 ~ 0,67 3/27~0,11
E(X) ~ 0,89 et o(X) ~ 0,57.
3) Simulation de 1000 chasses :
[FromCANARDS | 1-Var Stats
{217 &B2 1817 ¥=.884
Zx=884
zxE€=1886
Sx=.5521311881
ox=,3518558534
+h=18808
Nombre de défauts :
1) Simulations de 1000 piéces :
FramDEFRAUTS 1-Var Stats
{9@@ 97 3 ax ¥=.183
zx=183
x2=1A9
x=.3138383514
ox=. 313673397
+h=1880
2) Calculs probabilistes :
Valeur de X 0 1 2 3
Probabilité 0,90307 0,09389 0,00301 0,00003

E(X) = 0,10.
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C - ACTIVITES SUR EXCEL

ARNAQUE A LA FOIRE

Situation
Cette manipulation reprend la situation de l'activité |1| sur calculatrice ou I'on mise 1 £ sur un
numéro et ou I'on perd sa mise ou on la récupére augmentée de 1 £, 2£, 3£ suivant que ce
numéro sort 0, 1, 2 ou 3 fois en langant 3 dés ( cf. page 64) .
Simulation en direct de parties successives (jusqu'a 1000) ol le manipulateur peut jouer lui-
méme ou faire jouer I'ordinateur a sa place.
Calcul des gains cumulés et du gain moyen sur l'ensemble des parties.

Objectif
Comparer le gain moyen du jeu avec l'espérance mathématique.

Mode d’emploi et déroulement du programme
= Vous misez vous-méme :
Cliquez sur le bouton portant le numéro choisi
La mise [@) barrée d'une X apparait au dessus du numéro choisi
L'ordinateur simule un lancer
- Si vous avez perdu, la mise [@} apparait en perte
- Si vous avez gagné, la mise {@] apparait en gain augmentée de (@] , [ ou
= L'ordinateur mise pour vous :
Choisissez un nombre de parties a jouer (de 1 & 1000 ) dans la zone de liste en cliquant sur e
Cliquez sur le bouton |MISER ET JOUER]
L'ordinateur simule le nombre voulu de lancers, les pertes et gains s'affichent comme
précédemment
= 2 graphiques permettent de suivre en direct I'évolution du gain moyen ( courbe noire ) par rapport a
l'espérance mathématique ( droite bleue ) en fonction du nombre de parties jouées, l'un gradué de -1 &
1, l'autre gradué de -0,2 4 0.

= Pour redémarrer une nouvelle session, cliquer sur le bouton

Suggestions
1° Faire ¢tudier la variable aléatoire qui a chaque lancer associe le gain et calculer I'espérance
mathématique.
2° Continuer le cours pendant le déroulement de 1’expérience.

Remarque technique
Les tirages de chaque dé sont obtenus par la formule ENT(1+6*ALEA()) qui génére aléatoirement un
entier entre 1 et 6.



SIMULATION

74

NOLLVINWIS IT13ANON

%LE'06

%088

Inejop sues

%696

%02°CL

xnanjoaeq

senbLioay |

so|ejuawadxy

saouanbal4

SATAILTNN SLAVAId V STOAId

%0

- %01

- %0¢

- %0¢€

- %0

- %0S

- %09

- %0.

- %08

- %06

- %001

NOILLVINIIS



VARIABLES ALEATOIRES 75

PIECES A DEFAUTS MULTIPLES

Situation :

Cette manipulation reprend la situation de I'activité 3| sur calculatrice oil des montages sont constitués
de 3 composants a , b, ¢ ayant des probabilités données d'étre défectueux ( cf. p 68) .

Simulation globale d'une population de1000 montages.

Objectif :
Comparer la fréquence expérimentale de montages défectueux dans une population del1000 montages
avec la probabilité pour qu'un montage soit défectueux.

Description :
= Les composants sont représentés dans la colonne de gauche par des rectangles rouges s'ils
sont défectueux, verts dans le cas contraire.
= Les montages sont représentés par des rectangles dans la 2° colonne. Chaque montage
résulte de l'assemblage des composants a , b , ¢ situés sur la méme ligne. Un montage est donc
défectueux (rouge) deés qu'un composant est défectueux, sinon il n'a pas de défaut (vert ).
= On peut voir la totalit¢ de la population en se déplagant au moyen de l'ascenseur vertical.
= Affichage et représentation graphique en rectangles superposés des fréquences
expérimentales de composants avec et sans défaut.
= Affichage et représentation graphique en rectangles superposés des fréquences théoriques
de composants avec et sans défaut ( probabilités que I'on pourra demander aux éléves de
calculer ).

Mode d'emploi et déroulement du programme:
= Entrer les probabilités d'apparition des 3 défauts dans les 3 cellules en haut a gauche ( taper
seulement la valeur sans le % puis Entrée au clavier ).
= Apreés chaque saisie une nouvelle population est simulée et les fréquences théoriques et
expérimentales sont recalculées.
= Une nouvelle population peut étre simulée sans changer les probabilités d'apparition des
défauts en cliquant sur le bouton NOUVELLE SIMULATION] .

Remarques techniques :

- Les composants a, défectueux ou non, sont simulés par la formule : =ALEA()+B$3<1 , ou la
cellule B$3 contient la probabilité p, que a soit défectueux, qui génére FAUX avec une probabilité p,
(composant défectueux) ou VRAI avec une probabilité 1- p,

(c'est la gestion des formats qui permet l'affichage de rectangles rouges ou verts au lieu FAUX ou
VRAI).

- Les montages, défectueux ou non, sont simulés par la formule : =B5*D5*F5=1 , ou les cellules B3,
D5, F5 contiennent les composants a, b, ¢ qui génére FAUX dés que B3, D5 ou F3 est FAUX (montage
défectueux) ou VRAI dans le cas contraire sachant que FAUX = 0 et VRAI = 1 (c'est la gestion des
formats qui permet l'affichage de rectangles rouges ou verts au lieu de FAUX ou VRALI).
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"Il ny a rien d'étonnant a ce que l'expérience ne puisse nous
Journir la valeur rigoureuse d'une probabilité; il en est de méme
lorsqu'on cherche a mesurer n'importe quelle grandeur physique;
dans un cas comme dans l'autre, le nombre de décimales exactes
peut augmenter avec le nombre d'observations."

Emile BOREL - 1938.

A - OBJECTIFS

On souhaite illustrer certains domaines d'intervention de la loi binomiale en mettant en valeur l'aspect
expérimental.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE page 78

Niveau Certaines terminales. BTS 1°° année.
Situation dans la Aprés le cours sur la loi binomiale.
progression
Durée 2 heures, a terminer 4 la maison.
Nature des activités La planche de Galton, si elle n'est pas déja connue des éléves, est une
illustration concréte et spectaculaire de distribution binomiale avec
p =0,5.

Le nombre de pannes d'une machine est a la base de nombreuses
utilisations industrielles (illustration du cas général p # 0,5).

La situation, plus originale, du bruit de fond dans la transmission de
messages est inspirée de Engel (réf. [3]). Ce type de situation conduit a de
nombreuses applications récentes des probabilités.

C - ACTIVITES SUR EXCEL page 86

Lot binomiale.
Planche de Galton.
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~ SIMULATION DE LOIS BINOMIALES

ETUDE DE LA PLANCHE DE GALTON
Histogramme symétrique

Considérons une planche de Galton ou chaque bille
rencontre 6 plots.

Chaque bille suit un trajet aléatoire, pour aboutir
dans I'un des godets situé en bas. A chaque plot
rencontré, la probabilité, pour la bille, d'aller a
droite ou a gauche est de 1/2.

Francis GALTON (1822/1911) est un scientifique anglais,
cousin de Charles DARWIN. S'intéressant essentiellement a la
biologie et a lanthropologie, il fut aussi un pionnier en

statistique.
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[1] Simulation

Supposons qu'aller a droite correspond au tirage du chiffre 1, et qu'aller a gauche correspond au chiffre
0 (avec une chance sur deux dans chaque cas).
Pourquoi ceci peut-il étre simul¢ par l'instruction : Int(Ran# + 0.5) ou int(rand + 0.5) ?

Pour savoir dans quelle case arrive la bille, il suffit de compter les points
Casen®4=.... points.
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Entrez dans votre calculatrice le programme suivant (la partie sous la ligne pointillée concerne le tracé
d’un histogramme et est facultative).

Commentaires CASIO CASIO 6910% TI 80 82 83 TI 92
(anciens modéles avec 89307 9930 9940
mémoires indicées) 999()
I compteur des 1—-14 ClrList ! :ClrList L, . L» DelVar L1, L2
lancers 074 Seq(I,1,0,6,1) — List | :seq(LL0,6.1) = L, | :seq(i,i,0.6,1) - L1
Initialisation des Lbl O 14 '5eq(0.1.1.7,1) > L, |:seq(0.,i.1.7.1) — L2
compteurs de billes | _, A[y] Seq(0.1.1.7.1) — ‘For(1.1,100) ‘Fori,1,100
de chaque case: A[J] | 1411 5 List 2 J 08 0 —>s
J<6=Goto0.d |Forl—>1To100 . |:For(K.1.6) ‘Fork,1.6
Lbl 1 0-S . dint(rand+0.5) + S — | :int(rand( )+0.5) + s
1-K.J For1 > KTo6 J S —>S
0—>S Int (Ran# + 0.5) + S :End :EndFor
Lbl 2 1 S S+1-7 Ss+1->]
:End :EndFo
Trajet dune bille | S S+l .Dlils L Dis L
K+1 5K J List 207} + 1 - List | DiSP 12 o e
K<6=Goto2 . |2[J] o . L XTI
AIS|+ 1 A[S] J | Next :Plotl(Histogram.L,, | -7 - xmax
) Ly 1 — xscl
+1 14 \JASE2 ) ) : X
. ) .PthSOﬂl ) — ymin
100 lancers de billes. | 1 < 100 = Goto 1 1 | S-WindMan . ) . VY
. . ; 0 — Xmin ‘50 —» vmax
07 ViewWindow 0.7.1, |’ ] -~ S
7 — Xmax 10 = vscl
Lbl3 0,50,10 . 1 - Xscl Plot o}
Affichage. 0 — Hstart .J ‘ : ~+otsbn
Al 4 Sta :0 — Ymin “NewPlot 1,4,.L1,L2
J+157J4 I — pitch . )
50 - Ymax . |
J<6= Golo3.1 | S-Gphl Drawon. |~ UM
" " 1 . i . i 2~ T
FIN Hist List1,List2 Blue DispGraph

|

DrawStat

Programme non disponible sur TI 81.

= Pour obtenir certaines instructions :
e CASIO 6910 — 9990 : ClrList par PRGM CLR List ; Seq par OPTN LIST ; List par OPTN LIST ; Int par
OPTN NUM : Ran# par OPTN PROB ; S-Wind Man par SHIFT SET UP S-WIN ; Hstart et pitch par VARS
STAT GRPH ; S-Graph1 par F4(MENU) Stat GRPH GPH1 ; Draw On par DRAW ON : Hist par GRPH :
Blue sur 9940 par STAT COLR ; DrawStat par PRGM DISP Stat.
e T180 82 83 : ClrList par STAT EDIT : Seq par 2™ LIST OPS ; L, au clavier par 2" ; For End par PRGM
CTL ; int par MATH NUM : rand par MATH PRB ; Disp par PRGM V/O ; Plot 1(Histogram,L1,L.2) par 2™
STAT PLOT PLOTS puis TYPE ; Xmin par VARS Window... ; PlotsOn par 2™ STAT PLOT PLOTS ;
Dispgraph par PRGM 1/O.

% Particularités sur certains modéles :
CASIO 6910 et 8930 : Les instructions 0 — Hstart . et 1 — pitch ! sont & supprimer.

= Pour 100 billes, indiquer les pourcentages de billes pour chaque case :

cases 0 1 2 3 4 5 6
% de billes
Pour 1000 billes (durée : 2 mn 30 sur CASIO 9990 ; 6 mn 30 sur TI 83):
cases 0 1 2 3 4 5 6
% de billes
Moyenne des pourcentages obtenus dans la classe :
cases 0 1 2 3 4 5 6
% de billes
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Calculs probabilistes

04 a) Soit X la variable aléatoire qui, a chaque bille lancée, associe le
T nombre de déviations a droite. Quelle est la loi de X (justifier) ?

b) Par le calcul, compléter le tableau ci-dessous, et comparer avec les résultats des simulations.

k 0 1

2

3

4 5 6

P(X = k)

PANNES DE MACHINES
Histogramme non symétrique

i

Simulation

Un atelier contient 10 machines identiques. On admet que la probabilité
qu’'une machine soit en panne est 0,124 et que les machines fonctionnent
de manicre indépendante. On appelle X la variable aléatoire qui, a chaque
Jour, associe le nombre de machines en panne.

On souhaite ¢tudier la loi de X.

Montrer que I'instruction Int(Ran# + 0.124) peut simuler la panne d’une machine, un jour donné :

Le programme ci-dessous simule 100 réalisations de la variable X puis trace leur histogramme.

CASIO 6910 8930 9930 9940 9990 TI 80 82 83 TI 92
ClrList J «ClrList L,,L, ‘DelVar L1,L2
Seq(I.1,0,10,1) — List 1 5eq(L10,10.1) - L, :seq(i,i,0,10,1) - L1
Seq(0,1.1,11,1) — List 2 .J 5eq(0.LLIL1) > L, :seq(0.1,1,11,1) > L2
For 1 — 1 To 100 .J ;g‘i“&m”) ‘For i,1,100
0—>Sd For(K,1,10) 0—>s
For 1 > K To 10 .1 int(rand +.124)+ § - S -Fork,1,10
Int(Ran# + .124) + S — S Fnd int(rand( ) +.124) +s > s
Next S+l 7 :EndFor
S+1->J. Lo(D) + 1 = Lo(J) st >
List 2 [J] +1 —> List 2 [J] .J End L2[j] + 1 - L2j]

Next Disp L, :Endfor

. Pause . Disp L2
List2 /4 ‘Plot1(Histogram,L,,L,) ) .
S-WindMan . PlotsOn 1 :0 — xmin
ViewWindow 0,11.1,0.60.10 1 0 — Xmin 11 — xmax
0 — Hstart . 11 — Xmax 1 — xscl
1 — Hpitch .J 1 — Xscl :0 — ymin
S-Graphl DrawOn,Hist, List1, 0 — Ymin :60 —> ymax
List2,Blue J 60 — Ymax 110 — yscl
DrawStat 10— Yscl PlotsOn

‘DispGraph ‘NewPlot 1,4.L1.12..1

Effectuer 3 simulations de 100 réalisations de X :

Nb de 0 1 2
pannes

3 4 5

7 8 9 10

Effectif
Simul 1

Effectif
Simul 2

Effectif
Simul 3
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Etude probabiliste

1) Justifier que X suit une loi binomiale, en donner les paramétres :

2) Compléter le tableau suivant, & comparer avec les résultats des simulations.

k 0 1 2 3 4 5 6

P(X = k)

3) Quelle est la probabilité que, sur ces 10 machines, il y en ait au moins 2 en panne ?

TRANSMISSION D'UN SIGNAL

La transmission d’un signal binaire x € {0,1} se fait selon le schéma suivant :
le signal x est transmis en x avec une probabilité p et en 1 — x avec une
probabilité 1 - p.

I-p Ix

Le "bruit de fond" qui perturbe la transmission a des origines diverses : orages, parasites, brouillage ...
L’agent JB 007 doit transmettre un message important résumé par 1"unique signal 1. Pour le protéger
du bruit de fond, il transmet indépendamment 5 fois le signal 1 et on décide que si le message regu
contient plus de 1 que de 0, il est lu 1. 11 s’agit d’étudier la fiabilité¢ de cette procédure, selon les
valeurs de p.

Simulation

La simulation d’une transmission consiste & répéter 5 fois I’instruction Int(Ran# + P).

Quand doit-on considérer que le message est bien transmis ? ...
Le programme suivant, aprés introduction de la valeur de p, simule 100 transmissions et affiche le
nombre de messages correctement transmis.

CASIO 6910 8930 9930 9940 9990 TI 80 82 83 TI 92
ClrList :ClrList L, :DelVar L1
Seq(0,1,1,6,1 — List 1 J :5eq(0,1,1,6,1) - L, :seq(0,i,1,6,1) > L1
?7->Pd Input P :Input p
For 1 - 1To 100 . :For(1,1,100) :For i,1,100
0->8S. 0->8 0—>s
Forl 5K To5 . :For(K,1,5) :Fork,1,5
Int(Ran# +P)+S —> S iintrand + P)+S — S :int(rand() +p) +s — s
Next . ‘End :EndFor
List 1[J] + 1 - List 1[J] $+1-7 s+1oj
Next I L)+ 1> L,QJ) L1[j] + 1 > L1[j]
List 1[4] + List 1[5] + List 1[6] ‘End ‘Endfor

Disp Li(4) + Ly(5) + L(6) ‘Disp L1[4] + L1{5] + L1[6]

Compléter le tableau suivant, en effectuant 9 simulations de 100 transmissions.

Valeur de p 0,7

0.7 0.7 038

0,8

0,8 0,9 0,9 0,9

Nb de messages
bien transmis
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Calcul théorique
On désigne par X la variable aléatoire qui, 4 chaque transmission choisie au hasard, associe le nombre
de 1. Montrer que X suit la loi & (5 ; p).

En déduire la probabilité que le message regu soit interprété comme valant 1 lorsque p = 0,7 puis
p =08 ¢t p=0,9. Comparer avec les simulations.
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Description et compte-rendu de 'activité

"Loi binomiale"

Etude de la planche de Galton
1) Simulation :
Exemples de simulations sur 100 billes :

1 Fiv | F3 4 FEw | F&™ JF7 1 5 I’ ]
valZoom[Trace!ReGr‘apthathDrawlv f? l l mLocm race[F’eBraph t‘abh}ﬂr*awlv %ﬁ I ’

1

FIRIN RAD AFFROR TN 0% TR
Wm
viﬂrzrozgm Trfgc,elReBF;aphIHgstThlnr*ﬁ;w - (—"9 i

2. 3.

4. 2.}

: 9. 2.3

{1, %, 26, 27 18, 15, 4.7
{4. &, 3@, 38. (7. 3. oz

{2. 11. 19, 33, z2. 11. 2.2
MAIN RAD_AFFROY FUNC HAIN RAD AFFEDR FUNC 20,730

Sur 1000 billes :
r“""“]’— T “T Fa ‘{F T ‘] T
vf-—le:xon TraceRebraphiath DP;u - f “$ ]Pr*gmm 't gl 1
£15. 84. 233. 316, 234, 1@0. 18.3

{ii.  1e4. 233, 314, 228, 92, 20.)
{17. 185, 219, 324, 250. 87. 18.3

L

MAIN RAD nP?KE}? FU-NE MAIN RAD RFPROY FUNC 0730
Remarque : voir la simulation de la planche de Galton sur Excel.

2) Calculs probabilistes :

On a la répétition de 6 épreuves aléatoires indépendantes avec deux issues possibles de
probabilité %2 ol X associe le nombre de succés. La variable aléatoire X suit donc la loi
binomiale # (6 ; 0,5) :

k 0 1 2 3 4 5 6
P(X=k) = 0,016 0,094 0,234 0,313 0,234 0,094 0,016

Pannes de machines
1) Simulations :
Images d'écran pour 100 réalisations de X

Fr-3mE IMOMPAM [
w22 36 33 8 1 8. [
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R A T T e A SEN N GA SO G
i 5% £ g ’*T{ ;7: Tt:s S PramI0fiisess o, ] v a Zm;n Trace[ReGraph Maf:h Dr.;w -
« 45. 23. 7. 7. 0. 0. 0. 0.
36. 22, 1. 1. 0 @a. 8. 0,
43. 22. 11. 1. @ . 8. 0
34. 29. 14, 1 o] a. 9. B8,
MAIN RAD AFFRON FUNC 18730 MaIN RAD AFPFROR FFNC

2) La variable aléatoire X suit la loi % (10 ; 0,124) dont la répartition théorique est :

2) Calcul théorique :

k 0 1 2 3 4 5 6
P(X =k)~ 0,266 0377 0,240 0,091 0,022 0,004 0,0004
Transmission d'un signal
1) Simulations :
Transmissions correctes, sur 100 effectuées, selon la valeur de p
[PramBINOMSIG e
? . '|'.-‘ ) L 3ig v PramI0fr fsess .
82| [ i
Done| |o.s 80.
>
? u 8 36. .8
a3 8.9 92.
Done 160, %
HMAIN KAD_AFFRY
96.
FRIN RAD_APPROR FUNE 26730

OnaP(X2>3)=P(X=5)+P(X =4) + P(X = 3) = p° + 5p*(1-p) + 10p°(1-p)>
Les probabilités théoriques d'une transmission correcte sont donc :

P

0,7

0.8 0,9

PX=23)~

0,837

0,942 0,991
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C - ACTIVITES SUR EXCEL

LOI BINOMIALE

Situation :

Simulation en direct de tirages formés par les résultats de n épreuves de Bernoulli indépendantes ou
la probabilité de succes est p.

Les succes sont matérialisés par des visages souriants, les échecs, par des visages tristes.

A chaque tirage, on associe le nombre de succés.

Objectif :
Comparer numériquement et graphiquement les fréquences expérimentales de chaque nombre de
succeés avec la loi de probabilit¢ #(n,p ).

Mode d'emploi :
= Les paramétres n et p peuvent étre changés en cliquant sur le bouton [Z] ( p peut étre saisi
sous forme décimale, de fraction ou de pourcentage et n ne doit pas dépasser 19 pour des
raisons d’affichage).
= L’¢preuve peut étre répétée indéfiniment au moyen de boutons déclenchant des séries de [1,
51, [0],.... lancers cumulées a partir du début de la manipulation.

Déroulement du programme :
= Aspect probabiliste :
Affichage des valeurs de la loi de probabilité d’une variable binomiale de paramétres n et p et
diagramme en batons (fréquences théoriques en jaune).
= Aspect expérimental
Aprés chaque tirage, calcul des effectifs et des fréquences de chaque nombre de succés depuis
le début de la manipulation et diagramme en batons sur le méme graphique que les
probabilités (fréquences expérimentales en bleu).
= Confrontation des deux aspects :
Le hasard agissant en direct, on pourra suivre visuellement I'évolution des fréquences
expérimentales par rapport aux probabilités sur le tableau et sur le graphique.

Suggestions :

1° Le professeur peut continuer son cours pendant le déroulement de 1”expérience.

2° Pile ou face : on peut simuler des lancers de 1, 2, ..., 19 piéces avec p = % si les picces sont
équilibrées ou d’autres valeurs dans le cas contraire.

Remarques techniques :

1° Chaque tirage de Bernoulli est simulé par la formule =1*(ALEA()<p) qui génére 1 ou 0 suivant
que le nombre aléatoire est inférieur ou supérieur a p. C’est la gestion des formats de cellules qui
permet d’afficher des visages plus ludiques qu’une série de 1 et de 0.

2° L’ordonnée maximale étant 50%, certaines expériences avec n petit, ou p proche de 0 ou 1, peuvent
donner lieu a des affichages graphiques incomplets ainsi que les premiers affichages en début de
manipulation.
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PLANCHE DE GALTON

Nota bene :

La planche de Galton intervient dans deux chapitres (Ch 8 - Loi binomiale - et Ch 10 - Loi normale -).
C'est le méme programme qui intervient dans les deux chapitres : des cases & cocher permettent de
choisir si on veut l'utiliser pour approcher une loi binomiale ou une loi normale. { ¢f pasc 109

Présentation :
La planche de Galton est une planche verticale sur laquelle sont plantées n lignes de clous disposés en
quinconce avec 1 clou sur la 1% ligne, 2 sur la 2°™,.., n sur la n®™. Des billes sont lachées unc & une
a partir du sommet.
A chaque clou rencontré, la bille a :

une probabilit¢ p =Y de passer a droite (succes)

une probabilité 1- p = 2 de passer a gauche (échec).
Sous la planche les billes tombent dans n+1 compartiments (numérotés de 0 & n de gauche a droite)
dans lesquels elles s’empilent. Simulation en direct de la chute des billes.
Soit X' la variable aléatoire qui a chaque bille associe le numéro du compartiment atteint.
L’ événement ( X =k ) est réalisé quand la bille passe k fois a droite ( k succes).
Laloide X est&(n, 2).
Ici n =14 lignes de clous.
L ordinateur nous donne I’occasion de réactualiser ce procédé qui n’a rien perdu de son intérét
pédagogique : outre I'intervention de la loi binomiale, le dénombrement des chemins sur la planche
permet de retrouver le triangle de Pascal. ¢ ¢f. page 46}

Objectif :
Comparer graphiquement les piles de billes tombées dans les compartiments avec les piles théoriques
calculées avec la loi de probabilité de #(n, 2 ) .

Mode d’emploi et déroulement du programme :
= 4 options permettent entre les séries de lachers de :
- cocher le son si vous voulez agrémenter I’expérience en entendant le bruit des billes tombant
sur les clous!
- régler la vitesse de chute des billes en déplagant le curseur vers + pour accélérer, vers - pour
ralentir
- faire apparaitre la courbe de densité de la loi normale (case non cochée dans ce chapitre)
- faire apparaitre le diagramme en batons de la loi binomiale (case cochée dans ce chapitre)
= Déclencher des séries de lachers de billes (cumulées depuis le début) ;
- choisir le nombre lachers (de 10 a 350) dans la zone de liste en cliquant sur
- cliquer sur le bouton [A]
= Redémarrer une session en cliquant sur le bouton
= Le graphique représente:
- les effectifs expérimentaux de billes tombées dans chaque compartiment (rectangles rouges)
- les effectifs théoriques de billes tombées dans chaque compartiment (rectangles verts)
obtenus en multipliant le nombre total de billes tombées parles P(X =k )de &( 14, %)

Remarques techniques :

1° Les billes semblent s’¢craser dans les compartiments : on pourra toujours dire aux éléves que les
billes sont en réalité des jetons qui s’empilent a plat!

2° La session s'arréte automatiquement lorsque le graphique est plein
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3°Extrait de la macro-commande ( Langage Excel 4 ) gérant le déplacement des billes dans les cellules
a l'aide d’une boucle.

=18

=POUR("i":3:16)
=FORMULE("";"1"&i&"c" &j)
J=HED ENT@*ALEAQ)
=FORMULE("[";"l"&i+1&"c"&j)
=SUIVANT()

J est la variable contenant le numéro de colonne: elle gére les déplacements horizontaux (colonne 18 au départ).
1 est la variable contenant le numéro de ligne: elle gere la chute de la bille de la ligne 3 a la lignel6.
=FORMULE("";"1"&i&"c"&j) efface la bille d une position donnée en déposant une chaine vide "" dans la
cellule d’adresse i, j .

2*ALEA() génére un nombre aléatoire > 0 et <2

ENT(2*ALEA()) prend la valeur 0 ou 1 avec une probabilité de Y.

(-1Y"ENT(2*ALEA()) prend la valeur 1 ou -1 avec une probabilité de V2.

J est donc augment¢ de 1 ou diminué de 1 avec une probabilité de V5.

=FORMULE("";"I"&i+1&"c"&j) place la bille dans sa nouvelle position en déposant le caractére "1"

(un disque plein en police Wingdings ) dans la cellule d’adresse i+1 , j nouveau.
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A - OBJECTIFS

"Cette science s'intéresse a ce qui est formalisable et quantifiable
dans l'aléatoire, elle s'oppose a ce qu'on appelle communément
l'incertitude ou le dieu Chaos des premiers Grecs qui représente
Justement ce que l'on ne peut organiser.”

D. DACUNHA CASTELLE - Chemins de I'aléatoire — 1997.

Yoi de Soésscr

* Expérimenter la loi de Poisson dans un cadre naturel (processus de Poisson) ou celle-ci n'est pas
simplement, comme c'est trop souvent le cas, réduite au role d'approximation d'une loi binomiale.
* Ressentir I'imprévisibilité du hasard et la puissance d'organisation du modéle probabiliste.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE

Niveau BTS 1°° année.
Situation dans la Apres le cours sur la loi de Poisson.
progression
Durée Environ 1h.

Nature des activités

On souhaite simuler un historique de pannes de machines suffisamment
important pour en déceler la loi. On présente ainsi I'aspect modélisation
des probabilités, en recherchant parmi les lois de Poisson du formulaire
celle qui s'adaptera le mieux a l'historique statistique.

2
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LOI DE POISSON
Nombre de pannes sur une période donnée

Une entreprise posséde un parc important de machines identiques et fonctionnant de fagon
indépendante. Elle souhaite ¢tudier les pannes de ces machines de fagon a établir un plan de
maintenance.

Simulation des temps de bon fonctionnement :

On choisit une machine au hasard. On suppose que les arrivées des pannes sont indépendantes les unes
des autres et que la machine est réparée instantanément. On a relevé les résultats suivants :

Temps de bon Temps cumulés Schéma
fonctionnement (années)
0,08 0,08
L17 .25 008 L7 060 L34
0.60 1.85 ; '[ ; - I ; g améis
1,54 3.39 0 1 2

Cette machine a donc connu 3 pannes durant la période de 2 ans suivant sa premiére mise en marche.
Suite a un historique statistique, il est apparu que l'instruction L(- In Ran#) + Zﬂ simulait
convenablement le temps de bon fonctionnement (en années) d'une de ces machines choisie au hasard.

En répétant (en mode de calcul) cette instruction, simuler les pannes d'une de ces machines sur une
période de 2 ans suivant sa premiére mise en marche.

Temps de bon Temps cumulés Schéma
fonctionnement (années)
| | | | | | >
| i I 1 I I années
0 1 2

Simulation, pour 100 machines, du nombre de pannes les deux premiéres
années :

Supposons que les deux premiers temps de bon fonctionnement soient donnés par Y Inret

--é—gln r' . Les deux premicres pannes se produiront donc durant les deux premiéres années si
¥
1

1 .
Y Inr Y Inr' <2 . Montrer que cette condition équivauta rxr' >¢”
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Le programme ci-dessous simule, pour 100 machines, le nombre de machines ayant eu k pannes sur la
période de 2 ans suivant leur mise en service, pour k allant de 0 a 11.

Commentaires

CASIO (anciens modéles avec
mémoires indicées)

CASIO 691059990
(avec listes)

T.I 82 -83-85-92%

I compteur des machines
étudiées.

Z[J] mémoires contenant
le nombre de machines
ayant eu J pannes sur les 2
ans.

Module simulant le nb de

pannes de la machine 1.

N compteur du nombre de
pannes pour la machine L

attention : exponentielle.

Affichage du nombre de
machines ayant eu J
pannes pendant les 2 ans.

(en mode calcul, faire defm 11
pour ajouter des mémoires)
1->14

0->Jd

Lbl O J

0 — Z[J]

J+1->7J4

J<11= Goto 0
Lbll 4

1->Pd

-1 >NJ

Lbl2 4
N+1—>NJ
PRan# > P J
P>e-5= Goto2 J
N>11=Goto 3 J
ZIN]+1—>Z[N] J
Lbl3 o
I+1-514
1100 = Goto 1
01,

Lbl4:Z[]] 4
J+1 74
J<11 = Goto 4 : "FIN"

Seq(0,J,1,12,1) —» List 1.1
For1 —>1To 100 4
1->PJd

0->NJ

While P>e¢-5
N+1—->Nd

PRan# > P J

WhileEnd

N <12 = List 1[N]+1 —»
List 1[N}

Next J

List 1

:ClrList L,
:5¢q(0,J,1,12,1) - L,
:For (1,1,100)

1->P

0 >N

:While P > e(-5)
N+1—->N
:Pxrand > P
:End
HN<12
:Ll(N) +1—> L](N)
:End
:Disp L,

(EndWhile)

(Endfor)

Programme non disponible sur TI 80 et TI 81.
= Pour obtenir certaines instructions :

e CASIO 6910 — 9990 : ClrList par PRGM CLR List ; Seq par OPTN LIST ; List par OPTN LIST ; For To
Next While WhileEnd par PRGM COM ; > par PRGM REL ; Int par OPTN NUM ; Ran# par OPTN PROB ;

/ par PRGM.

» TI 80 82 83 : ClrList par STAT EDIT ; Seq par 2™ LIST OPS ; L, au clavier par 2™ ; For End While par
PRGM CTL ; > par 2" TEST ; int par MATH NUM ; rand par MATH PRB ; Disp par PRGM 1/0.

% Particularités sur certains modéles :
o TI 92 : Remplacer ClrList par DelVar et L; par L1 ; syntaxe For 1,100 puis rand() ; préciser EndWhile et
Endfor ; noter le terme de rang N sous la forme L1[N].

Compléter le tableau suivant en indiquant, sur 100 machines, le nombre de machines ayant eu k

pannes :

k 0 1

2 3 4 5

6 7 8

9 10 11

effectif

Compléter le tableau suivant en indiquant, sur 1000 machines (modifier la boucle sur D), le nombre de
machines ayant eu k pannes (attention environ 4mn30 sur CASIO 9990) :

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
fréq. Yo
Pour une meilleure estimation, effectuer la moyenne des résultats obtenus dans la classe.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
fréq. %
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Recherche d'un modé¢le probabiliste :
Soit X la variable aléatoire associant, a chaque machine choisie au hasard, le nombre de pannes de
cette machine durant la période [0 ; 2] (en années).

RECHERCHES ~ Rechercher, a laide du formulaire, une loi de Poisson

. hihe convenant, selon les données statistiques, a la variable
PROBABILITE DES JUGEMENTS galéatoire X,

EN MATIERE CRIMINELLE

ET EN MATIRRE CIVILE, On peut supposer que X suit la loi de Poisson de paramétre
— A= .

DES REGLES GENERALES DU CALCUL DES PRONABILITES:

Pis 5.-D. POISSON,

Exploitation du modéle pour des prévisions :

En considérant que X suit la loi de Poisson précédente, déterminer, pour chaque machine :

a) la probabilit¢ qu'elle tombe en panne au moins 3 fois sur une durée de 2 ans suivant sa mise en

SEIVICE. ..ottt ettt
b) le nombre maximum de pannes, pour une période de 2 ans suivant sa mise en service, avec une
probabilité d'au moins 0,95.
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Description et compte-rendu de l'activité

"Loi de Poisson"

Chaque éleve simule, pour une machine, le nombre de pannes sur une durée de 2
années. Si les résultats sont généralement compris entre 3 et 8 pannes, ils semblent
totalement imprévisibles. Cette premiére étape est importante pour "ressentir" I'effet du
hasard sur l'arrivée des pannes.

Chaque éléve simule I'étude de 100 ou 1000 machines, puis on met en commun les
résultats.

Exemple de simulation pour 1000 machines :

» i b v S b
[ O h1sebralcatclotherPrantolclcar az.. | v a1 cebralcatc ot her Proniofclear a-z..
= poisson() Donel ® poisson() Done
"1y .11
9. 36, 79, 132, 174. 194. 147) €194, 147, 103, 61, 32. 21. S.3
MAIN RAD APPROK FLUNC 2730 MAIM RAD RFFROR FUNC 2730

En cherchant un modéle de Poisson dans le formulaire, on constate que la loi de Poisson
& (5) convient plutot bien :

nb de pannes 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M1
fréquences % 0,7 34 84 140 176 176 146 104 65 36 18 0,8

L'interét est que I'on peut alors faire des prévisions d'aprés la loi & (5) et également

reconsidérer, rétrospectivement, les résuitats de la premiére simulation ( ) qui semblaient
si désordonnés.
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"De fagon apparemment paradoxale, 'accumulation d'événements

au hasard aboutit a une répartition parfaitement prévisible des

résultats possibles. Le hasard n'est capricieux qu'au coup par
coup.”

"Le Trésor" sous la direction de M. SERRES et N. FAROUKI,

article loi des grands nombres.

Yoi novwmnale

A - OBJECTIFS

o Simuler des distributions normales de sorte a confronter expériences statistiques et manipulations
théoriques de la loi normale. La simulation permettra le cas échéant de suppléer a la difficulté du
calcul analytique.

o Illustrer de fagon concréte I'intérét de I'utilisation de la loi normale comme approximation, soit d'une
lot binomiale, soit d'une somme de variables aléatoires indépendantes de méme loi (théoréme central-
limite).

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE page 98

Niveau BTS toutes spécialités.
Situation dans la Apr¢s le cours sur la loi normale et ses techniques de calcul.
progression
Durée Activité 1 : non testée.

Activité 2 : 2 heures.

Nature des activités

Activité 1 : IExpérimentation du théoréme limite centrall

Cette activité explique I'omniprésence de la loi normale dans les
phénomenes aléatoires en expérimentant le théoréme limite central.

Activité 2 : |Quand les sondages se trompen{]

On montre I'intérét concret de I'approximation normale de la loi
binomiale (temps de calcul).

On met en évidence, par leurs simulations, les limites des sondages
d'opinion, relativisant ainsi la confiance que I'on doit leur accorder
(contribution a la formation du citoyen ?). Les résultats obtenus sont en
effet parfois surprenants. Lorsque c'est possible, on confronte expérience
par simulation et calcul théorique. Lorsque le calcul théorique s'avére trop
compliqué, seule la simulation donne une idée de la réponse.

C - ACTIVITES SUR EXCEL page 106

e Loi normale.
e Planche de Galton : visualisation concréte de l'approximation normale.
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SIMULATION

| ',Expéfim,;éntation du théoréme limite central

Lorsqu'en 1809, Gauss étudia la distribution des erreurs d'observation d'une
orbite d'objet céleste, il mit en évidence la célebre "courbe en cloche". Pourquoi,
avec une expression analytique paradoxalement compliquée, cette distribution
est-elle si répandue, au point d'étre qualifiée de "normale" ?
La réponse des mathématiciens a cette question est le théoréme limite central :

VAVAVAAA AN A ; ~ y o
AN NN N NN NN NN NN NN NI NN NN NN NN NN RIS

% La somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi suit g

;g approximativement, pour n assez grand, une loi normale.

N N A A A A A A A A AT AT AT AVAVATA
AVAVAVAVAVAVAVS

NN

Une expérimentation du théoréme limite central :
En admettant que n = 12 est assez grand, l'instruction Ran#+Ran#+.. +Ran#- 6

p A AN AAAAAAAAAAL K
AV A A A A A AV AV AV A AV AV A A AAVAAAVAV A A A A A AT A AVAAAAVAAAAAVAAAS

%

12 vfois

doit simuler approximativement la loi<#'(0 ; 1). En faisant Ran#+Ran#+.. +Ran# - 6 + 4,5 | quelle

loi devrait-on approximativement simuler ?

"
12 fois

Vous allez I'expérimenter en regroupant 100 résultats consécutifs de cette instruction en 9 classes :

[0;1[ ; [1;2] ... [8;9], puis en comparant I'histogramme avec la courbe de densité de la loi. ¥ (4,5 ; 1).
La partie sous la ligne pointillée concerne, pour les modéles récents, le tracé de I'histogramme et est facultative.

Commentaires | CASIO (anciens modéles [ CASIO 6910 8930 [ T1 80 82 83 TI 92
avec mémoires indicées) 9930 9940 9990
Initialisation des 0—-Jd Clrlist «ClrListL; , L, ‘DelVarL1,L2
mémoires A[J] Lbl0:0— A[J] Seq(L10,8,1) > List 1 |:seq(LL,0,8,1) > L, :seq (1,1,0,8,1) - L1
correspondant aux 9 J+1 74 A :5eq(0,1,1,9,1) > L, :seq (0,,1,9,1) > L2
classes. J<8=Goto0 Seq(0,J,1,9,1) — List 2 | For(K , 1, 100) Fork, 1,100
1>KJ J rand+rand+rand+ra | rand( y+rand( )+rand
K compteur des Lbl 1 . For 1 »KTo100. |nd+rand+rand+rand |()+rand()+rand()+
tirages. Ran#+Ran#+Ran#+R | Ran#+Ran#+Ran#+R +rand+rand+rand+ra | rand()+rand( )+rand
) an#+Ran#+Ran#+Ra | an#+Ran#+Ran#+Ra |ddtrand-1.5—->N | ()trand()+rand()+
Nrésultatdela n#+Ran#+Ran#+Ran | n#+Ran#+Ran#+Ran |:int (N 1 >N rand()+rand() - 1.5
simulation de la loi #+Ran#+Ran# - 1.5 | #+Ran#+Ran#-15 |IfN21andN<9 -1
N@,5:1). N >N ToN)+1 > LyN) |int(n)}l—n
Augmentation de Int(N)->N. 1+IntN—>N . :End Ifnzlandn<9
leffectif delaclasse | N> 8= Goto 2 . N21AndN<9= [.Displa L2[n] +1 — L2[n]
correspondant a la N<0=Goto2 J List 2[NJ+1 —» List ‘Pause . :E{xdFor
partie entiére de N. A[N]+ 1 — A[N] J 2[N]J :Plot1(Histogramm,L,, | :Disp L2
Lbl2 . Next .J Ly Pause
100 tirages. K+1—5K.J List 24 :PlotsOnl_ 0 — xmin
|K<100=Goto1J | S-WindMan .. 0 Xmin 9 — xmax
Affichage des effectifs 00— ViewWindow :9 — Xmax :1 — xscl
de chaque classe. Lbl3: A[J] 4 0,9.1,0.45,10 11— Xsc_l :0 - ymin
J+157d 0 — Hstart . 0 — Ymin 45 — ymax
J<8=Goto 3 . 1 - Hpitch . 45 — Ymax 110 — yscl
"FIN" S-Gphl 110 — Yscl :PlotsOn
DrawOn,Hist List :DrawF 100normalpdf | Newplot 1,4,L1,,
1,List 2,Blue .J (X,4.5,1) L2,.,1
DrawStat i DispGraph :DrawFunc 100/(N2x
Graph Y= (100+ Pxe(-.5(x4.5Y2)
V2r)e(-.5(X4.5))




LOINORMALE 99

= Pour obtenir certaines instructions :

¢ CASIO 6910 — 9990 : ClrList par PRGM CLR List ; Seq par OPTN LIST ; List par OPTN LIST ; Int par
OPTN NUM ; Ran# par OPTN PROB ; And par OPTN LOGIC ; = par PRGM JUMP ; S-Wind Man par
SHIFT SET UP S-WIN ; Hstart et pitch par VARS STAT GRPH ; S-Graph1 par FAMMENU) STAT GRPH
GPH1 ; Draw On par F4(MENU) STAT DRAW ON ; Hist par GRPH ; Blue sur 9940 par STAT COLR ;
DrawStat par PRGM DISP Stat.

* T180 82 83 : ClrList par STAT EDIT ; Seq par 2™ LIST OPS : L, au clavier par 2™ : For End par PRGM
CTL ; int par MATH NUM : rand par MATH PRB ; and par 2™ TEST ; Disp par PRGM I/O ; Plot 1(
Histogram,L1,L2) par 2™ STAT PLOT PLOTS puis TYPE ; Xmin par VARS Window... ; PlotsOn par 2"
STAT PLOT PLOTS ; DrawF par 2" DRAW ; normalpdf sur TI83 par 2" DISTR ; Dispgraph par PRGM 1/0.
* Particularités sur certains modg¢les :

o CASIO 6910 et 8930 : En I'absence de l'instruction And, faire If N>1 .1 If N<9 .. Les instructions 0 — Hstart
et1 — pitch .! sont & supprimer.

o T1 80/82 : Remplacer normalpdf par 100/(N(27))xe(-.5(x-4.5Y°2).

Programme non disponible sur TI 81.

Résultats de la simulation :

Classes | [0:1] [1:2] [23] [3:40 [4:5] [5:6 [6:7] [7:8] [8:9]

0/6

Tracer I'histogramme correspondant sur le graphique ci-dessous :

A

49[) - e

AR
| [
/ \
/ \
% NN

Comparer avec les résultats d'autres ¢tudiants ou relancer le programme. Un résultat'plus précis peut
¢tre obtenu en remplagant 100 par 1000 (multiplier par 10 I'échelle en vy et la fonction tracée — Durée ~
4 mn).

Simulation "directe” :

11 existe une instruction permettant de simuler directement la loi /4 (m;o).
Dans le programme précédent, remplacer les instructions en caractére gras par

CASIO en mode Deg TI 82 85 en mode Degree TI 83 92

4.5 +cos(360 Ran#) Y (-2 In Ran#) | 4.5+cos(360xrand) V (-2 In (rand)) | randNorm(4.5 _ 1)
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Description et compte-rendu de I'activité
"Expérimentation du théoréme limite central”

Quelques images d'écrans obtenues par répétition 100 fois de [linstruction
Ran#+Ran#+.. +Ran# - 1.5
12 fois

SurTI83:

i [~

_p—-""f
5-'-"!-
_-F
!..____
———

L i b LA

Sur CASIO 9940 :

FAN

Les résultats sont plus réguliers en passant de 100 a 1000 répétitions :

1 Fz F3 & A L i
N ﬂ Zagm TraceReGraph Haf:'h Dr‘;w -

/
/1N

e ke
MAIN RAD AFFRON FUNC

La conclusion & en tirer est que lorsqu'un phénomene quelconque subit des fluctuations
dues a l'addition d'un grand nombre de perturbations aléatoires indépendantes (sans que
I'une d'elle soit dominante), ces fluctuations suivront approximativement une loi normale.

Simulation par I'instruction 4.5 + cos(360 Ran#) v (-2 In Rand#) :
Les résultats sont comparables a ceux de la partie .
Parfois inégaux pour 100 répétitions,

\
S

meilleurs pour 1000 répétitions :

Faie -

™ ey | Faa'

Remarque : Comparer aux simulations, a une autre échelle, sur Excel.
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~ LOINORMALE
_Quand les sondages se trompent

Le 10 mai 1981, Frangois Mitterrand a été élu par 51,75 % des
électeurs, alors que Valery Giscard d'Estaing n'a recueilli que 48,25 %
des suffrages.

On suppose que I'on effectue un sondage sur 1000 électeurs, le jour de
I'élection.

Population :
eC © p=48.25%

® O

Echantillon
O taille n = 1000
f % d'électeurs pour ©0
OV.G.E.
O [ ] o e

Approximation par une loi normale :

a) Compte tenu du grand nombre d'électeurs, on suppose que la constitution d'un échantillon de 1000
électeurs correspond a un tirage au hasard avec remise. On désigne par X la variable aléatoire qui, a
chaque échantillon ainsi constitué, associe le nombre d'¢lecteurs pour Giscard d'Estaing.

Quelle est la loi de X (justifier) ?

b) La simulation de la loi précédente nécessite la répétition 1000 fois de I'instruction correspondant au

tirage d'un €lecteur. Or, pour étudier statistiquement les résultats que peuvent fournir les sondages, on

désire effectuer 1000 sondages. Ce serait beaucoup trop long. On décide donc d'approcher la loi de X

par une loi normale. Laquelle 7 ... e

Pourcentage de sondages ne prévoyant pas le bon vainqueur :

On s'itéresse a la probabilité qu'un sondage, réalisé sur 1000 électeurs le jour du vote, se trompe et
prévoit la victoire de Giscard.

= PAR SIMULATION :
Effectuer le programme suivant, qui indique, sur 1000 sondages simulés, le nombre de sondages
donnant a tort Giscard vainqueur (durée sur Casio 9940 ou TI 83 : 1mn45).
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CASIO sans instruction For CASIO 69109990 T.I80-81%-82-85 T.I 83/92%
(mode Deg) (mode Deg) (mode Degree)

0—->NJ 0->NJ 0O —->N 0—>N

0->1I4d For1 —>1To 1000 J :For(1,1,1000) :For(1,1,1000)

Lbl1J 482.5 + 15.8 cos(360 :482.5 + 15.8 cos(360x :randNorm(482.5 , 15.8)

[+1>1. Ran#) V(2 InRan#) - | rand) V(-2 In(rand)) >R | >R

482.5 + 15.8 cos(360 R . JIfR > 500 JIfR = 500

Ran#) V(2InRan#) > |[R=500=>N+1->N.J |:N+1->N N+1->N

R Next ‘End :End

R2500=>N+1->NJd [N Disp N :Disp N

1<1000 = Goto 1

N

* Particularités sur certains modéles :
¢ TI 81 : Remplacer For(1,1,1000) par :0 — 1 :Lbl 1 :I + 1 — I puis replacer End par :If I < 1000 :Goto 1
e TI1 92 : Syntaxe For i, 1, 1000 puis EndFor.

Résultat de votre simulation (% de sondages "faux") :

Moyenne sur la classe :
= PAR LE CALCUL :

On suppose que X suit la loi A (482,5 ; 15,8). Calculer P( X > 500).

Ecart moyen en valeur absolue entre deux sondages :

La simulation permet, en disposant d'un grand nombre de sondages virtuels, d'en étudier la répartition.
En particulier lorsque le calcul s'avérerait délicat.

On suppose que deux instituts organisent le jour de 1'élection deux sondages de taille 1000
indépendants. A quel écart moyen doit-on s'attendre ?
Soit x; le nombre d'électeurs pour Giscard d'Estaing donné par le 1° sondage et x, le nombre donné
par le second. On s'intéresse a | x; - %2 .
Le programme ci-dessous calcule la moyenne, sur 500 simulations, des écarts l X) - Xy | (durée = 1 mn

40).
CASIO sans instruction For CASIO 69109990 T.1.80-82-85 T.I 83 /92%

(mode Deg) (mode Deg) (mode Degree)

0->NJ 0->NJ 0->N 0 >N

0->1d4 For1 - 1To 500 4 0->1 :For (1,1,500)

Lblld 482.5 + 15.8 cos(360 : For(1,1,500) :abs( randNorm(482.5 ,

I+1>1J Ran#) V (-2 InRan#) > | :482.5 + 15.8 cos(360x 15.8) - randNorm(482.5 ,

482.5 + 15.8 cos(360 A rand) V(-2 In (rand)) > A [158))+N >N

Ran#) ¥ (-2 In Ran#) - | 482.5 + 15.8 cos(360 :482.5 + 15.8 cos(360x :End (Endfor)

Ad Ran#) V(2 InRan#) > | rand) V(-2 In (rand)) -» | ‘Disp N/ 500

482.5 + 15.8 cos(360 Bd B

Ran#) V(-2 InRan#) - |abs(A -B) +N — N . :abs(A -B)+ N >N

B d Next J :End

abs(A-B)+N >N N =+ 500 :Disp N /500

1<500 = Goto 1 J

N + 500

Ecart absolu moyen entre deux sondages, pour vos 500 simulations : ................ SOit............. %

Moyenne des résultats de la classe : .......................
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Pourcentage de sondages ne détectant pas une hausse significative :

On suppose maintenant qu'au cours des semaines de campagne électorale, la cote d'un candidat parmi
la population d'¢lecteurs, soit passée de 49 % la semaine 1, a 51 % la semaine 2. Quelle est la
probabilité que cette évolution soit détectée par deux sondages de taille 1000, l'un la semaine 1, 'autre
la semaine 2 ?

C'est une question décisive pour le moral du candidat, mais aussi pour son influence possible sur
I'opinion.

Population :
= 49 %

Population :
p:= 51 %

® O
Echantillon

®
taille n = 1000
fi % d'électeurs O OO0
favorables
@] ® O ®

Semaine 1

® O
Echantillon

taille n = 1000

£, % d'électeurs @

favorables

Semaine 2

On note X la variable aléatoire qui, a tout sondage de taille 1000 prélevé au hasard la semaine 1
associe le nombre d'électeurs favorables, et X, la variable aléatoire analogue pour la semaine 2.
On approche les lois de X et de X; par des lois normales. Que doit-on prendre ?

b

On désire déterminer la probabilité P( X, < X;) (cas ou I'évolution positive de la cote n'est pas décelée
par les sondages).

= PAR SIMULATION :

Le programme suivant, donne, sur 500 sondages, le pourcentage de sondages correspondant a la
réalisation de I'événement "X, < X" :

CASIO sans instruction For CASIO 6910-9990 T.L 80—-82-85 T.I83/92%
(mode Deg) (mode Deg) (mode Degree)
0>NJ 0->N.J 0 >N 0—>N
0—>14 For1 - 1To 500 4 0 ->1 :For (1,1,500)
Lbll 490 + 15.81 cos(360 :For(1,1,500) ;randNorm(490 | 15.81) —»
I+1>1d Ran#) V(-2 InRan#) - | :490 + 15.81 cos(360x R

490 + 15.81 cos(360
Ran#) v (-2 In Ran#) —
R.J

490 + 15.81 cos(360
Ran#) V (-2 In Ran#) —»
S
S<R=N+1->N.
1<500 = Goto 1 4
N=3

R .
490 + 15.81 cos(360
Ran#) v (-2 In Ran#) —
S
S<R=N+1->N.l
Next

N=+35

rand) V (-2 In (rand)) —>
R

490 + 15.81 cos(360x
rand) ¥V (-2 In (rand)) —
S

JFS<R

N+1—-N

:End

:DispN/5

:randNorm(510 , 15.81) »
S

JfS<R

N+1—-N

:End (EndFor)
DispN/5

Résultat de votre SIMUlation © ...............ooooiiii oo
Faire une moyenne des résultats de la classe :
= PAR LE CALCUL :

On considére la variable aléatoire D = X - X, . On admet que D, tout comme X et X, , suit une loi
normale, et 'on rappelle que E(X; - X;) = E(X)) - E(X») et V(X - X5) = V(X)) + V(X»).
Quelleestlaloide D ?
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Description et compte-rendu de l'activité

"Quand les sondages se trompent"

On montre concrétement l'intérét de I'approximation de la loi &8 (1000 ; 0,4825) par la loi
N (482,5; 15,8).

Sur un exemple déja historique, on montre que, lorsque les scores sont serrés, un
sondage sur 1000 personnes est assez peu fiable. Il s'agit également de tester I'outil
"simulation” sur une question dont la réponse nous est connue par la théorie.

A titre d'exemple, pour 1000 sondages simulés, le nombre de sondages prévoyant a tort la
victoire de VGE a été, sur 5 essais :

(R A A N T s T 7

~ ﬁ"--;! ;i”‘T s;::]:ﬁt-?:i'z" PromI0E fsess - ]
132,

140,

151.

151.

122,

MAIN RAD_AFFROR FUNC B/30

La valeur théorique obtenue avec la loi .4 (482,5 ; 15,8) est 13,4%.

Il s'agit d'étudier la distribution des sondages par simulation alors que cette fois le calcul
ne reléve plus du programme de BTS.
A titre d'exemple, sur 500 sondages, 5 essais ont donné un écart moyen de (pour 1000

personnes interrogées) : _
5 l i i-;;é‘-isr-s: s ?: T :;:;s*lPrrg%IOliI L :5{": Gt ]

18.9074
17.69066
18.0817
17.9625
16.8006

MAIN RAD RFFROY FUNC 14/20

L'écart moyen est donc pratiquement de l'ordre de 2 % des personnes interrogées. Il n'y a
donc pas de quoi gloser, dans ces conditions, sur une différence de cet ordre entre deux
sondages successifs.

Il est assez étonnant que prés de 20% des sondages effectués sur 1000 personnes, ne
détectent pas une évolution de I'opinion de 49% a 51%.

Le résultat théorique, ou D suit la loi .4 (20 ; 22,36), est P(D < 0) ~ 0,186.
A titre d'exemple, par simulation de 500 sondages, on a obtenu sur 5 essais :

) ]’ﬁi.? T PV F5 L
e 5 oye Dy [ 3 fR0E Pram I 0 fans e,
.

MAlN RAD APPROR FUNC 20/30
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C - ACTIVITES SUR EXCEL

lﬂ LOI NORMALE

Situation :

Cette manipulation reprend la situation de l'activité sur calculatrice { cf page 98) .

Simulation globale d'une population de 10 000 valeurs aléatoires d'une variable normale de
paramétres m et o par la formule: =COS(2*PI()*ALEA())*RACINE(-2*LN(ALEA()))*s+m

ous= o.

Objectif :
Comparer numériquement et graphiquement les valeurs expérimentales regroupées dans des classes
avec les classes théoriques suivant la loi normale.

Mode d’emploi et déroulement du programme :
= Entrer les paramétres m et o dans les 2 cellules concernées (taper la valeur puis Entrée au
clavier ).
= Apres chaque saisie le programme simule dans la colonne de gauche une nouvelle
population visible en totalité en se déplagant au moyen de I'ascenseur vertical.
- regroupement des valeurs dans 34 classes d’amplitude o / 4
- calcul de la fréquence expérimentale de chaque classe
- calcul de la fréquence théorique de chaque classe
- affichage de l'histogramme des fréquences expérimentales comparé a une courbe de
Gauss
= Une nouvelle population de 10 000 valeurs aléatoires peut étre simulée sans changer m et &
en cliquant sur le bouton NOUVELLE SIMULATION .
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PLANCHE DE GALTON

Nota bene :

La planche de Galton intervient dans deux chapitres (Ch 8 - Loi binomiale - et Ch 10 - Loi normale -).
C'est le méme programme qui intervient dans les deux chapitres : des cases a cocher permettent de
choisir si on veut l'utiliser pour approcher une loi binomiale ou une loi normale. { ¢f pase 8%}

Présentation :
La planche de Galton est une planche verticale sur laquelle sont plantées n lignes de clous disposés en
quinconce avec 1 clou sur la 17 ligne, 2 sur la 2°™, ... n sur la n°™. Des billes sont lachées une a une
a partir du sommet.
A chaque clou rencontré, la bille a :

une probabilit¢ p = de passer a droite (succes)

une probabilité 1- p = 2 de passer a gauche (échec)
Sous la planche les billes tombent dans n+1 compartiments (numérotés de 0 a n de gauche a droite)
dans lesquels elles s’empilent. Simulation en direct de la chute des billes.
Soit X' la variable aléatoire qui a chaque bille associe le numéro du compartiment atteint.
L’événement ( X =k ) est réalis¢ quand la bille passe k fois a droite ( k succes).
Laloide X est&(n, ). Et comme p =2, sin est assez grand, elle peut étre approchée par la loi
7 (np ,Nnpq ) soit Z( Van, ¥V n).
Ici n =14 lignes de clous. ( n devrait étre plus grand pour une meilleure approche de la loi normale,
mais on perd en visibilité a I'écran ).
Galton a donc imaginé ce systeme, ( encore parfois en usage dans les sections techniques de nos
lycées, j"en connais un !), pour simuler une courbe de Gauss.
L’ordinateur nous donne I’occasion de réactualiser ce procédé qui n’a rien perdu de son intérét
pédagogique : outre I’intervention de la loi binomiale et de la loi normale, le dénombrement des
chemins sur la planche permet de retrouver le triangle de Pascal ( cf page 46).

Objectif :
Comparer graphiquement les piles de billes tombées dans les compartiments avec les piles théoriques
calculées avec la loi de probabilité de 72 ( Yan , V2 V n).

Mode d’emploi et déroulement du programme :

= 4 options permettent entre les séries de lachers de :
- cocher le son si vous voulez agrémenter 1’expérience en entendant le bruit des billes
tombant sur les clous!
- régler la vitesse de chute des billes en déplagant le curseur vers + pour accélérer et
vers - pour ralentir
- faire apparaitre la courbe de densité de la loi normale (case cochée dans ce chapitre)
- faire apparaitre le diagramme en bétons de la loi binomiale (case non cochée dans ce
chapitre)

= Déclencher des séries de lachers de billes (cumulées depuis le début)
- chotsir le nombre lachers (de 10 a 350) dans la zone de liste en cliquant sur E’]
- cliquer sur le bouton [A]

= Redémarrer une session en cliquant sur le bouton

= Le graphique représente:
- les effectifs expérimentaux de billes tombées dans chaque compartiment (rectangles
rouges)
- une courbe de Gauss (rose) variable qui représente la densité de 72 ( 7.V 3,5)
multipliée par le nombre total de billes tombées.

Remarques techniques : ( cf page 89 Planche de Galton précédente...)
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"Le Hasard est dans la nature méme des phénomenes
microscopiques ; le Déterminisme est une conséquence, a l'échelle
macroscopique, des lois du Hasard a ['échelle microscopique,
lorsqu'on mesure des grandeurs qui sont en fait des valeurs
moyennes aux fluctuations trés faibles.”

Ch. RUHLA - La physique du hasard — 1989.

Les "fluctuations" des valeurs moyennes des ¢échantillons sont un des objets de ce chapitre. On
comprend mieux l'argument de Ch. Ruhla lorsque I'on songe a la taille des "échantillons” (nombre

d'Avogadro 6,022x10%).

A - OBJECTIFS

e Exhiber concrétement, par l'extraction d'un grand nombre d'échantillons, la distribution
d'échantillonnage d'une moyenne ou d'une fréquence (la notion de distribution
d'échantillonnage est difficile a faire comprendre dans un cours "classique").

e Vérifier expérimentalement les formules données en cours, concernant la distribution des
échantillons.

e Faire prendre conscience aux éléves de la nature de cette distribution, des fluctuations
parfois importantes entre les différents échantillons et de la puissance de la loi des grands
nombres qui, malgré les errances locales du hasard, permet globalement une bonne prévision.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE page 112
Niveau BTS 2™ année toutes spécialités.
Situation dans la Aprés le cours sur I'échantillonnage.
progression
Durée 2 h.
Nature des activités Simulation des distributions d'¢chantillons dans le cas des fréquences et
celui des moyennes.

C - ACTIVITES SUR EXCEL page 118

Echantillonnage des moyennes.
Echantillonnage des fréquences.
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ECHANTILLONNAGE :
Aspect expérimental, par simulation

Distribution des fréquences d'échantillons :

® O

O

Echantillon numéro i
taille n = 100
fréquence f;

Population :
p=10,40

On considére une production importante contenant
40% (p = 0,40 ) d'objets de premiére qualité (ou
encore, une urne qui contient 40% de boules noires

O O et 60% de boules blanches).
® On préléve dans cette population, au hasard et avec
remise, des échantillons de taille n = 100 éléments.
OR Pour chaque échantillon, on calcule la fréquence f;
d'objets de premicre qualité.
o e On désire étudier selon quelle régle se répartissent

les fréquences f; des différents échantillons.

1) Simulation d'un tirage
En mode "normal" de calcul, taper l'instruction : Int (Ran# + 0.4) (ou int (rand + 0.4), sur T.1.), puis
faire 10 fois EXE (ou ENTER) :

Le résultat affich¢ est 1 (= objet de premiere qualité = boule noire) avec une probabilité de 0,4 et
0 (= second choix) avec une probabilité de 0,6.

2) Simulation de 100 tirages avec remise (un échantillon) et calcul de la fréquence des objets de

1 qualité
Commentaires CASIO (anciens modeles | CASIO 6910G - 9930 - T.L 81 T.I 80-82-83-85
de la fx 7000G a la CFX 9940 - 9960 — 9990 _ 92(%)
9900GC)
S compteur des objetsde | ) . § .| 0->SJ ‘0—8S 0 — S
1% qualité. ) : i
1 compteur des 30 tirages 1->14 For1 »1To 1004 |:1 >1 .Eor (1,1,100)
Ibll Int (Ran# +0.4)+ S |:Lbl 1 :int (rand +0.4) + S
1= 1% qualité ; 0 = Int (Ran#+0.4)+S | > S J int(rand +0.4)+S |—> S
second choix. -S4 Next ! -8 :End
I+1->14 S+ 100 I+1->1 :Disp S + 100
Affichase de I e I<100 = Goto 1 1100
ichage de la Irequence . .
de I'échantillon. S + 100 'G9to 1
:Disp S + 100

* Modifications pour certains modéles : sur TI 92 la syntaxe est For I,1,100 et rand( ).

3) Distribution des fréquences de 25 échantillons
Prélever ainsi 5 échantillons de taille 100 (il suffit de réappuyer sur EXE ou ENTER), et noter, dans le
tableau les fréquences obtenues :

fréquences
£

Compléter vos résultats avec ceux d'autres étudiants :

fréquences

fi

fréquences

fi
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Calculer la moyenne f et I'écart type s des fréquences f; de vos 235 échantillons.

_ 1—
Comparer f et p d'une part, s et p( 100 ) d'autre part.
: e o ) v oo [PA=P)
4) Comparaison de la distribution expérimentale des fréquences a la loi .4V (p 100 )

Le programme ci-dessous, disponible sur les modeles récents, affiche I'histogramme de distribution
des moyennes de 100 échantillons (tester d'abord sur 10) et le compare a la répartition normale prévue
comme approximation par la théorie (durée du programme ~ 8 mn 40 s ).

CASIO fx 6910% - 9930 - TI 80 82 TI 83 TI 92
9940 -- 9960 — 9990

ClrList J :ClrList L, L, :ClrList L;,L, DelVarL1,L2
Seq(LL,.2,.6,.05)— List 1.J | :seq(1,10.2,0.6,0.05) - L; | :seq(,1.0.2,0.6,0.05) — L, | :seq(i,,0.2,0.6,0.05) — L1
Seq(0,1,1,9,1)— List 2.1 :5¢q(0,1,1,9,1) - L, :5¢q(0,1,1,9,1) - L, :seq(0,1,1,9,1) > L2
For 1 — K To 100.. ‘For(K,1,100) :For(K,1,100) :For k, 1,100
0— S 0—->8 0—->S8 0>s
For 1 = [ To 100.J :For(1,1,100) :For(1,1,100) :For i,1,100
Int(Ran# + 0.4) + S — S.1 |‘int(rand + 0.4)+ 8 - S  |:int(rand + 0.4) +S — S | :int(rand( )+ 0.4) +s > §
Next. :End ‘End -EndFor
S+100 —> F.J :S/100 - F :S/100 — F /100 — f
F>.625 Or F<.175 = Goto | -If F>0.625 or F<0.175 £ F>0.625 or F<0.175 A££0.625 or £<0.175
1 :Goto 1 :Goto 1 :Goto a

JHIN(CE - 175)=.05)> L f+int((F-0.175)/0.05)-> Ll+int((F-O.175)/0.05)~+ L1+int((f-0.175)/0.05)—>
List 2[L]+1—List 2[L].J

o LoL) +1 > LaL) LaL) +1 - LyL) L2[L] + 1 - L2[L]
Next.! Lot 1 bl e

- :End :End :EndFor
S-WindMan. Plot1(Histogram,L;,L,) | :Plotl(Histogram,L;,.L.)  |:0.175 — xmin
ViewWindow .175..625. | -0 | ‘PlotsOn 1 :0.625 —> xmax
05,0,50,10. :0.175 — Xmin :0.175 - Xmin :0.05 - xscl
175 — HStart.] 10.625 —> Xmax 0.625 — Xmax 0 —> ymin
-05 — Hpitch.J .. 1:0.05 - Xscl :0.05 — Xscl :50 — ymax
S-Gphl DrawOn,Hist,List -0 — Ymin 0 —> Ymin 10 —> yscl
1List 2,Blue. :50 — Ymax :50 — Ymax “PlotsOn
DrawStat) 1140 ys 10 - Yscl :NewPlot 1.4,L1,,
Graph Y :(5+('0492\/(2’T)) ‘DrawF (5/(.049V(2n)) DrawF Snormalpdf(X,  |L2.,,,0.05
Ye(=.5((X-.4)+.049)") )eN(-.5((X-.4).049)%) 0.4,0.049) ‘DrawFunc (5/(.049V(2n))

:DispGraph :DispGraph )N(=.5((X-.4).049"2)

= Pour obtenir certaines instructions :

» CASIO 6910 9940 : CirList par PRGM CLR List ; Seq par OPTN LIST ; List par OPTN LIST : Int par
OPTN NUM ; Ran# par OPTN PROB : Or par OPTN Logic ; S-Wind Man par SHIFT SET UP S-WIN :
Hstart et pitch par VARS STAT GRPH ; S-Graph1 par FAMMENU) STAT GRPH GPHI ; Draw On par
F4(MENU) STAT DRAW ON ; Hist par GRPH ; Blue sur 9940 par STAT COLR : DrawStat par PRGM DISP
Stat ; Graph Y= par Sketch GRPH Y=.

o T180 82 83 : ClrList par STAT : Seq par 2™ LIST OPS ; rand ou randNorm par MATH PRB; or par 2™
TEST LOGIC ; Plot 1(Histogram,L,,L,) par 2™ STAT PLOT puis PLOTS puis TYPE ; PlotsOn par 2™ STAT
PLOT puis PLOTS ; DrawF par DRAW ; Dispgraph par PRGM 1/O ; normalpdf sur TI83 par 2™ DISTR.

* Particularités sur certains modéles :

e CASIO 6910 et 9930 : En I'absence du connecteur Or, faire F>.625 = Goto 1.0 F<.175 = Goto 1.,
Supprimer .175 — HStart. et .05 — Hpitch. .

¢ T1 80 : En I'absence du connecteur Or, faire :If F > .625 . :Goto 1 J :IfF<.175 J:Goto 1 .
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Distribution des moyennes d'échantillons :

Population : On considére une population importante dont la
236 m=>5 moyenne vaut m = 5 et ['écart-type o = 2,
{ 512 ﬁ) =2 correspondant & une répartition selon la loi normale

N(G5:2).

Echantillon numéro i : On préléve dans cette population, au hasard et avec

taille n = 100 remise, des échantillons de taille n = 100 éléments.
moyenne X ; Pour chaque échantillon, on calcule la moyenne X ;.
On désire étudier selon quelle régle se répartissent

les moyennes des différents échantillons.

1) Simulation du tirage d'un échantillon de taille 100 et calcul de sa moyenne
Le programme suivant fournit la moyenne d'un échantillon de taille n = 100 (durée ~ 20s).

CASIO (anciens modeles dela | CASIO fx 6910G - CFX 9930 T.I 81-82-85 T183-92
fx 7000G a la CFX 9900GC) 9940 -- 9960 — 9990 GT en mode Degree
en mode Deg en mode Deg
0—->NJ 0>NJ 0—>N 0—>N
0->1d For1 —1To 100 4 01 :For (1,1,100)
Lblld 5 +2 cos(360 Ran#) V (-2 | :Lbl 1 (sur TI85 : Lbl al) randNorm(5,2) + N - N
[+1 514 In Ran#) + N — N . I+1-1 :End
5+ 2 cos(360 Ran#) V (-2 | Next :5 + 2 cos(360xrand) V (-2 | :Disp N + 100
InRan#)+N > N J N = 100 In (rand) )+ N - N
I<100 = Goto 1 JFI <100 Syntaxe sur TI92 :
N = 100 :Goto 1 (TI85 : Goto al) | Fori,1,100
Disp N + 100 EndFor
Résultat de votre simulation : moyenne d'échantillon X |~ ........... a 107 pres.

2) Distribution des moyennes de 20 échantillons
Compléter, dans le tableau suivant, la moyenne X | de votre échantillon, avec 19 autres moyennes
d'échantillons prélevés par d'autres étudiants.

moyennes
X

moyennes
X

Calculer la moyenne p et I'écart-type s des moyennes X ; des 20 échantillons.

c
Comparer p et m d'une part, s et 7100 d'autre part.
’ 100
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3) Comparaison de la distribution expérimentale des moyennes a la loi. 4 (m ;

o
\/100)

Le programme ci-dessous, disponible sur les modeéles récents, affiche I'histogramme de distribution
des moyennes de 50 échantillons (tester d'abord sur 5) et le compare a la répartition normale prévue
par la théorie (durée du programme ~ 10 mn !).

CASIO fx 6910G - CFX 9930
9940 -- 9960 — 9990 GT

TI 82

TI 83

T192

ClrList.
Seq(L,1.4.6,5.4,.1)—>List
14

Seq(0.1,1,9,1)—List 2.4
For 1 > K To 50.1

0 — NJ

For 1- 1 To 1004

5+ 2 cos(360 Ran#) (-2
InRan#) + N >N J
NextJ

N+ 100 - M.

M<4.55 0rM=>545 =
Goto 14
1+Int((M-4.55)+0.1)—>L.
List 2[L] + 1—> List 2[L}J
Lbl 14

Next.

S-WindMan.
ViewWindow 4.55,5.45,
.1,0,15,10.1

4,55 — HStart.J

.1 — Hpitch.!

DrawStat.

Graph Y = (5+(.2V(2n)))e(
-5((X-5)=.2)9)

:ClrList L, L,
seq(lL14.654,.1) > L,
:5eq(0,1,1,9,1) » L,
:For(K,1,50)

0> N

:For(1.1,100)

:5 + 2 cos(360xrand) V (-2
In (rand) ) + N - N
:End

‘N/100 > M

M <4550rM=545
:Goto 1

1 +int(M-4.55)/0.1) —
L

L)+ 1 - LyL)

Lbl 1

:End
:Plot1(Histogram,L,,L;)
:PlotsOn 1

:4.55 - Xmin

:5.45 - Xmax

0.1 - Xscl

:0 = Ymin

15 > Ymax

110 — Yscl

DrawF (5/(2N(2n))
¥eN(-.5((X-5)/.2)%)
:DispGraph

:ClrList L,.L;
seq(l,L4.6,5.4..1) > 1,4
:5€q(0,1,1,9.1) »> L,
‘For(K,1,50)

0> N

:For(1,1,100)
rrandNorm(5,2) + N —- N
:End

N/100 - M
HM<4550rM=545
:Goto 1

1+ int((M-4.55)/0.1) —
L

Lz(L) +1— LQ(L)

:Lbl 1

‘End
:Plot1(Histogram,L,,L,)
:PlotsOn 1

4.55 - Xmin

:5.45 - Xmax

0.1 - Xscl

:0 = Ymin

15 - Ymax

110 — Yscl

:DrawF Snormalpdf(X,
5.0.2)

:DispGraph

DelVarL1,1L2
:seq(i,i,4.6,5.4,.1) > L1
:seq0,1,1,9.1) > L2
:Fork,1,50

0—>n

:Fori,1,100
:randNorm(5,2) +n — n
:EndFor

/100 - m
fm<4.550rm =545
:Goto a

:1 + int((m-4.55)/0.1) —
L

L2[L]+ 1 — L2[L]
Lbla

:EndFor

:4.55 - xmin

:5.45 — xmax

0.1 = xscl

:0 - ymin

15 — ymax

10 — yscl

:PlotsOn

‘NewPlot 1,4,L1,,1.2,..,0.1
‘DrawFunc (5/(.2N(2n))
)eN(-.5((X-5)/.2Y"2)
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Description et compte-rendu de l'activité

"Echantillonnage"

On commence par la distribution des fréquences d'échantillons, dont le concept est plus
simple que celui des moyennes.

1) Explication de l'instruction correspondant a un tirage.

2) Constitution d'un échantillon de taille 100.

3) Il est important que les éléves voient et comprennent qu'il y a d'une part la distribution de
la population et, d'autre part, la distribution des fréquences d'échantillons.

La collecte de 25 échantilions chez plusieurs éléves est nécessaire compte tenu du temps
de calcul. Mais loin d'étre un inconvénient, elle permet la comparaison des différentes
simulations (suspense : un certain désordre semble régner quant aux résultats des
échantillons des uns et des autres) et de concentrer a nouveau l'attention sur leur
interprétation.

Sur 25 échantillons de taille 100, la répartition des fréquences nous a donné :

f ~ 0,404 et s ~ 0,038, alors que les valeurs théoriques sont p = 0,40 et B(%&SEZ ~ 0,049.
4) Ce programme est plus long & saisir et prend du temps a "tourner”. Il peut étre réservé a
quelques-uns, ou fait & la maison, ou encore rétroprojeté par le professeur.

Les resultats sont trés corrects, voici, a titre d'exemple, quelques images d'écran (T! 83 et
CASIO 9940) :

Al | LAl

La notion de moyenne des moyennes est plus difficile @ comprendre. Le fait d'avoir sous
les yeux une simulation de la distribution des moyennes d'échantillons aide & donner un sens
a ce que l'on fait.

2) Sur 20 échantillons de taille 100, la répartition des moyennes des échantillons nous a
donné :

(o}
= 5,112 et s ~ 0,19 alors que les valeurs théoriques sont: m = 5 et =0,20.

H q q 100

On constate donc que le désordre parmi les différents échantillons des éléves n'est

qu'apparent.
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3) Quelques images d'écran TI 83 et CASIO 9940 (résultats plus inégaux) :

P

.-‘""

T

.

™,

L]

e

e 2l

RS

Remarque : Les répartitions d'échantillonnage demandant de nombreux prélévements, on
pourra comparer ces résultats a ceux, plus performants, de l'ordinateur (développements

Excel).
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C - ACTIVITES SUR EXCEL

ECHANTILLONNAGE D'UNE MOYENNE

Situation :

Simulation globale de 1000 échantillons aléatoires de taille n issus d'une population de moyenne m et
d'écart type ©.

Etude de la distribution expérimentale des moyennes des 1000 échantillons de taille n.

Objectif :
Comparer numériquement et graphiquement la distribution expérimentale des moyennes des 1000
échantillons de taille n avec la loi normale de moyenne m et d'écart type s /Vn .

Mode d’emploi et déroulement du programme :

= Entrer la moyenne m et I'écart type o de la population dans les cellules au-dessous de
population ( taper la valeur puis Entrée au clavier ).
= Entrer la taille n des échantillons dans la cellule au-dessous de échantillons ( taper la
valeur puis Entrée au clavier ). Cette taille doit étre 100 au maximum.
= Aprés chaque saisie le programme simule 100 000 valeurs aléatoires visibles en se
déplagant au moyen des ascenseurs vers la droite et vers le bas.
- les échantillons sont constitués par les n premiéres valeurs de chaque ligne
- affichage des moyennes des 1000 échantillons
- regroupement des moyennes d'échantillons dans 34 classes d’amplitude ¥ de I’écart
type théorique de la distribution des moyennes d'échantillons de taille n soit
(c /Vn)/4
- calcul des pourcentages expérimentaux d'échantillons ayant leur moyenne dans
chaque classe
- calcul des pourcentages théoriques d'échantillons ayant leur moyenne dans chaque
classe avec #Z(m, o / n)
- calcul de la moyenne et de I'écart type de la distribution expérimentale des moyennes
des 1000 échantillons de taille n
- calcul de la moyenne et de I'écart type de la distribution théorique des moyennes
d'échantillons de taille n
- affichage de I'histogramme des pourcentages expérimentaux (rectangles bleus)
comparé¢ a la courbe de Gauss théorique (rouge)
= Un nouvel ensemble de 100 000 valeurs aléatoires peut étre simulé sans changer m et & en
cliquant sur le bouton | nouveaux échantillons| .

Suggestions :

1° Comparer les paramétres des distributions expérimentale et théorique des moyennes d'échantillons
de taillen .

2° Observer l'influence de la taille des échantillons sur les écarts type des distributions expérimentale
et théorique en changeant n sans modifier met o .

Remarque technique :
Les 100 000 valeurs du caractére étudi¢ dans la population sont générées par la formule

=COS(2*PI()*ALEA())*RACINE(-2*LN(ALEA()))*s+m ous= o.
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ECHANTILLONNAGE D'UNE FREQUENCE

Situation :

Simulation globale de 1000 échantillons aléatoires de taille n issus d'une population dans laquelle une
certaine propriété a une fréquence p.

Etude de la distribution expérimentale des fréquences des 1000 échantillons de taille n.

Objectif :
Comparer numériquement et graphiquement la distribution expérimentale des fréquences des 1000
¢chantillons de taille n avec la loi normale de moyenne p et d'écart type vV (pq/n).

Mode d’emploi et déroulement du programme :
= Entrer la fréquence p de la population dans la cellule située au-dessous de population
taper la valeur puis Entrée au clavier ).
= Entrer la taille n des échantillons dans la cellule au-dessous de échantillons ( taper la
valeur puis Entrée au clavier ). Cette taille doit étre comprise entre 30 et 100 .
= Aprés chaque saisie le programme simule 100 000 valeurs aléatoires ( VRAI, FAUX)
visibles en se déplagant au moyen des ascenseurs vers la droite et vers le bas.
- les échantillons sont constitués par les n premiéres valeurs de chaque ligne
- affichage des fréquences du caractére dans les 1000 échantillons ( valeur VRAI )
- dénombrement des échantillons pour chacune des 37 fréquences d'¢chantillons les
plus proches de p
- calcul des pourcentages expérimentaux d'échantillons ayant chacune des 37
fréquences
- calcul des pourcentages théoriques d'échantillons ayant chacune des 37 fréquences
avec Z(p.V(pq/n))
- calcul de la moyenne et de I'écart type de la distribution expérimentale des
fréquences des 1000 échantillons de taille n
- calcul de la moyenne et de I'écart type de la distribution théorique des fréquences
d'échantillons de taille n
- affichage de I'histogramme des pourcentages expérimentaux (rectangles bleus)
comparé a la courbe de Gauss théorique (rouge)
= Un nouvel ensemble de 100 000 valeurs aléatoires peut étre simulé sans changer m et 6 en
cliquant sur le bouton | nouveaux échantillons| .

Suggestions :

1° Comparer les paramétres des distributions expérimentale et théorique des fréquences d'échantillons
de taillen .

2° Observer l'influence de la taille des échantillons sur les écarts type des distributions expérimentale
et théorique en changeant n sans modifier p .

Remarque technique :
Les 100 000 valeurs aléatoires d'unc variable de Bernoulli de paramétre p sont générées par la formule
=ALEA()<p (qui génere VRAI ou FAUX suivant que le nombre aléatoire est inféricur ou supérieur a

p).
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INTERVALLES DE CONFIANCE 123

"L'estimation d'une grandeur a l'aide d'observations, avec une
erreur plus ou moins grande, peut étre comparée & un jeu de

hasard." @/( }WJJ %’ Eﬂ 1809,
interwalle

A - OBJECTIFS

* Montrer expérimentalement le caractére relatif des intervalles de confiance, leur dépendance
a I'échantillon.
e Comprendre la notion de "confiance" qu'on peut leur attacher.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE page 123

Niveau BTS 2°™ année
Situation dans la Apres le cours sur I'estimation.
progression
Durée Un peu plus d'une heure.
Nature des activités Simulation d'intervalles de confiance d'une fréquence inconnue.
Répartition de ces intervalles et, aprés exhibition de la fréquence de la
population, étude de la pertinence de ces intervalles.

C - ACTIVITES SUR EXCEL page 128

Intervalles de confiance d'une moyenne inconnue.
Intervalles de confiance d'une fréquence inconnue.
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ESTIMATION :

!nterva!le de confiance pour une fréquence

On considére une population importante contenant
une proportion p inconnue d'objets d'un certain type
T (boules noires par exemple).

On préleve dans cette population, au hasard et avec
remise, un échantillon de taille n = 100. On calcule

Population :
p inconnu

® O

Echantillon . la fréquence d'apparition f des objets de type T dans

taille n = 100 o 00 cet échantillon.
fréquence f connue Il s'agit, a partir de la valeur de f, de donner un
o o e intervalle dans lequel on estime que p se situe avec

un coefficient de confiance de 90 %.

A Tl'aide de la table de la loi ¥ (0;1), déterminer le nombre t tel que : 2x(t) - 1 = 0,90.

On prendra donc comme intervalle de confiance de p au niveau de confiance de 90 % :

{f - 1,645‘,-u;f +1,645, IM] :

Dans le programme suivant, la calculatrice choisit aléatoirement une valeur de p entre 0 et 1
(inconnue) qui détermine unc population. Pour chaque échantillon de 100 objets de cette
population, clle donne un intervalle de confiance. On observera comment ils se répartissent . Aprés
avoir interrogé la calculatrice sur la valeur qu'elle a prise pour p, on observera si p se situe dans les

intervalles de confiance.

Commentaires CASIO CASIO 6990—9990 T.L 81 T 80-82-83 -
sans l'instruction For 854 _ gt
Choix aléatoire de p | Lbl 0 Lbl 0 J :-Lbl 0 :Lbl 0
(inconnu). Ran# — P .J Ran# — P . rand — P :rand — P
 |P<01=Goto0.1 |P<0.1=Goto0.s |HF <01 fP<0.1
ppastrop petit i P> 0,9 = Goto0.J [P>0.9= Goto 0 | 1popo :Goto 0
trop grand. LbllJ bl ;Goto 0 ’ dHP>09
1>14 0->Sd Lbl 1 :Goto 0
I;;’;gg‘;:}ggﬁant 0->S.] For1—>1To 100 |11 fgbl ls
S compteurdes | 012+ Int (Ran#+P)+§ | D53 For(l. 1., 100
objets de type T Int (Ran# +P)+§ | S int (rand+P)+S :intr((ra}ld’JrP)Ls
' > Next . g“(’""m AR E A
I+1>1. S+ 100 > F J 141 o B
100 tirages 1<100=Goto 2 | 1645V (F(1-F)+ | 1r1< 100 'S+ 100 o F
Calcul de £ S+100 > F 100) > A1 :Goto 2 21645\/(F(1-F)
1645V (F(1-F)+ |F-A 4 $+100>F 2100 5 A
Affichage : borne 100) > A 4 F+A 4 1645V (F(1-F)= ~DllO %?A
inférieure puis borne |F - A 4 Goto 1 100)—> A : 1Sp
supérieure F+A 4 Disp F - A DispF+ A
bt ’ DispF +A ‘Pause
Auire échantillon Goto 1 Pause -Goto 1
(méme p). :Goto 1

% Particularités sur certains modeéles

TI 85-92 : Goto AO; Lbl AO; Lbl AI; Goto Al. Syntaxe TI 92

:rand( ) et For I,1,100.
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Pour 15 échantillons différents, noter les 15 intervalles de confiance de p au niveau de confiance de
90 % (arrondir au centiéme).
Attention : si I'on arréte le programme pour le relancer, on change de population.

échantillon : 1 2 3 4 5

intervalle de [ . ]
confiance ’

échantillon : 6 7 8 9 10

intervalle de
confiance

¢chantillon : 11 12 13 14 15

intervalle de
confiance

Reporter ces résultats sur le graphique suivant.

n° échantillon

£y

zj"1°'1‘5"" .

10

nol + I ‘ | . ,,,,,,,, .

0o | | 0,5 | | o
Rechercher la valeur de p en affichant la mémoire P (faire, en mode de calcul, ALPHA P EXE ou

ENTER .Attention le programme ne doit pas avoir été relancé entre temps car alors p a changg) :

P= . Indiquer la position de p sur le graphique.

e Deux intervalles de confiance sont-ils obligatoirement les mé€mes ? ..........c.oo.oooooioioii o
e Deux intervalles ont-ils obligatoirement le méme centre ? ...............cocooviiiiimiooeeeeeoeo
e Deux intervalles de confiance peuvent-ils n'avoir aucun élément commun ? ...
* Est-ce que p appartient nécessairement a l'intervalle de confiance donné par un échantillon ? .....................



126

Description et compte-rendu de l'activité
"Intervalles de confiance pour une fréquence"

Le fait que la valeur de p soit au départ inconnue permet de vivre le hasard en direct et
d'affiner I'opinion que I'on a de p au fur et 8 mesure des nouveaux intervalles calculés.

Exemple de simulation : 8.5398934713
8. 6789885 TET
B. 4681622833
A.6312377167
A, 3878921335
B.5521818165
- Dizsp -
échantillon : 1 2 3 4 5
intervalle de | [0.509 ; 0,671] | [0.468 ; 0.632] | [0.388;0.552] | [0.572;0.728] | [0.349 ; 0.511]
confiance
échantillon : 6 7 8 9 10
intervalle de | [0.448;0.612] | [0.468 ; 0.632] | [0.489:0.651] | [0.499; 0.661] | [0.339; 0.501]
confiance
échantillon : 11 12 13 14 15
intervalle de | [0.509;0.671] | [0.530;0.690] | [0.478 ; 0.642] | [0.428 ; 0.592] | [0.489 ; 0.651]
confiance
A
————
—————
U3 p >
Derniers intervalles et affichage de p : B. 42T TELAS1E
8. 5922335434
8. 48556808388
B.6514399612
P
a.5486537143

On constate, ici, que plusieurs intervalles ne contiennent pas la valeur de p.
Les demieres questions qui, présentées dans le cadre du cours, poseraient probléme,
trouvent, grace a l'expérience, une réponse toute naturelle.
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SIMULATION INTERVALLES DE CONFIANCE D'UNE MOYENNE
™ s5.0% [ omenes [MSROORIER = [ o, T v

ssssmsEs

intervalie 94% | 20 21 22 23 24 25 26 27

2389 ;25687 ]| VRAI
[ 23,082 ;24,683 ]| VRAI
23152 ;24983 ]| VRAI
[ 23,148 ;24937 ]| VRAI
22667 ;24478 ]| VRAI
23,568 ;25,369 ]| VRAI
[ 24,201 ;25842 ]| FAUX
23,133 ;24,879 ]| VRAI
22,733 ;24523 ]| VRAI
[ 23,282 ;24753 ]| VRAI
22,552 ;24,288 ]| VRAI
[ 23412 ;25263 ]| VRAI
23,89 ;25451 ]| VRAI
23252 :25228 ]| VRAI
22,855 ;24,646 ]| VRAI
23,416 ;25,055 ]| VRAI
23518 ;25143 ]| VRAI
22,974 ;24,723 ]| VRAI
23561 ;25218 ]| VRAI
22,366 ;23973 ]| FAUX
22,314 ;23997 ]| FAUX
23,105 ;24,894 ]| VRAI
23,799 ;25542 ]| VRAI
23,663 ;25086 ]| VRAI
[ 23,026 ;2475 ] VRAI
23391 :25318 ]| VRAI
{ 22428 ;24,068 ]| VRAI
[ 23846 ;25507 ]| VRAI
I 23536 ;25214 ]| VRAI
23951 ;25625 ]| VRAI
{ 23238 ;24839 ]| VRAI
[ 23271 ;24925 ]| VRAI
22,869 ;24,36 VRAI
22,753 ;24574 || VRAI
235652 ;25055 ]| VRAI
23505 ;25303 ]| VRAI
2356 ;25279 ]| VRAI
23,084 ;24792 ]| VRAI
[ 23089 ;24,884 ]| VRAI
22,896 ;24,589 ]| VRAI
2367 ;25426 ]| VRAI
I 23,355 ;24991 || VRAI
22456 ;2437 ]| VRAI
23,184 ;24706 }| VRAI
[ 23526 ;25379 ]| VRAI
2355 ;25042 ]| VRAI
22412 ;24,142 ]| VRAI
23643 ;25514 ]| VRAI
2333 ;25096 ]| VRAI
23522 ;25297 || VRAI
22,797 ;24473 )| VRAI
2345 ;25129 | VRAI
22864 ;24556 ]| VRAI
22,988 ;24933 || VRAI
| 23587 ;25329 || VRAI
[ 22756 ;24417 J| VRAI
f 2277 ;24158 ]| VRAI

23228 ;24,887 ]| VRAI
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C - ACTIVITES SUR EXCEL

D INTERVALLES DE CONFIANCE D'UNE MOYENNE

Situation : Le programme génére aléatoirement :

-lamoyenne m d'une population (occultée au début )

- une simulation globale de 100 ¢chantillons de 100 valeurs issus de cette population

L'utilisateur fixe un seuil de risque o.

Le programme détermine 100 intervalles de confiance de m au seuil de risque o a partir de chacun des
100 échantillons.

Objectif : Comparer le pourcentage d'intervalles de confiance vrais (c'est a dire contenant
effectivement m ) avec le seuil de confiance.

Mode d’emploi et déroulement du programme :
= Le seuil de risque o peut étre modifi€ a tout moment dans la cellule a droite de seuil de
risque : taper seulement la valeur sans le % puis Entrée au clavier. Le seuil de confiance est
calcul¢ en conséquence : vous ne pouvez donc pas le changer directement.
= Au lancement du programme l'ordinateur génére aléatoirement la moyenne m d'une
population qui reste inconnue de l'utilisateur (situation normale en estimation!) .. jusqu'a ce
qu'll demande l'affichage de m (voir plus bas).
= Ensuite l'ordinateur génére aléatoirement 100 échantillons de 100 valeurs issus de cette
population : ils sont visibles en se déplagant au moyen des ascenseurs vers la droite et vers le
bas. Chaque ligne représente un échantillon.
= Affichage de la moyenne X et de l'écart type o de chaque échantillon (toutes visibles a
I'aide de I'ascenseur vertical).
= Calcul des intervalles de confiance obtenus a partir de chacun des 100 échantillons par la
formule :
[X -toe /V(n-1) ,X +tog/V(n-1)Jou TI(t)=1-a/2 et n=100
= Visualisation des 100 intervalles de confiance sur un diagramme en barres flottantes.
= L'utilisateur peut, & tout moment, simuler un nouvel échantillonnage de la méme population
en cliquant sur le bouton |nouveaux échantillons | entrainant de nouveaux intervalles.
= Ll'utilisateur peut, & tout moment, connaitre m en cliquant sur le bouton .
Simultanément la véracité des 100 intervalles de confiance obtenus s'affiche, ainsi que le
pourcentage d'intervalles vrais au-dessous du seuil (ou niveau) de confiance.
= L'utilisateur peut, a tout moment, recommencer l'expérience avec une nouvelle population
de moyenne m inconnue en cliquant sur le bouton | nouvelle population | .

Suggestions :
1° Avant l'affichage de m:
- conjecturer sur la valeur de m aprés avoir simulé plusieurs échantillonnages

- remarquer que les intervalles n'ont pas tous la méme longueur puisqu'elle dépend de o
2° Apres l'affichage de m:

- comparer le pourcentage d'intervalles vrais avec le seuil de confiance

- répéter cette comparaison en simulant plusieurs échantillonnages

Remarques techniques :

1° Les valeurs du caractére étudié dans la population sont générées par la formule
=COS(2*PI()*ALEA())*RACINE(-2*LN(ALEA()))*s+m ous= o.

2° Attention : I'échelle du graphique, gérée par Excel, est susceptible de varier en cours de
manipulation.
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SIMULATION INTERVALLES DE CONFIANCE D'UNE FREQUENCE

sz_eull de 95,0%
risque

s

échantilion intervalle 94% 0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

557% ; 743% ]| VRAI

452% : 64,8% ]| VRAI
I 494% ;686% ] VRAI
.......... [ 557% ; 743% ]| VRAI
[ 546% . 734%] VRAI | | [ |

494% ; 686% ]| VRAI
53,5% ; 725% ]| VRAI

_________ 62,1% ; 799% ]| FAUX

432% :628%] VRAI | | | |
» [ 47.3% ;66,7% ]| VRAI

525% ; 715% ] VRAI
: :734% 1 VRAI
:686% 1] VRAI
............. ;648% ] VRAI
| o Y VIO
.657% ] VRAI
| :715% ]| VRAI
535% : 725% ]| VRAI
442% :638% ] VRAI
50,4% ; 696% ]| VRAI
483% ;677% ] VRAI
557% ; 743% ]| VRAI
[ 442% ;638% ] VRAI
632% : 80,8% ] FAUX

58.9% : 77.1% ]| VRAI

e e e = e A e s e e e e e e b L

46,3% ; 657% ] VRAI

e e e e e o e e e e o bl

422% - 618% ]| VRAI

| B 402% 598% ) FAUX | | | |
‘ [ 473% ;667%) VRAL | | | |

412% ; 608% || VRAI
49,4% ; 686% ]| VRAI
I 632% ; 80,8% ]| FAUX
I 535% ; 725% 1| VRAI

452% ; 64,.8% ]| VRAI

621% ; 799% }} FAUX

_____________ 504% ; 696% ]| VRAI
412% ;608%) VRAI | | | |
56,7% ; 753% ]| VRAI
557% ; 743% ]| VRAI
463% ; 657% 1| VRAI
514% ; 706% ]| VRAI
557% ; 743% ]| VRAI
463% ; 657% ]| VRAI
I 442% ;638% ]| VRAI
546% : 734% ] VRAI

_______________ 494% ;686% 1 VRAI
[ 504% :696% ) VRAI | ||| T

47,3% ; 66,7% ]| VRAI

56,7% ; 753% ]| VRAI
' 525% ; 715% ]| VRAI
442% ; 638%] VRAI
535% ; 725% ]| VRAI
546% ; 734% ]| VRAI

504% ; 696% J| VRAI

50,4% ; 696% }| VRAI
9% ] 483% ;677% ) VRAL { | |

483% :67,7%] VRAI
473% :667% ] VRAI

nouvelle
population

nouveaux
échantillons

fréquence dans la
population

afficher
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INTERVALLES DE CONFIANCE D'UNE FREQUENCE

Situation :

Le programme génére aléatoirement :

- la fréquence p d'un caractére dans une population (occultée au début )

- une simulation globale de 100 échantillons de 100 valeurs ( VRAIL FAUX) issus de cette population
L'utilisateur fixe un seuil de risque o.

Le programme détermine 100 intervalles de confiance de p au seuil de risque o a partir de chacun des
100 échantillons.

Objectif :
Comparer le pourcentage d'intervalles de confiance vrais (c'est a dire contenant effectivement p ) avec
le seuil de confiance.

Mode d’emploi et déroulement du programme :
= Le seuil de risque o peut étre modifié a tout moment dans la cellule a droite de seuil de
risque : taper seulement la valeur sans le % puis Entrée au clavier. Le seuil de confiance est
calculé en conséquence : vous ne pouvez donc pas le changer directement.
= Au lancement du programme I'ordinateur génére aléatoirement la fréquence p du caractére
dans une population qui reste inconnue de l'utilisateur (situation normale en estimation!)
...jusqu'a ce qu'il demande l'affichage de p (voir plus bas).
= Ensuite I'ordinateur génére aléatoirement 100 échantillons de 100 valeurs aléatoires d'une
variable de Bernoulli de paramétre p ( VRAI, FAUX) : ils sont visibles en se déplagant au
moyen des ascenseurs vers la droite et vers le bas. Chaque ligne représente un échantillon.
= Affichage de la fréquence f de chaque échantillon (toutes visibles a l'aide de I'ascenseur
vertical).
= Calcul des intervalles de confiance obtenus a partir de chacun des 100 échantillons par la
formule : [ £-tV(f(1-£)/(@-1)) ,f-tV(fA-£)/(@-1))] ou I(t)=1-0/2 et
n =100,
= Visualisation des 100 intervalles de confiance sur un diagramme en barres flottantes.
= L'utilisateur peut, a tout moment, simuler un nouvel échantillonnage de la méme population
en cliquant sur le bouton |nouveaux échantillons | entrainant de nouveaux intervalles.
= Ll'utilisateur peut, & tout moment, connaitre p en cliquant sur le bouton .
Simultanément la véracité des 100 intervalles de confiance obtenus s'affiche, ainsi que le
pourcentage d'intervalles vrais au dessous du seuil de confiance.
= L'utilisateur peut, a tout moment, recommencer I'expérience avec une nouvelle population
de paramétre p inconnu en cliquant sur le bouton [ nouvelle population | .

Suggestions :
1° Avant l'affichage de p:

- conjecturer sur la valeur de p aprés avoir simulé plusieurs échantillonnages

- remarquer que les intervalles n'ont pas tous la méme longueur puisqu'elle dépend de £
2° Apres l'affichage de p:

- comparer le pourcentage d'intervalles vrais avec le seuil de confiance

- répéter cette comparaison en simulant plusieurs échantillonnages

Remarques techniques :

1° Les valeurs d'une variable de Bernoulli de paramétre p sont générées par la formule =ALEA()<p
( qui géncre VRAI ou FAUX suivant que le nombre aléatoire est inférieur ou supérieur a p).

2° Attention : I'échelle du graphique, gérée par Excel, est susceptible de varier en cours de
manipulation.



SIMULATION

132




TESTS D'HYPOTHESE 133

"La seule certitude que j'ai, c'est d'étre dans le doute."
Pierre DESPROGES - 1986.

QO]MJWM

A - OBJECTIFS

e Expérimenter les cas ou un test d'hypothése échoue.
e Comprendre les notions d'erreur de premiére et de seconde espéce.
e Vérifier, par des calculs sur la loi normale, les pourcentages observés par simulation.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE

Niveau BTS 2°™ année.
Situation dans la Apr¢s le cours sur les tests d'hypothése d'une moyenne.
progression
Durée Non testg.
Nature des activités Construction d'un test d'hypothése relatif & une moyenne.

Simulation d'un grand nombre de tests alors que la validité (ou non) de
I'hypothese Ho nous est connue. Observation des tests "faux" selon les
deux types d'erreurs.
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~ QUAND LES TESTS ECHOUENT

CONSTRUCTION D'UN TEST RELATIF A UNE MOYENNE

Une entreprise produit en grande quantité des poutrelles métalliques. On considére la variable aléatoire
X qui, a chaque poutrelle tirée au hasard dans la production, associe sa longueur en millimétres. La
variable al€atoire X suit une loi normale de moyenne m et d'écart-type ¢ = 8.

Pour analyser la qualit¢ de la fabrication, on effectue un test bilatéral permettant, a la suite du
prélévement au hasard d'un échantillon de 50 poutrelles dans la production, de tester au seuil de
signification de 5 %, I'hypothése selon laquelle la longueur moyenne des poutrelles de la production
est bien m = 6150 mm.

Pour cela, on considere la variable aléatoire X qui, a tout échantillon aléatoire de 50 poutrelles de la
production, associe la moyenne des longueurs de ces 50 poutrelles. (On assimile les échantillons de 50
poutrelles a des échantillons prélevés avec remise).

1) Préciser I'hypothese nulle Hy et 'hypothése alternative H;.

Nous allons, dans la suite, étudier les cas ou le test échoue, c'est a dire accepte ou rejette a tort
I'hypothése H,. Ces erreurs sont de deux types :

H, est VRAIE H, est FAUSSE
Le test EXACT ERREUR
ACCEPTE H, N°2
Le test ERREUR EXACT
REJETTE H, Ne 1
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ERREUR DE 1" ESPECE

On considere une production pour laquelle H, est vraie, c'est a dire ou X suit la loi .4 (6150 : 8). Le
programme ci-dessous simule le prélevement de 50 échantillons de taille 50 et effectue, pour chaque
échantillon, le test d'hypothése précédent.

Introduire la valeur 6150. Le programme affiche, sur 50 tests, le pourcentage de tests acceptant H,

(durée~5mn!).

CASIO anciens modéles CASIO 6910->9990 TI 80 -81% - 82 -85 TI 83 — 92%
sans instruction For — mode Deg mode Deg mode Degree
"M"d "M"J :Disp "M" :Disp "M"
7> M ? - M. :Input M ‘Input M
0—>Nd 0 - N 0—-N 0—>N
1—1d For 1 — 1 To 50. :For (1,1,50) :For (1,1,50)
Lbl 1. 0—>S.] 08 08
,‘l’ > ij For 1 — 1 To 50.1 For (J,1,50) :For (J,1,50)
oy M+8cos(360Ran#)V(-2In | :M+8cos(360xrand)¥(- | :randNorm(M,8) + S — S
M+8cos(360Ran#)V(-2ln | Ran#) + S — 8.1 2n(rand)) +8 - § -End
Ran#) + 8 — S.J Next. ‘End $/50 > X
T+ —> T S50 —» X $/50 > X JIf abs(X - 6150) < 2.22
J <50 = Goto 2.1 Abs(X-6150) <222 = N JIf abs(X - 6150)<2.22 N+1—->N
S+50 - X +1 — NI N+1—->N End
Abs(X-6150)<2.22 =N Next. :End :Disp "HO VRAIE"
+1 - NJ "HO VRAIE" :Disp "HO VRAIE" :Disp 2xN
Bl -1 IN :Disp 2xN
1<50 = Goto 14
"HO VRAIE".
2N

= Pour obtenir certaines instructions :

» CASIO 6910 — 9990 : ? par PRGM ; For To Next par PRGM COM : Abs par OPTN NUM ; Ran# par OPTN
PROB ; < par PRGM REL ; => par PRGM JUMP.

* TI80 — 92 : Sur TI 83 85 92 possibilité d'utiliser CATALOG ; For If End par PRGM CTL ; int par MATH
NUM ; rand par MATH PRB ; Disp par PRGM I/O. Sur TI 92 : " par 2™ CHAR 3 puis 2 ; < par 2™ CHAR 3
puis C.

% Particularités sur certains modeles

¢ TI 81 : Remplacer les instructions For et Next comme pour les anciens modéles CASIO.

¢ TI 92 : La syntaxe est For I,1,50 et remplacer End par EndFor.

Quel est, pour votre simulation, le pourcentage de tests acceptant Ho 7.
Quel est, pour votre simulation, le pourcentage de tests commettant l'erreur de premiére espece ? ..ol

~ Déterminer le pourcentage théorique, sur un grand
nombre de tests, des erreurs de premiére espéce.

/\ j e

N (6150 , 8(50))

614778 615222
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ERREUR DE SECONDE ESPECE

On suppose maintenant que X (pour la production) suit la loi normale .4 (6153 , 8). Clest une
différence sensible par rapport a la valeur m = 6150 testée et le test devrait rejeter I'hypothése H.

Voyez ce qu'il en est en utilisant le programme précédent, aprés avoir introduit la valeur 6153.

Quel est, pour votre simulation, le pourcentage de tests acceptant Ho ?..............coooooooooo
Comparer avec les simulations d'autres €tudiants. ....................occcooooooooooiooeoooo
C'est le pourcentage de tests commettant l'erreur de seconde espéce.

= Hachurer, sur le graphique ci-contre, la surface
- correspondant théoriquement au pourcentage, sur
\ ' / \ i . un grand nombre de tests, des erreurs de seconde
| espece.

' Calculer ce pourcentage et comparer avec vos
Ai6153 , 8/\/(50)) simulations.

N (6150, 8/

6152,22

i

Reprendre le programme précédent en introduisant la valeur 6154. D'aprés cette derniére simulation,
a combien pouvez-vous estimer l'erreur de seconde espéce lorsque X suit la loi A (6154 ; 8) ?
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Description et compte-rendu de l'activité

"Quand les tests échouent”

Construction du test :
L'énonce s'inspire du BTS Constructions métalliques 1996.
1) On teste Hy "m = 6150" contre H; "m = 6150".

2) Sous Ihypothése Ho, X suit la loi 4/ (6150 : >

ok

8
3) On trouve h = 1,96x —— ~ 2,22 4 107 prés.
) J50

4) Pour chaque échantillon, on calcule x .

Si X € [6147,78 ; 6152,22], H, est acceptée, sinon, H, est refusée.
Erreur de premiére espéce :

Exemples de simulations :

? Tiw Y Tuv 3 i
6150 s-birafl sic Fitra o PramI0f ses a-o
?
gg vraie 6150
entrer m HO vraie
? 96.
6150 entrer m
?
gg . vraie i1s8
MAIN ®HOG wraie
|94.
AN RAD APFROR FUNC 10730

L'erreur de premiére espéce correspond a la zone de rejet, alors que H, est vraie, clest a
dire, théoriquement, 5%.

Erreur de seconde espéce :

Exemples de simulations lorsque I'on introduit la valeur 6153 :

SRR PSSR A - FE .
~ e g dan s 2 i g H :
> i b FE Io
6153 L3 ran H
HB vraie
30.
entrer m
o .
6153 entrer m
: ?
gg urale 6153
b HO vraie
20,
MAIN RAD_AFPROX FUNC 30730

L'erreur de seconde espéce correspond dans ce cas a P(i <6152,22) ou X suit la loi

8
N (6153 ; —).
( 55 )
Sur Tl 83 ou CASIO 9940 ou 9990, on peut faire normalcdf(-1599,6152.22,6153,8/+(50)) qui
donne environ 24,5 %.
En entrant la valeur 6154, on devrait théoriquement observer une erreur de seconde espéce

d'environ 6 %. IﬁpngEST

76154
[HB VRAIE

Done
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139

A - OBJECTIFS

"Ainsi tout probléme de probabilité offre deux périodes d'étude : la
premiére, métaphysique pour ainsi dire, qui légitime telle ou telle
convention ; la seconde, mathématique, qui applique & ces
conventions les régles du calcul.”

H. POINCARE - Calcul des probabilités - 1896.

Do ontrorondiodl

e Valider par I'expérience le modele de la loi exponentielle.
¢ Mettre la loi exponentielle en situation dans des domaines proches de la vie de I'entreprise.

B - ACTIVITES SUR CALCULATRICE page 140

Niveau BTS 2™ année.
Situation dans la Aprés le cours sur la loi exponentielle.
progression
Durée Simulation de pannes : Un peu plus d'1 h.

Files d'attente : 2h.

Nature des activités

E’IABILITE : Simulation de pannes a taux d'avarie constantl
A vpartir d'un historique statistique de pannes (ici simulé), on
recherche la nature de leur loi de fagon a organiser la maintenance.
On soumet a l'expérience le modéle de la loi exponentielle, en
partant d'un programme simple ou le taux d'avarie est constant (au
lieu de simuler directement une loi exponentielle).

|LOI EXPONENTIELLE : File d'attentc|

On fait une simulation 14 ou la théorie est inaccessible au niveau BTS. On
met la loi exponentielle (et les connaissances des éléves dans ce domaine)
en situation originale, pour une étude qui se veut proche des
préoccupations de l'entreprise. Les domaines d'application des files
d'attentes sont nombreux (ici la maintenance, mais il pourrait s'agir, dans
le tertiaire, d'attente a un guichet de banque, ou, en informatique, d'attente
de documents pour I'impression etc ...).

C - ACTIVITES SUR EXCEL page 150

Loi exponentielle.
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SIMULATION

FIABILITE : Simulation de pannes a taux d'avarie constant

La loi exponentielle a I'épreuve de I'expérience
(D'apres BTS Maintenance 90)

Vous &tes technicien supérieur dans votre entreprise et vous avez été chargé d'étudier plus

particuliérement le cas de la piéce JB 007.

Cette picce est supposée avoir un taux d'avarie par heure de 0,007.
Vous allez simuler le fonctionnement de cette piéce en utilisant I'instruction Int ( Ran# + 0.007 ).

Quelles valeurs peut prendre cette instruction, avec quelle probabilité ?

Simulation du temps de bon fonctionnement
Dans la simulation, le temps n'est pas continu mais "saute" d'heure en heure.

Commentaires CASIO CASIO 691059990 T.I 80 - 81 T.I 82 83 85 92
(sans instruction While) (sans instruction While)
I: compteur du temps | -1 - 1. 0—>14d =11 01
de bon Lbl 1. While Int( Ran# + ‘Lbl 1 :While int( rand +
fonctionnement (en |+ 1 5] 0.007)=0 J+1 -1 0.007)=0
heures). Int (Ran# +0.007)=|1+1>1. : Ifint (rand+0.007)=| 1+ 1 -1
0= Goto 1 WhileEnd . 0 :End
I 1 :Goto 1 Disp 1
:Disp I
> Particularités sur certains modéles :
e TI 85 : Test en = = par 2" TEST. ¢ TI92: syntaxe rand( ) et EndWhile.
A l'aide du programme précédent, établir un historique de 20 TBF :
Regrouper vos résultats dans les 15 classes suivantes :
Classes 10;25] 125:50] | ]50;75] | 175:100] | ]100:125] [ ]125;150] | ]150,175] | ]175:200]
Effectif
Classes | ]200;225] | ]225;250] | ]250;275] | 1275:300] | ]300;325] | 1325.350] 1350;+00]
Effectif

Compléter le tableau ci-dessous, en ajoutant pour chaque classe a vos effectifs, ceux obtenus par

les autres étudiants, puis en utilisant la méthode des rangs bruts :

TBF t; (en heures)

Effectifs

Effectifs cumulés

F(t) en %

R(t;) en %

25

50

75

100

125

150

175

200

225

250

275

300

325

350

> 350
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On note R(t) la probabilité de survie du matériel a la date t. En utilisant la feuille de papier semi-
logarithmique et I'historique (simulé), justifier I'approche de R(t) par une loi exponentielle :

Déterminer graphiquement la MTBF de 1a pi€ce JB 007 © .........o.oooovvomimoeoooooeooe
Quelle valeur obtenez-vous pour A, paramétre de la loi exponentielle ? ...

On se propose de prévoir une politique de maintenance sur une période de 286 heures.
Le programme suivant effectue une simulation du nombre de pannes sur [0:286] :

Commentaires CASIO CASIO 691059990 T.1 80 -81 T.I 82 83 85 92™
(sans instruction While) (sans instruction While)
N compteur du 0>NdJ 0> N 0> N ‘0> N
nombre de pannes. |0 — 1 .J 014 01 01
I compteur du temps. | 1] 1 While I < 286 1 Lbl 1 :While I < 286
Int (Ran# + 0.007) + | Int (Ran# + 0.007) + | :Int (Rand +0.007) + | :int (rand + 0.007) +
N> N. N->N.J N->N N->N
I+1->14d I+1->14 I+1-51 I+1-1
1<286 = Goto 1 1 | WhileEnd .J If1<286 :End
N N :Goto 1 :Disp N
:Disp N
Noter le nombre de pannes sur l'intervalle [0 ; 286] pour 10 simulations précédentes :
nb de pannes 0 1 2 3 4 5 6
nb de
simulations
Compléter vos résultats a l'aide de ceux des autres étudiants
nb de pannes 0 1 2 3 4 5 6
%

Lorsque le taux d'avarie A est constant, la variable aléatoire X qui, a toute période de 286 heures,

associe le nombre de pannes, suit la loi de Poisson de paramétre Ax286.

En prenant A = 0,007, que vaut le paramétre de laloi de X ? ........ocooooooovooo
Compléter, a l'aide du formulaire officiel le tableau suivant, puis comparer a la simulation du @

k=nb de 0 1 2 3 4 5 6
pannes

PX=k)
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Description et compte-rendu de I'activité
"Fiabilité : pannes a taux d'avarie constant”

Le temps étant discret dans la simulation (saut d'heure en heure), on simule une loi
géometrique plutdt qu'une loi exponentielle.

T : temps d'attente d'une | X : nombre de pannes

panne sur [0 ; 286]
Temps continu &(0,007) P(M~2)
Temps discret % (p=0,007) A (286 ;0.007)
avec P(T=k) = p(1-p)*

Les lois a temps discret sont des approximations des lois & temps continu correspondantes.

= DEROULEMENT :
Les programmes de ce T.P. sont volontairement simples, de fagon & privilégier la mise en
commun et l'analyse des résultats.

Aprés avoir compris le sens du programme entré dans la calculatrice, chacun simule 20
temps de bon fonctionnement. Bien malin celui qui pourrait, & ce stade, déceler une loi dans
l'arrivée de ces TBF.

La mise en commun des simulations nous a permis de faire un historique sur 200 TBF :
TBF (h) 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350
R(t) % 61 64 5 50 43 35 29 24 18 15 12 9 8 5

On obtient, sur papier semi-log., avec les résultats précédents, un nuage de points a
I'alignement trés convenable sur le point de coordonnées (t=0 ; 100%), sauf pour le dernier

1
point (fréquent dans la pratique). On lit une MTBF d'environ 130 heures d'ou A = —l-é—(—)w

0,0077. Ce qui est raisonnable.

L'écart-type de la loi & (0,007) étant ¢ = };, ~ 142 h, on peut estimer I'écart-type sur les

c
moyennes des différents échantillons de 200 TBF a «/565% 10 h, ce qui est suffisant pour

obtenir un résultat convenable pour A.

Pour le nombre de pannes durant l'intervalle de temps [0;286], on est sensé retrouver la
répartition de la loi #(2).

Sur 100 simulations, on a par exemple obtenu :

nb pannes 0 1 2 3 4 5 6

fréquences % 13% 29% 28% 18% 8% 4% 0%

A comparer avec les valeurs de la loi #(2):
13,5 27,1 27,1 180 9,0 36 0,12% .

= PROLONGEMENT :

On peut construire un TP analogue a partir de simulation de pannes a taux d'avarie variable,
selon le modeéle des lois de Weibull (BTS Maintenance).

En remplagant par exemple l'instruction Int(Ran# + 0.007) par Int(Ran#+(2.4+-50)x(1+-50)"1.4)

2,4

on a un taux d'avarie A(t) = ——

2,4-1
50 (_) correspondant a une loi de Weibull de paramétres

50

y=0,n=50,p=24.




144

e T 7T L Y
gy g\ f*!; 3
TRAYAL

DN NG,
1§ W i L

LOI EXPONENTIELLE : File d'attente

Dans une entreprise, un ouvrier est chargé de la
réparation d'un certain type de machine.

Les machines, identiques, sont en nombre Asrivée dune File d'attente
important et tombent en panne de fagon aléatoire, machine en panne
indépendamment les unes des autres. Elles sont —
alors conduites a son atelier, ou le temps de
réparation est également variable. Il s'établit alors
une "file" de machines en panne en "attente" de pywr
réparation. machine

e Réparation

Il s'agit d'étudier le phénoméne afin d'évaluer son cofit pour I'entreprise.

Etude des pannes de machines :

L'¢équipe de maintenance a relevé les temps entre chaque arrivée, en heures, des 9 premiéres pannes et
a obtenu les temps t; suivants (rangés en ordre croissant).

t; en heures F(t) en % R(t) en %

0.42

0.89

1,41

2,06

2,77

3,67

4,84

6,44

9.19

A T'aide de la méthode des rangs moyens, compléter le tableau ci-dessus.

Tracer le nuage des points Mi(t; ; R(t;)) sur du papier semi-logarithmique.

On note T, la variable aléatoire qui, a chaque panne, associe le temps d'attente en heures avant
l'arrivée de la prochaine panne.

Expliquer pourquoi on peut estimer que T, suit une loi exponentielle de paramétre A que l'on
précisera.
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Etude des temps de réparation :
L'observation de 100 réparations a permis d'établir le tableau suivant (rangs bruts) :

temps de réparation | temps t; (centres) nombre de F(t) R(t) vi=In R(t)

(classes) en heures réparations al10’® prés
10 : 1] 0,5 24 0,24
11 ;2] 1,5 19 0,43
12:3] 2.5 15 0,58
13:4] 3.5 11 0,69
14 ;5] 4,5 9 0,78
15 ;6] 5.5 5 0.83
16 ;7] 6,5 4 0,87
17:.8] 7.5 5 0,92
18:9] 8.5 2 0,94
19; 10] 9.5 2 0,96
110 ; 11] 10,5 1 0,97

Compléter le tableau ci-dessus.

En ne prenant pas en compte la demiére valeur (>11), déterminer a l'aide de la calculatrice, une
¢quation y = at + b de la droite d'ajustement de y en t, selon la méthode des moindres carrés, ainsi que
le coefficient de corrélation entre y et t.

En déduire la loi suivie par la variable aléatoire Tx qui, 4 chaque machine a réparer, associe son temps
de réparation en heures.

Etude de la file d'attente :

On suppose que T, suit la loi exponentielle &' (A =0,25) et que Ts suit la loi exponenticlle
& (u=0,30).
Comparer le temps moyen entre deux arrivées, E(T,), et le temps moyen d'une réparation, E(Tg) :

Le programme suivant, aprés introduction des valeurs de A et p, simule sur un graphique,
I'évolution de la longueur de la file d'attente ("queue") en fonction du temps, puis affiche la longueur
moyenne de la file d'attente (y compris la machine en réparation) sur l'intervalle de temps

[0 ; #2000 h}.
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Organigramme et commentaires CASIO TEXAS INSTRUMENTS
L : valeur de A ViewWindow 0,2000,500,0,15,5 0 |:0 — Xmin
M :valeur de p ?7->LJd 2000 - Xmax
A : temps d'attente d'arrivée de la ?2 >MJ :500 — Xscl
prochaine panne. 0->B. :0 > Ymin
R : temps de la réparation en cours. |1 _, Q. 15 = Ymax
Q : longueur de la queue. (-InRan#) +L - C . 5 — Yscl
C : horloge. Plot C,Q .. ‘PlotsOff
Entrer L puis M (-InRan#) + M >R :ClrDraw
Simulation de A (-In Ran#) + L —> A . Input L
QaletCaA Lbl 1 . ‘Input M
Marquer le pt (C.Q) A>R = Goto 3 0 ->B
Simulation de A et R R-A SR :1__>Q
1 Lbl 2 :(-In (rand)) /L - C
C+A>Cu P-On (C.Q)
(arrivée) (sortie) Q+1->Qu :(-In (rand)) /L - A
Ty (InRan#)+L - A ELbll (Sur TI 85-92 : Lbl Al )
C+R->C Goto 4 :Ié‘A>3R .
Q-15Q Lbl3 4 :Goto (Sur TI 85-92 : Goto A3)
C+A-C A-R— A R-A->R
Q+1-50Q :Lbl 2
¥ y C+R->Cd C+A - C
I Simulation A I | Simulation R l B+QR—>B. 'Bb +QxA > B
. X
\/ Q -1 Q.:] :Q +1 - Q_)
Marquer le point (-InRan#)+M —>R :(-In (rand)) /L - A
(C;Q) Lbl4 4 -Goto 4
PlotC,Qd Lbl 3
oul NON C 22000 = Goto 5 . ‘A-R—A
@ Q=0 = Goto2 .C+R>C
Goto 1 . B+QxR —>B
(B sert au calcul de la longueur Lbl 5 J Q-1-Q
moyenne de la queue) B+C :(-In (rand)) /M —> R
:Lbl 4
Pt-On(C, Q)
If C > 2000
:Goto 5
Q=0 (Sur TI8S : ==)
:Goto 2
:Goto 1
:Lbl 5
DispB/C

= Pour obtenir certaines instructions :
* CASIO 6910 — 9990 : Ran# par OPTN PROB ;Plot par Sketch PLOT ; >> = par PRGM REL ; Lbl Goto =

par PRGM JUMP.

* TI 80 — 92 : Sur TI 83 85 92 possibilit¢ d'utiliser CATALOG ; PlotsOff par 2" STAT PLOT ; ClrDraw par
2" DRAW ; rand par MATH PRB ; Pt-On par 2° DRAW POINTS ; Lbl Goto par PRGM CTL ;> >=par 2™

TEST ; Disp par PRGM 1/0.

% Particularités sur certains modéles :
* TI 85 et TI 92 : Numéros des Lbl et Goto, ajouter la lettre A (Lbl A1, Lbl A2 ... Goto Al , Goto A2 ..).
e T1 85 : La syntaxe du test d'égalité est = = par TEST.

o TT 92 : Syntaxe rand( ) et PtOn C,Q.

Quelle est la longueur moyenne de la file d'attente, obtenue par votre simulation ? ...
Effectuer la moyenne de ces moyennes, pour la classe :
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Etude du coit de la file d'attente :

Le colit du mécanicien (salaire + charges) est de 80 F / heure.

Le coiit d'une machine immobilisée (salaire de l'ouvrier + charges + perte de production) est de 200 F /
heure.

En supposant que la longueur moyenne de la queue est m = 5 machines, et sur une base de 35 heures,
déterminer :

@ le COlt dU MECAMICIEN I ...ttt

m
¢ le colit moyen d'immobilisation des machines : 35x200XAX = = _.........cocooooioieeee e

o le coiit total moyen espére pour 'eNtrePriSE © ................coooovoviviiieieeeeeeeeee oo
L'embauche d'un second mécanicien permettrait d'abaisser le temps moyen d'une réparation a 2 heures.

En supposant que Tr suive toujours une loi exponentielle, quel est la nouvelle valeur (estimée) de p ? ...........
Aprés avoir effacé I'écran graphique de la calculatrice, refaire une simulation de la file d'attente avec

cette nouvelle valeur pour p de fagon a évaluer la valeur moyenne m de la longueur de queue dans ces
conditions : pour ma SIMUIAtION, M A ...t

En supposant que la longueur moyenne de la queue est m = 1 machine, et sur une base de 35 heures,
déterminer, dans les conditions précédentes :
@ le colit des deux MECANICIENS © .......oouiviiiiiiiiiit oo

m
¢ le coiit moyen d'immobilisation des machines : 35x200xAx —;I e

e le colit total moyen esSpéré pour I'SNtrePriSe & ................ooooi oo
Conclusion :



148 SIMULATION

Description et compte-rendu de I'activité

"Files d'attente"

L'évolution des files d'attente est toujours surprenante (effet d'accumulation que I'on a tous
vécu au supermarché, une administration...) et son étude est économiquement importante
(d'autant qu'ici, un "happy end" veut qu'elle conduise & l'embauche d'un employé
supplémentaire).

L'aspect simulation est développé dans un article de "Pour la science" (réf. [2]). Pour des
justifications théoriques pas trop compliquées, on peut consulter [4].

et|2]: On étudie les lois d'arrivée et de sortie selon les techniques de I'examen (BTS) :
Graphiquement, avec le papier semi-log., ou par régression linéaire aprés changement de
variable.

On trouve comme parameétres :

A l'arrivée & (1) avec A = 0,25 soit, en moyenne (MTBF), une arrivée de machine en panne
toutes les 4 heures.

A la sortie &(u) avec u = 0,30 soit, en moyenne, un temps de réparation de 3,33 heures.

Il semble donc que l'on ait un écart raisonnable, pour éviter une trop grande attente. Et

pourtant ...
Au fur et @ mesure que le programme se déroule, la longueur de la queue s'affiche a
I'écran, puis, a la fin, sa longueur moyenne :
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. T T .3 <
8.681665297| .:: =y L 3.628429322|c = ? o :
#=200n vei e e
Images TI 83 et TI 92 :
T 7.3
4,792949293 ol 9.255367983) -
Done I Donell -.
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5.673950182 o 5.2814675608(:
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- — I.
G .. E,_F.‘v Tt .,; T : —
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] - - U - R ] ea— - -
3 DD ToLLIton mnminooci s sty T .
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On obtient, sur les 12 simulations précédentes, comme longueur moyenne de la file sur 2000
heures : ~ 5,3 machines.
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Le résultat théorique (voir [3]) est, en moyenne, = 5 machines dans la file d'attente (y

compris la machine en réparation) en régime stationnaire. L'écart entre les simulations est
parfois important. L'observation sur 2000 heures est un compromis entre le temps de calcul
et le désir de suivre "en direct" sur un graphique I'évolution de la file d'attente.

Etude du colt.

1. Avec A = 0,25 ; u = 0,30 et un seul mécanicien : 35x80 + 35x200x0,25x

5
~31967F.
0

>

2. Avec L =0,25; y = 0,50 et deux mécaniciens :
Exemples de simulations :

BNV} o iy g T ?- 5

e o KRS v v v

- v 2 zaon[Trace RetraphliathiDr o]« 1. 2?69?'%3
? 7. 25

-3 2.5

. 698609 1.147674
? Do
.25 L]

?

3 o DTl .

.91115 b e v i e e et e e e N e e s
(MAIN | T I - —'

MAaIN RAD AFPROY FUNL

Le résultat théorique est, en moyenne,

}b= 1 machine dans la file d'attente, d'ou

1
+ ~ 91 .
35x160 + 35x200x0,25x 050 9100 F

2

Les chiffres ne sont peut-étre pas trés réalistes, mais c'est pour le besoin de la cause. On
conclut donc a l'urgence d'une embauche.
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C - ACTIVITES SUR EXCEL

LOI EXPONENTIELLE

Situation :

Simulation globale de 500 temps de bon fonctionnement d’une piéce ayant un taux d’avarie constant.
Etude de fiabilité de cette picce sur le modéle exponentiel.

Cette manipulation reprend la situation de l'activité |1] sur calculatrice : Simulation de pannes a taux
d'avarie constant ( cf. page 140).

Objectif :
Vérifier que la fiabilité des pi¢ces étudiées est proche de la loi exponentielle dont le paramétre est le
taux d'avarie.

Mode d’emploi et déroulement du programme :
= Le taux peut étre changé en cliquant sur le bouton .( Pour des raisons de
programmation, le taux doit étre compris entre 0,0001 et 0,25; dans les autres cas il vous
suffira de changer I'unité de temps).
= Statistique descriptive :
- TBF simulés en vrac dans la colonne de gauche (visibles en se déplagant au moyen de
l'ascenseur vertical).
- Regroupement des TBF en 30 classes variables suivant le taux pour utiliser au micux les
données.
- Estimation des fiabilités par la méthode des rangs bruts.
= Statistique inférentielle :
- Ajustement des fiabilités aux TBF par une régression exponentielle forgant le coefficient
multiplicatifa 1.
- Affichage du paramétre A de la loi exponentielle ajustant cette distribution et affichage de la
MTBEF et du coefficient de corrélation r ( négatif ).
- Nuage de points et courbe de régression sur “papier semi-logarithmique”.
= Renouvellement des 500 TBF simulés en cliquant sur le bouton [NOUVELLE SIMULATION]| .

Suggestions :
1° Observer qu’en renouvelant la simulation (sans changer le taux) les valeurs de A restent voisines du
taux d’avarie.
2° Justifier la légitimité de l'ajustement
- visuellement sur le papier semi-logarithmique.
- par un coefficient de corrélation r trés proche de -1.
3° Remarquer que r <0 (la fiabilité est une fonction décroissante).

Remarques techniques :

1° Ci-dessous un extrait de la macro-commande en VBA générant les TBF aléatoires dans les cellules
A6 a A505 al'aide d'une boucle.

For j=6 To 505

i=0
While Int(Rnd + taux) = 0
i=i+1
Wend
Range("A" & j).FormulaR1Cl =i

Next
Le processus est expliqué page 143.

2° La valeur de A est obtenue par la formule -LN(INDEX(LOGREG(J13 J26;E13:E26.FAUX).1)).
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La plage J13:J26 contient les R ( t;) ; la plage E13:E26 contient les t; .

La fonction LOGREG génére une matrice de résultats relatifs a une régression exponentielle
(contrairement a ce que son nom laisse penser ) sous la forme b m *.

Le 3° argument ( FAUX ) impose b = 1.

La fonction INDEX avec pour 2°™ argument 1 donne le 1% élément de la matrice qui est m.
Etbiensir, A=-Inm.

Un autre ¢lément de la matrice permet d’obtenir le coefficient de corrélation r .
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SIMULATION

Microsoft Excel - Exemples
! _:]Exchier Edition Affichage Insertion Format Outis Données Fenétre 2

i i i i o | 1 i B i 5
DR SRV BRI -~ Q@ = £ BIH > - B
P45 » =!
A 1 B I c ] D E ] F | [E) I KL N —
1 Fonctions de simulation 2
_ simulation_uniforme( dovae._inf- borme_ sup: enticre; volatife |
_ bome inférieure borne supérieure  entiére volatile simulation i
-2 3 YRAI FAUX 1 x
FAUY FAUX 1.7378651 Taper 12 touche de —_—
YRAl vRAl b fonction F§
FAUX VRAl -1,7165537
imul b Hifp: ]
[ volatile lati
04 FALY ] Taper latouche de
12 VYRAI 1 ‘C[ fonstion F8 :l
1B
14 si _bil lef & p: e )
15 n [ volatile imulati
18 20 04 FAUX 9 Taper la touche de
17 YRAl s—C[ fonction st
18
|13 | simulation_géomeétrique{ - valatile
p volatile simulation
05 FAUKX 4 Taper la toushe de
YRAI 1 -<:[\ fonction F§ I
imulati ( Jambdar volatife
lambda volatile simulation
15 FAUX 0 Taper la touche de
YRAl 1 —4 fonction F9 l
| simulation_normale{ m; sigma- wolatie
m sigma volatile imulati
10 2 FAUY 12,023014 Taper latauche de
VRAl 8,1946765 <[ fonction F$ ]
14/ ¢ » |\ TABLE DES MATIERES \EXEMPLES / | ¢]
Prét f MAY NUM

R Démarer| B Microsoft Word - Page163| yBrochuse 33 (version 20.. | yMacrofonctions complé... |3 Microsoft Excel - Ex... (/B> 0300
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164 SIMULATION

MACRO-FONCTIONS COMPLEMENTAIRES]

Pour votre usage personnel, vous trouverez sur la disquette, un fichier contenant diverses fonctions de
simulation, de statistique descriptive, de statistique inférentielle et de probabilités. Nous avons crée ces
fonctions qui n'existent pas en standard sur Excel.

Ce fichier se nomme Fonctions statistiques complémentaires. 11 se situe dans le dossier Fonctions
complémentaires de la disquette.

Vous devrez le copier, sur votre disque dur, dans le dossier XLOuvrir dont le chemin est
vraisemblablement C:\Program Files\Microsoft Office\Office\XLOuvrir.

Les fonctions qu'il contient seront alors disponibles dés l'ouverture d'Excel, dans I'Assistant fonction,
rubrique Tous.

Le dossier Fonctions complémentaires contient en outre un fichier Excel nommé Exemples qui vous
aidera a comprendre le maniement de ces fonctions.

1° Fonctions de simulation :

Ces fonctions simulent des lois de probabilité usuelles.

Elles ont toutes pour dernier argument volatile. Une fonction volatile, sur Excel, est une fonction qui
est recalculée automatiquement aprés chaque entrée ou lorsqu'on donne I'ordre de recalcul (raccourci
au clavier par la touche de fonction F9). La volatilité d'une fonction peut étre considérée comme un
avantage ou un inconvénient, suivant les circonstances. Les fonctions de simulation fournies en
standard sur Excel, ALEA() et ALEA.ENTRE.BORNES() sont volatiles. Ceci agace les utilisateurs
pendant |'¢laboration de leur feuille de calcul car les valeurs simulées changent continuellement aprés
chaque entrée ! Par contre, quand I'ouvrage est terminé, une simple pression sur F9 régénére la
simulation a volonté ...

C'est pourquoi nous avons inclus dans les arguments de nos fonctions I'option de volatilité. En donnant
la valeur VRAI (ou 1) a l'argument volatile, la fonction est volatile ; en lui donnant la valeur FAUX
(ou 0), elle ne I'est pas.

Conseil méthodologique : en phase de création de votre feuille de calcul, pour calmer la frénésie de
recalcul d'Excel, donnez a l'argument volatile la valeur FAUX, ou mieux, entrez-y la référence
absolue* d'une cellule ol vous taperez 0 ; par la suite, quand vous voudrez que la simulation devienne
volatile, remplacez 0 par 1 ; puis redonnez la valeur 0 si vous revenez en phase de création ...

* référence absolue = référence du type $A81 au lieu de A1 (référence relative).

> simulation_uniforme(borne_inf;borne_sup;entiére; volatile)
= simule une loi uniforme sur un intervalle

borne_inf borne inférieure de l'intervalle

borne_sup borne supérieure de l'intervalle

entiere VRALI si on veut des valeurs entiéres, sinon FAUX

volatile VRAI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

%, Remarques :
« simulation_uniforme(0;1,FAUX; VRAI) équivaut a ALEA().
+ simulation_uniforme(borne_inf, borne_sup;VRAI,VRAI) équivaut 8 ALEA.ENTRE.BORNES (borme_inf;bome_sup).

» simulation_bernoulli(p;volatile)
= simule une loi de Bernoull
)4 probabilité de succes
volatile VRAI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX
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> simulation_binomiale(n;p;volatile)
= simule une loi binomiale

n nombre d'épreuves
p probabilité de succes
volatile VRAI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

» simulation_géométrique(p;volatile)
= simule une loi géométrique
)4 probabilité de succes
volatile VRAI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

» simulation_poisson(lambda;volatile)
= simule une loi de Poisson
lambda moyenne
volatile VRAI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

> simulation_normale(m;sigma;volatile)
= simule une loi normale

m moyenne
sigma écart-type
volatile VRAL si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

» simulation_exponentielle(lambda;volatile)
= simule une loi exponentielle

lambda parameétre
volatile VRAI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

> simulation_weibull(béta;gamma;eta;volatile)
= simule une loi de Weibull

béta paramétre de forme

gamma parametre d'échelle

eta parametre de repérage

volatile VRALI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

» tirage_avec_remise(borne_inf;borne_sup;volatile)
= renvoie une matrice ligne d'entiers tirés au sort entre deux nombres avec remise

borne_inf entier inférieur
borne_sup entier supérieur
volatile VRALI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

@ Sélectionner une plage dans une ligne, saisir la formule et, le curseur étant dans la barre de
formule, entrer en maintenant les touches Ctrl+Maj enfoncées.
% Exemple d'utilisation : simuler une série de tirages a la roulette....

> tirage_sans_remise(borne_inf;borne_sup;volatile)
= renvoie une matrice ligne d'entiers tirés au sort entre deux nombres avec remise

borne_inf entier inférieur
borne _sup entier supérieur
volatile VRAI si on veut que la simulation soit recalculée a chaque entrée, sinon FAUX

@ Sélectionner une plage dans une ligne, saisir la formule et, le curseur étant dans la barre de
Sformule, entrer en maintenant les touches Ctri+Maj enfoncées.
& Exemples d'utilisation : simuler des tiercés, des tirages du loto...
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2° Fonctions de statistique descriptive :

Les fonctions statistiques standard d'Excel ne calculent que les caractéristiques d'une série de

valeurs en vrac et ne permettent donc pas de calculer, de fagon simple, ces caractéristiques dans le
cas d'une série statistique (valeurs avec effectifs).

> moyenne_pondérée(valeurs_x; effectifs_n)
= renvoie la moyenne arithmétique d'une série, de valeurs affectées d'effectifs.
valeurs x plage des valeurs dont on calcule la moyenne
effectifs n plage contenant les effectifs dont sont affectées ces valeurs
(les deux plages doivent avoir la méme forme)
» variance_pondérée_p(valeurs_x; effectifs_n)
= renvoie la variance d'une série, considérée comme une population, de valeurs affectées d'effectifs.
valeurs x plage des valeurs dont on calcule la variance
effectifs n plage contenant les effectifs dont sont affectées ces valeurs
(les deux plages doivent avoir la méme forme)
» variance_pondérée(valeurs_x; effectifs_n)
= renvoie la variance d'une série, considérée comme un échantillon, de valeurs affectées d'effectifs.
valeurs x plage des valeurs dont on calcule la variance
effectifs n

plage contenant les effectifs dont sont affectées ces valeurs
(les deux plages doivent avoir la méme forme)

écart_type_pondéré_p(valeurs_x; effectifs n)

= renvoie I'écart-type d'une série, considérée comme une population, de valeurs affectées d'effectifs.
valeurs x plage des valeurs dont on calcule I'écart-type
effectifs n

plage contenant les effectifs dont sont affectées ces valeurs
(les deux plages doivent avoir la méme forme)

écart_type_pondéré(valeurs_x; effectifs_n)

= renvoie I'écart-type d'une série, considérée comme un échantillon, de valeurs affectées d'effectifs.
valeurs x  plage des valeurs dont on calcule I'écart-type
effectifs n

plage contenant les effectifs dont sont affectées ces valeurs
(les deux plages doivent avoir la méme forme)

écart_moyen_pondéré(valeurs_x; effectifs_n)

= renvoie l'écart moyen d'une série de valeurs affectées d'effectifs.
valeurs_x  plage des valeurs dont on calcule la variance
effectifs n

plage contenant les effectifs dont sont affectées ces valeurs
(Ies deux plages doivent avoir la méme forme)

médiane_pondérée(valeurs_x; effectifs_n)

= renvoie la médiane d'une série de valeurs affectées d'effectifs.
valeurs x  plage des valeurs dont on calcule la variance
effectifs n

plage contenant les effectifs dont sont affectées ces valeurs
(les deux plages doivent avoir la méme forme)
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3° Fonctions de statistique inférentielle :
Ces fonctions permettent d'estimer les caractéristiques d'une population a partir d'un échantillon.

> int_conf_fréquence(confiance;fréquence_effectif ou_valeurs;taille_éch_ou_valeur;taille_pop)
= renvoie une matrice horizontale de deux cellules contenant les bornes de l'intervalle de confiance
d'une fréquence. Les données peuvent étre la fréquence ou I'effectif, dans un échantillon, de la valeur du
caractére qu'on veut estimer dans la population, ou des valeurs numériques en vrac dans une plage.

confiance niveau de confiance

Jfréquence_effectif ou_valeurs fréquence ou effectif dans 1'échantillon
ou plage de valeurs numériques en vrac

taille éch_ou_valeur taille de I'échantillon ou valeur du caractére étudiée
dans le cas de valeurs en vrac

taille_pop taille de la population dans le cas de tirages

exhaustifs, si elle est connue (argument facultatif)
@ Sélectionner une plage de deux cellules dans une ligne, saisir la formule et, le curseur étant
dans la barre de formule, entrer en maintenant les touches Ctrl+Maj enfoncées.

» int_conf_moyenne(confiance; m_éch_ou_valeurs_x; taille_éch_ou_effectifs n;
écartype_pop_connu; écartype; taille_pop)
= renvoie une matrice horizontale de deux cellules contenant les bomes de lintervalle de confiance
d'une moyenne. Les données peuvent étre la moyenne des valeurs d'un échantillon, ou des valeurs en
vrac dans une plage, ou des valeurs dans une plage associées a des effectifs dans une autre plage.

confiance niveau de confiance
m_éch_ou valeurs x moyenne de I'échantillon ou plage des valeurs de I'échantillon
taille éch _ou_effectifs n taille de I'échantillon

ou plage contenant les effectifs dont sont affectées ces valeurs
ou rien si ces valeurs ne sont pas pondérées

écartype_pop_connu VRAL si on connait I'écart-type de la population, sinon FAUX
écartype écart-type de la population s'il est connu (VRAI)

ou écart-type de I'échantillon s'il est connu (FAUX)

sinon rien
taille pop taille de la population dans le cas de tirages exhaustifs, si elle

est connue (argument facultatif)
@ Sélectionner une plage de deux cellules dans une ligne, saisir la formule et, le curseur étant
dans la barre de formule, entrer en maintenant les touches Ctrl+Maj enfoncées.

> stock_alerte_poisson(lambda, risque)
= renvoie, pour une gestion de piéces détachées de consommation moyenne connue durant la
période du délai de livraison, le stock d'alerte au risque a. , C'est a dire la plus petite valeur de k telle
que P (X<k)>1-a, ol X est la variable aléatoire qui a toute période égale au délai de livraison
associe la consommation durant cette période.
lambda consommation moyenne sur la période du délai de livraison
risque probabilité de rupture de stock

> stock_alerte_normal(m, sigma, risque)

= renvoie, pour une gestion de consommables dont la consommation a une moyenne et un écart-type
connus pour la période du délai de livraison, le stock d'alerte au risque o, C'est & dire le plus petit entier
ktelque P (X<k)>1-a, ol X est la variable aléatoire qui & toute période égale au délai de livraison
associe la consommation durant cette période.

m consommation moyenne sur la période du délai de livraison

sigma €cart-type de la consommation sur la période du délai de livraison

risque probabilité de rupture de stock
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4° Fonctions de probabilités :

Excel fournit en standard la fonction réciproque de la fonction de répartition d'une loi normale mais
pas d'une loi de Poisson.

Excel fournit en standard la fonction LOL. WEIBULL(), mais ses paramétres n'ont pas été francisés et
elle ignore le paramétre y .

» poisson_inverse(lambda, probabilité)
= Renvoie, pour une probabilité p donnée, la plus petite valeur de k telle
que P (X<k)>p, ol Xsuitlaloi de Poisson de paramétre A.
lambda parametre A
probabilité probabilité p

> weibull(t, béta, gamma, eta, cumulative)
= Renvoie, des probabilités de défaillances par une variable aléatoire T
qui suit Ia loi de Weibull de paramétres 8, yetn.

t temps de bon fonctionnement ou instant d'une défaillance

béta paramétre de forme 3

gamma parametre de position y

eta parameétre déchelle 1

cumulative VRAI si on veut la probabilité d'un TBF tsoit: R(t)=P (T >t)

FAUX si on veut la probabilité d'une défaillance a l'instant t soit : P (T =1)
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