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AVANT PROPOS

On se propose dans ce document de présenter 2
l'aide d'exemples différents modes de représentation des fonctions
de transfert en régime sinusoidal permanent ainsi que les procédés
utilis€és en physique par les éleves de la filiere €lectronique des
Sections de Techniciens Supérieurs pour les obtenir rapidement.

On s'est donc efforcé ici de faire a ce sujet le lien
entre les cours de mathématiques et de physique.

Norbert BOY
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FONCTIONS DE TRANSFERT EN REGIME SINUSOIDAL (HARMONIQUE) PERMANENT

I - DEFINITION

1°) Systéme linéaire

(t) (t) t+— e (t) grandeur d'entrée
SL“““) S EL—-——9

tt+—> s (t) grandeur de sortie

Ce systéme linéaire se traduit par une €quation différentielle linéaire
a coefficients constants :
(n) (n)

SER(E) EEE TS + a s (t) = bye(t) + b,e'(t) +..... + B e (t)

a;s(t) + a 1 =

1

a°’a1’""’an'b°’b1’°"'bn sont des constantes réelles.

En régime sinusoidal permanent, ce systéme est caractérisé par sa fonc-

tion de transfert complexe ou transmittance (harmonique). C'est une fonc-

tion T de la pulsation ® du régime sinusoidal T : lR+____¢ c.

On montre que :
b, + b,jw + b (jco)2 + ...+ b_(G)"
1 2 n
T (W) = 2 n
a, *ajw+a, (3w + .. a_ (jw)

- J est Le nombre complexe de module 1, et d'argument n/2

. Ces notions sont abordées dés la classe de premiére F2 ( ce qui
est alors appelé : rapport des impédances complexes)

- T est la notation pour un nombre complexe en physique et T pour
son module.

. Nous donnerons & la fin du document un cadre mathématique .

pour définir T.




2°) Exemples de fonctions de transfert en régime sinusoidal permanent du

ler ordre

(Equation différentielle linéaire du ler ordre ; jWw n'apparait qu'a

la puissance 1)

a) Circuit R C

R
— T (@ _
U, (t)T c_ u,(t
e avec RC
g
C
| | ‘
l I T (W)
U, (t)T R TUz(t)
Fig. &
b) Circuit RL
L
T (W)
U, (£) T R T U2(t)
avec
Fig. 3
R

s O ey

u, (£) T

L TUz(t)

Fig. 4

. Nous verrons l'intérét de faire apparaitre un 1

dans la représentation de

T (W _

jCw
1 : . W
+ — + + -
p_l R S 1 jRCW 1 3 o,
1 : " q
= — ; W, pulsation propre du circuit
(")0
q . W
_[12 - R i JRCW 5 Jj GQ
e B - )
—_— + -_—
El oo + R 1+jRCW 1+3w°
1 1
9—2 = R = =
U x JLwtR 14— 143 2
-1 J J W,
L_1
R W,
L R
a - T . W
. LW )
21 R+jLw 143 R 1+3 5

au dénominateur

Nygquist.




3°) Unités_logarithmiques, utilisation de ces_fonctions de transfert,

notations

Il est fréquent que l'on s'intéresse a un rapport de puissance 7%,.
Il est pratique de considérer le logarithme de ce rapport, exprimé dans
une nouvelle unité :
P
S IS/
P
- Iog

P') dont l'unité est le néper

P') dont l'unité est le Dbel

Dans la pratique, on utilise un sous-multiple du bel, le décibel (dB).

Par exemple, si P et P' sont dissipés dans un méme dipdle résistif de

résistance R :

B RIe2 Ie
10 109(53) = 10 log 5 = 20 log (——— =
RI! I

(notation : indice e pour efficace).

En généralisant, on exprime un rapport de valeurs efficaces de tensions

(ou de courants ) en décibels par :

20 log zg_ ou 20 log ig 3

e e

q > q ; P
Ces expressions représentent le gain en puissance : G = 10 log =

exprimé en décibels.

Dans la pratique, de nombreuses fonctions de transfert peuvent se mettre

sous forme de produit de fonctions de transfert du ler ordre -

T = 7 (WWxT, (W) x ...... (w)

1 2 z

Nous avons Arg T (w) = Arg E&(w) + .... + Arg In(w)

Si nous posons G 20 log lz_(w)l on obtient :

G = G e G e .+ G

Ces propriétés sont intéressantes pour une exploitation graphique.




II - REPRESENTATIONS D'UNE TRANSMITTANCE HARMONIQUE

jo (w)

(W) T (W) e

=]

(T (@ =11 (@ 1)

T (W) cos YW) + jJ T (W) sin V(W)

T ()

ol W est un réel positif.

On peut ici faire aisément le lien avec les modules de programmes de S T S

ol nous trouvons :

"Exemples de tracé de courbes planes définies par une représentation
paramétrique t+ £(t) + i g(t), ou une représentation polaire

t £(t) = r(t) exp ( 1 @(t) ), ou r(t) > 0."

Dans un premier temps, nous évoquerons d'autres types de représentations
utilisés par les physiciens, établissant ainsi d'autres liens avec les

programmes de mathématiques en S T S.

1°) Représentation linéaire

On représente les fonctions W — T (W) ; W = © (W)

(Calculs dans € ; étude de fonctions usuelles pour ¢ fonctions circu-

laires réciproques) .

Un inconvénient : comme w peut varier de 0 & + = , il est difficile

d'avoir une représentation détaillée dans tous les domaines de fréquences,
d'autre part, il n'est pas aisé de tracer rapidement, lorqu'on connait
1l'une de ces courbes pour une fréquence propre w,, celle correspondant

a3 une fréquence propre kw,.

2°) Représentation de Bode

a) Définition

Elle comporte deux courbes ; on représente les fonction w = 20 log T(w)

et W Y (W), le gain G 20 log T (W) et @ sont portés en échelles

linéaires, la pulsation est portée en échelle logarithmique.
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Cette représentation est trés utilisée car :

. les différents domaines de fréquences sont représentés

H

. il est aisé dans la plupart des cas de donner un tracé approximatif,

lorsque la fonction de transfert s'exprime sous forme d'un produit de

fonctions de transferts élémentaires dont la représentation est connue.

b) Exemple de représentation de Bode de fonctions de transferts élémen-

taires

(Nous présentons la démarche utilisée par nos éléves en physique).

(55

b1) T,

ROE

o

€

(fig. 5)

G((o)A

20 db

O(w) N
n/2
&
Fig. §
G(w) A
20 db [mrmmmmmrmmm e .
A
Jogb hane : o
W, !
diagramme
asymptotique
diagramme
©(W) )

.asymptotique
1)

w - SR
(?;- fréquence exprimée en Hertz).
(-]

w w
| Ti(m) I= Tl(w) o G1 = 20 log EL

(augmentation de 20 db/décade)

@, (W) = Tr/2

b2) '_I'_2 (W) =1+ §j — (fig. 6)

| Tz(m) |

Tz(w) =vV1+ w2

w2

o

pour W >>W, (W trés grand devant w,)

T2(<o) NTl(w) ; tpz(w) -»Tr/2

pour © <<Ww, wz(w) =0

(ce qui détermine le diagramme asymtotique)

Le diagramme, la valeur de ces fonctions
pour quelques valeurs de w (par exemple

G,(w,)= 20 log V2 ~3 db ; @, (W)= 1/,),
les connaissances physiques permettent un

tracé rapide des représentations graphiques

de wk 20 log VI + w2
W2
W Arctan (m_) , sans une étude

détaillée. Yo
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QUADRILLE SEMI-LOGARITHMIQUE A 3 MODULES
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b3) T, (W)

G (W)

20

0 (W) )

—20 db p-----emeeececccscoaaaal

diagramme
/asymptotique

S

()
-1/ :::5 .diagramme
4 ~—~—— ‘,/ asymptotique
"'IT/ coveo e
2
Fig. 7
&
T
b4) 24 (W) = —— (fig:.
1+ —
-]
G (W)
20 dbi
-3 &
-20 db
TT/2 \
¥ ‘;u)
W, 10 w,
—n/2 -

Fig., 8

e

G3 (W) = 20 log T3 (W) =-20 log T2 (w)

Nos éléves sont familiarisés avec ces
diagrammes en terminale F ; ce qui peut
expliquer en S T S une certaine confusion

entre l'inverse et 1l'opposé d'un nombre

complexe.

Qg(w) = - wz(w)

8)

T, @ =T, (@ xT)

G, (W + G, (W,

On obtient G4(w) 1 >

w4(w) Q, () + w2 (w) .

1
(On raisonne par addition des diagrammes
asymptotiques) .

(Exemple : pour w >> w,

+ 20 db/décade et -20 db/décade

soit zéro.)
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3°) Représentation de Nyguist A

M(w)
W - T (W)

.Cette représentation s'effectue dans le plan complexe :

Y (w)

- en abscisses : la partie réelle de T (w) 0

- en ordonnées : la partie imaginaire de T (w)
Fig. 9

(voir introduction II)

v

Nous étudierons ici le diagramme de Nyquist des fonctions 31, _';'_2, Tt

24 que l'on peut déterminer (pour _T_3 et 24) en utilisant les proprié-

tés de l'inversion complexe.

a)g

g @ =73

notation utilisée pour

€|€

f désigner le point d'af-

fixe T (Wwo)

Fig. 10

b) T, (0 =1+ 3 2

Ezge 11

(W) = —1_(9 (On utilise l'inverse d'une demi-droite ne passant
+ j— i
! Jcoo pas par 0) ; transformation 2z > %)

c) _T_3
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La figure suivante montre comment l'on peut graduer ce diagramme

(pour ® > ®, on a utilisé de plus, les propriétés de 1'homothétie) .

Figure 13 :
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Graduation

du diagramme de Nyquist de T

3
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|€

J
S

d) (W)

e >

T
—4 ;
+—

1 jm

o

Le plan est rapporté & un repére orthonormal

- -
(0, u v ).

En mathématique, on emploie souvent la démarche suivante :

On recherche par la transformation complexe z e des
points d'affixes iy avec y > 0.
On écrit 2 = 4 =1 - }
LR T 1+ z 1+2z '
[ =1+ >z, = o >z =-2z =z =14+ 2z
St o O G TR 3 2 4 3
translation* inversion symétrie translation»
de vecteur u complexe de centre O de vecteur u
(1)
(3) (4)
//’.-\ \\ ,"'........‘-u
7’ 4 ‘s
/ \\ 0" l.'
/ 4 k
|
(2)
Fig. 14

En physique, on cherche a se ramener a des fonctions de transferts

connues.
3 = 1
= i = — . =
On écrit 24 (w) N oy .
1+ 3 — 1 -3 —
("")0 wo
T, 6 (w) est le complexe

=4

conjugué de za(w)

Fig.15




Wi fR7 x>

LAl
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Graduation du diagramme de Nyquist de T
4

v
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4°) Exemples de fonctions de transfert du ler ordre

a) Représentation d'un diagramme de Nyquist

(activité a réaliser en mathématique).

En électronigue, on utilise la fonction de transfert T de la pulsa-

tion  définie par

s
2 (w) = 0,1 (____3_29_

w
IR O ESE—=—
14 wo

~e

W est un réel positif ; w, est un réel positif connu (c'est la
pulsation propre) ; Jj désigne le nombre complexe de module 1 et
d'argument n/2 . Le but de ce TP est de représenter l'ensemble des
points M d'affixe T (w) lorsque w décrit [0, + o [ en utilisant les
transformations élémentaires du plan, puis a l'aide du diagramme

obtenu de déterminer la valeur maximale de arg T (w).

1) Calculer T (w) =T (W) - T (0) puis vérifier que sur 1o, + = [
T, (@ _ 0,9
w
— 3 —
1 10 j o

2) Représenter l'ensemble des points M1 d'affixe z,= 1 - 10j8&

3) En utilisant les propriétés de l'inversion complexe, représenter
1

1l'ensemble des points M d'affixe z_, = T
1-10 3=

2 2

4) En utilisant les propriétés des similitudes, représenter l'ensemble
0,9

des points M, d'affixe z_ = m
1 -10 jal

3 3

5) Déduire des questions précédentes, l'ensemble des points M

d'affixe T (w)..

6) A l'aide du graphique précédent, déterminer la valeur maximale de
® (W) =arg T (W) .

7) Aprés avoir justifié que @©(w) = Arctan <§—> - Arctan (—_O';w )y

o o
étudier les variations de @ sur [0, + « [et retrouver le résultat

précédent.
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ELEMENTS DE SOLUTIONS :

Démarche utilisée en
physique pour retrou-
ver les fonctions de
transfert usuelles.

—
v
A
0 u M1 (+0)
M, (200,)
__Ml (10w,)
M, (0)
Fig. 17
-
v A
( 61)
M, (0) 4, (=)
0 I a
Fig. 18
-
v A
v
M4 (0) M, (=)
0 I'  u
F14.19

1)

2)

3)

4)

5))

1+j8— 0,09 j g—
T (@ =0,1fj—2 }_-0,1 = — %
4 140,155~ 140 42
’ on ’ on

En divisant numérateur et dénominateur sur

]Jo, + «[ par 0,15 E%—, on obtient T (w)=-—ild%3
o 1-10j2=

Sur les figures, on note Mi(m) le point image

de T (w).

z, a une partie réelle constante égale & 1 et
une partie imaginaire négative lorsque w décrit

lo, + o[ , donc M, décrit une demi-droite d'ori-

gine A d'affixe 1 (voir fig.17).

22=

par 1

Nlr-

. Le point A d'affixe 1 a pour image

inversion complexe le point A' d'affixe %

donc lui-méme.

L'ensemble des points M2 est donc un demi-cercle
(81) passant par O et A (de rayon 1/2, de centre
I dr'affixe 1/2) (voir fig. 18)

(On utilise 1'image d'une droite ne passant pas

par O par l'inversion complexe) .

z.=0,9 z 0,9 | = 0,9, arg 0,9 = 0.

3 9l

M3 d'affixe z3 est 1l'image de M2 d'affixe 22 par
la similitude de centre 0, de rapport 0,9, d'angle
nul (homothétie de centre O et de rapport 0,9).
L'ensemble des points M3 est donc un demi-cercle

( 82) de rayon 0,9 X % = 0,45, de centre I'
d'affixe 0,9 x %—= 0,45) (voir fig. 19)
(On utilise l'image d'un cercle par une similitude).

T (W) = T(u) + 21 3

L'ensemble des points M se déduit de 1l'ensemble

(W) = 0,1 + =z

des points M3 par une translation de vecteur 0,1 3.
C'est donc un demi-cercle ( z3) de rayon 0,45, de

centre I" d'affixe 0,45 + 0,1 = 0,55).




<

« €.

M(=)
0 | M(0) >
u
Fig. 20
-
v
. (£,)
I
-
agty u
Fig. 21

6)

7)
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Q(w) sera maximum si la droite (OM) est tangente

au demi-cercle ( 83) .

Soit 0 ce maximum,

iy HIE _ 0,45
or" 0,55 {
9

sin 8 = 37,

1
® appartient a [0,'n/2] ’
donc 6 = Arcsin = .

11
(6 = 54°,9).

LW LW
© (@) = arg (0,1) + arg(1+jI)—arg(1+O,1juT)

arg (0,1) =0,

W W W
arg (l1+j—) = Arctan — (1 >0 ; — = 0) ;
g on W w, 20

o o

K : W
arg (1+O,1]8‘-) = Arctan 0,1% (1>0;0,1 T ;O)’
o

o -}

donc @(w) = Arctan =— - Arctan 0,19 .
W, W,
0,09 &2 + 0,9 @2
On obtient sur [0,+ o] @' (m)qoo[ é 2W - ' 5]
(W™ +Hw,) (W,+0,01w

Le tableau de variation est :

W 0 V10 w, +

o W| + 0 -

@(w)/a\

a=¢ (VI0 ) = arctan VIO - Arctan (0,1 VIO)
(@ m 72°,45 - 17°,55
a ~ 54°,9)




WW/RZX0iZ vV NID

- Quandit

__cercle ,issue de 05 . ~

Pour = 0 r =0,1

G=0.

tend vers t = &1 ,

_,T? maximum correspond d la tangente au demi-

G= - 20 db .

4 10w
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b) Représentation de Bode

Soit la fonction de transfert T précédemment étudiée :

1+j(—:)—

T (W) = 0,1 e g
— .m
1% 61 9=

W

o

On écrit T (W) =a T, (W) x T, (W

=1 2

avec a=20,1

. W
D)) = + —_—
T1 () 1 J :

Les figures 23 et 24 montrent la représentation de Bode de T déterminée

a4 partir des diagrammes asymptotiques de a,T. (voir au 1,b la dé-

1et?_

2
marche utilisée par nos éléves en physique).

G, =-20 +201logV1+w -20 log\/l+1.0_2w_2

. w2 w2
[+]

o

Arg T = (@ = Arctan (9 - Arctan (0,1 2

o o

(voir la question 7 de l'activité précédente).

Remarque : % En raison de la symétrie de la courbe représentative de
Wk ¢ (W), w étant portée en échelle logarithmique, © (W)

est maximum pour W tel que (.02 = (w,) (10w,), soit

w =VI0 a,.

Remarque : x La fonction de transfert T2 est identique & celle évoquée

au (2 b)b3) avec w, remplacée par 10w, .
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5°) Exemples de fonctions de transfert du 2éme ordre

k .
a) Etude de W E}w) = Fonction Passe-bas

P 2mj:)—+ n
o

azﬁ
Plagons-nous dans le cas o k = 1 (c'est un pas fondamental)
en physique m s'appelle le coefficient d'amortissement,
Q= %E- s'appelle le facteur de qualité,
m est un nombre réel positif.

al) Représentation de Bode .

Cette représentation est intéressante si T est décomposable, c'est-

a-dire si T peut s'écrire sous la forme :

1 1
byl ((L)) = =]
. A O] . W L w2
o+ e + — -+ - + e
(1R “’1)(1 3 “’2) 1+ 2mj o, (3 mo)
W wz 2mw
soit si et seulement si : 5; + = o,
2 2
W W
- AT
“19% w2
W, w, = 2 mw,
2
wl wz = W,
. 2 2
w et W, seront solutions de X'- 2m w, X + W, = 0
N

o

T est décomposable si et seulement si m 3> Lnous obtenons alors :

(nous supposons w2 < W, pour les représentations)

G (w)

Ev

- 20 log (=)
|

(-20 db/décade)
Fig. 25

w
- 20 log (/)
& —

(=20 db/décade)




-

w

il
Nous avons N (wl,-20 loga-) ou N (wl,—40 log )
2
! 9y 2
i —_— = - —_— = ' " =
soit - 20 log = 40 log =+ donc W, W, w donc W W,

2

Pour tracer l'asymptote, on joint N au point (w,, 0) milieu du

segment défini par les points de coordonnées ( W O)/ ((ol,O) .

2’

G(WA

(-20 db/décade)

(-40 db/décade)

Fig. 27

_n/

=T

Si m < | nous ferons une étude directe

T (@ [ =T (@ = A > 1'étude des variations
(1= “"_) + 4 m2 o
2 2
wo

de la fonction wk T (W) conduit aux résultats suivants

W G (W) = - 20 log T (W)
0O<m< V2 w| O w°v1-2m2 oo
2

—2010g2m lm

(-]




0 =

vV 2
simp L=
2
w 0 + oo
1
G (W) N
(on retrouve le cas m > [).
Pour 1'étude de w> @ (W), T (W) étant égal &

1

on remarquera que :

1 -2 4 oomy &

w2 o,
2 m 8—
@ (W) = -~ Arctan —————3— pour ®< W, ,
i =
2
Q‘)O
2 m g—
V(W)= - | W™ + Arctan ————5—pour w> W, .
LW
2
W

-]

(Un exemple d'activité est proposé sur cette représentation de

Bode au c) ).

a2) Représentation e Nyguist

=T (W) cos P(W) + j T (W) sin QW)

On est ramené au tracé d'une courbe plane définie par une représen-

tation polaire avec T (w) > 0, ou une représentation paramétrique.

Allure de cette représentation?

\
W = oo
>
w=20
Fig. 28
MS d

W= W

M, point d'affixe T (w,) = =1

2 mj

(On pourra se reporter au BTS €lectrotechnique session juin 1988).
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b) Autres exemples

Nous ne ferons pas une étude exhaustive, mais signalerons quelques

cas particuliers

1 + (3 —

w2
mo)

bl) w m» T(w) =

fonction rejecteur symé-

1+ 2 mj W + (3 9_)2 trique
(‘)o o
[+
Pour la représentation de Bode :
w 2 w2
posons : T, (w) =1+ (3 —) ; G, (W) = 20 log I 1 - ——-I
=1 W, 1 2
wo
®, (W = 0 si < w,
B o = si w> w,
Quand w tend vers + « G1 (W) ~ 40 log 8
o
Ei(°”1* 40 db/décade,
@1 (W) A
TT |
o & G B
i
! |
| . .
: Fig. 29 Fig. 30
[}

On obtient, en utilisant les résultats précédents dans le cas

od m >1 1les diagrammes ci-dessous (produit de fonctions de

transfert),

G (w)

/" (+ 40 db/décade)

=1

\(- 40 db/décade)

Fig. 31

©(w)

~
-~
T e e e

Fig. 32

Cet exemple fait apparaitre une discontinuité

au point d'abscisse ®,.




b2) W +—> T (W) = - (fonction passe-bande)

Signalons sur cet exemple la représentation de Nyquist parti-

culiérement intéressante :

oy e
T (@ = 2 m = 2 m 5
1 &) 1 &) 1 &) )
- —_— =2 4 —— = + — —_——- 2
. 2mJ o 2m]w° ¢ ZmJ(m° w)
] & w W Zos
Lorsque w varie de 0 & + w, v e Z)_L décrit R.

En effet pour £ définiesur ] O/+ o [ par f(w) = 80 = .%9.
nous avons : (8] 0 + o B
f' (w) +
£(0) + o
-

Le diagramme de Nyquist est alors :

W~ + o

were 0

Fig., 33

c) Nous proposons un exemple de travaux pratiques réalisable en mathé-

matique; pour justifier un diagramme utilisé couramment par les

€léves en physique.
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EXEMPLE DE TRAVAUX PRATIQUES

1 = LE DOCUMENT

Soit en régime sinusoidal permanent

== =l

e

Ve T Vs
(tension ! (tension de
d'entrée) sortie)
Fig. 35
. R, L, C, sont des grandeurs positives
. w est la pulsation, f est la fréquence : w = 2 w f
1
w, = 2 mwf, avec f,= ———
2 Vic
. La transmittance complexe T du circuit est donnée par :
vs 1
2 = = 5
Ve 1 +RCJjw + LC (jw)
Pour donner un caractére plus général & cette étude, on utilise :

la variable réduite Q = —= --L |
(‘00 fO
X G R Sk e N A | /C
le paramétre réduit est : m 7L o, =3 I = > R T

2 - L'OBJECTIF

On se propose de représenter

de m.

| T | en fonction de Q pour diverses valeurs

(Cette représentation est appelée en physique "Diagramme de Bode")
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3 = L'ENONCE
1 .
a) Montrer que : T = > .
1 -2°+32m8
b) Déterminer le module | T | de T, onnote | T | = £ ().
c) Etudier les variations de fm sur ] 0 ; + o [; discuter suivant les

valeurs de m.

d) On note ( 8’3) les courbes représentatives de fm dans un repére
- . 1
= orthonormal ; montrer que la courbe d'équation Y = > est asymptote
Q
& toutes les courbes ( g m).

e) On note gﬁ la fonction définie sur ]O, + o[ par gm(Q) =20 1log (IT I).
(logarithme décimal).

Déduire de c) les variations de gm.

f) Construire les courbes représentatives de gm dans le plan rapporté & un
repére semi-logarithmigue (échelle métrique sur Oy ; é&chelle logarithmique
sur Ox)
pour m = 2 ; m=1; m= 0,5 ; m = 0,25.

x Que devient la courbe asymptote ?
% REMARQUE :

Il est nécessaire de détailler cette question, si on désire faire
utiliser par les éléves un développement limité au voisinage de 1l'infini,
et préciser la position des courbes 8n1 par rapport & cette asymptote

au voisinage de 1'infini.
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ELEMENTS DE SOLUTION

1

a) 2= v
1-1LC o +3RCOW
f, = L d'od V LC = : = donc LC W =—;—x w2= &'22,
2 nVIC 2 n £, W, W,
D'autre part RL w= 2ml o, CW 7
R e
= 2m sz %,
= 2mQ
b) [Tl = : - - , E£@ = .
[1- 02+ 32001 V(1092 + 4n? Q° Vii- 252 + ank?

1 e
Vo -2 |1 - 2]

c) ler cas : m =0 £,(0) =

f, est continue et dérivable sur chacun des intervalles [0,1[ et ]1/+ o

Q 0 1 + o 1 2 Q
) - sur [ 04 £,(Q) = — f£1(Q) = —~=_
£5() 0 + ) 1-02 (1-02)2
+ +
f° (Q) H © = —1_ ' = ——&.—
i N s lleelf@ R e
1 0

2éme cas : m # 0

f est continue et dérivable sur [O/+ o

£ (0) =1 etlimf (0) =0
m e I

2 2
e Sl )

63 [1-0%2%+aa?0??/?
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Nous avons ) > Ol f'In () s'annule en £ =0 de plus,

. vz 2 . , e 4
51m€]0,—5[,1 2m>0’fm(Q)sannuleenQ—y1_2m2

Q10 V.1 - 2m2 b=
Ei o + 0 -
fm i) 1
/ = SR \
1 0
si m )—g, 1-2m" KO
Q 0 + o
A (S0 o
0
d) En posant 92 = ——‘11—
1
on obtient fm ( L } = L = u [1 Houel(4 m2 - 2) + u2]-3
Vu V1+u(.4m2-2).+u2

au voisinage de 0 & l'ordre 1

1
2 = 1-%u(4m2—2)+u2

(1+u(4m2

2) 4] ()

1

im € =0
avec ]1.11__% 1(u) =

d'ol

=

2 2 2 2
2 = j + € u v 1i € =0
(2 m ) u u (u) avec rlOm 2 (u)

1
[«
|

=u+(1—2m2) u2+u2€ (u) .

2

soit f_ () 12 +1—42m + 145( lz) avec 1im€(|—2)=0
Q Q Q Q Lr> v Q
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1
La courbe d'équation y = — est donc asymptote & toutes les courbes é’
02

/
le signe de 1 - 2 m2 détermine la position des courbes ( ‘Em) par rapport a

cette asymptote au voisinage de + o,

| T | est strictement positif et la fonction x + 1ln x est strictement
croissante sur ] 0, + o [; les variations de gm sont donc les mémes que celles
de £ .
m
i 0 me JoV—=1 wE [t [
) 2 2
Q |0 1 +co0 Q |0 1-2m +c0 R0 +oo0
+o0 || 400 : 1
g (1) / \ gm(Q) =20 l'ong\/l _mZ) gm(Q) \
0 —co 0 : \-oo —co
g, @ = 20 log ( B [
= 20 log ( 1 )
L e e
=-101log (' + am®-2002%2+1),
1
En posant u = ——
2
Q
1 1 (4 m2 - 2)
g(—,=—1010g 5 + +1)
™ e u u
= - 10 [log (1 + (4m2-2) u+u2) -loguz],
=20 logu - 10 log f1 + (4 m oo +u2J,
_ SougE 2t 2
= 20 log u =00 In [1 + (4m° - 2) u+u® )
=2Ologu—l-9- [(4m2-2)u+u€ (u)] avec lim g, (u) = 0
1n(10) il 1
u->20
=201logu+— (1 -222) u+tut, (u i =
= g 1n(10) m u €, (u avec lim az(u) =0
u=-20
2
d'ot gm(Q) R e (L - ; n’] + 42 ( lz‘avec lim E(l—-) =0
Q  1n(10) Q Q 0 T Aem (g2

2
gm@) ==40 1n Q) + —20 1-2m% 1 5‘1’
1n(10) Q2 Q2 \Q
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Les courbes représentatives ont toutes pour asymptote la courbe 4'équa-

tion Y = 40 1n (), celle-ci se traduisant dans un repére semi-logarith-

migque par la droite d'équation Y = - 40 X.

(La position de ces courbes par rapport d& cette asymptote é&tant donné

au voisinage de 1'infini par le signe de 1 - 2 m2).

T T | T i | R
1 LES NN ARREEHHI] T ; ik i
A RRNERRNNILT i RN ity . -
RSN ERES It 1] ! pe
‘ * ‘ ] 1 Fig 36
i 1 t 1 e
AEHEERER I it 1 & £
et RERNI
i P ' R B T 1 BT
[ T EERTI RNl T T —
i i IR REER! B EEmme s - ~—
i ST ¥ B i
HH ELH R S EREREH! 1 w
5] EE | REE R
] SRRRRERT T
T it
HHH el il
15 ; :
BN e
I FERER
T T i
R AR B
e
: SR NRENA I
| ] T
Yy
T IERER R I
L i : e
=g
:
‘ -
] i
‘l‘\
i -
Ji
B i
+ T
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6°) Représentations_d'une transmittance harmonique et programme de

mathématiques en S T §

Nous n'avons pas dressé une liste exhaustive de toutes les fonctions de
transferts utilisées par nos €léves, la variété de leurs représentations
et les exemples traités montrent cependant que de nombreux points du

programme sont abordés.

. Fonctions circulaires réciproques ;

- Emploi du calcul cdifférentiel pour la recherche d'extremuns , l'&tude
de la variation et de la construction des représentations graphiques
de fonctions.

(avec des exemples sur le comportement asymptotique d'une fonction) .

- Exemples de tracé de courbes planes définiespar une représentation

paramétrique ou une représentation polaire.

. Utilisation des transformations élémentaires z = z + b ; z » 2 7

2 ey
z
B
(exemples d'étude de transformation z > EE————b-).
cz + d
REMARQUE :

Nos éléves utilisent ces représentations en physique dés le début de
la classe de TS1 + la représentation de Bode étant vue dés la classe

de TF2.

7°) Exemple d'activité mathématique sur les nombres complexes
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Fig 36 Abaque de Nichols
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LES SOURCES

Dans 1l'ouvrage "TECHNIQUE DE L'INGENIEUR" § Théorie des circuits €lectriques

linéaires.

UN OBJECTIF

Faire travailler les éléves en début de TS1 sur l'inversion complexe.

Dans 1l'ouvrage figure 1'Abaque de Nichols (fig. 36)

Cet abaque permet d'obtenir, connaissant le nombre complexe :

. i6
z= pe .t le nombre complexe : 2 =2 _ _ lz1et et inver-

sement.

L'abague est tracé dans un plan od sont portées en abscisses les valeurs
de ¢ , exprimées en degrés, et, en ordonnées, les valeurs de p , exprimées

en décibels (dB)

Il est-constitué par l'ensemble de deux familles de courbes :

. les courbes & | Z | constant et § variable ;

. les courbes & 6 constant et | 2 |variable ;

(Son utilité réside dans le fait que la transmittance H d'un systéme bouclé,

peut s'écrire :

= S ou =_60<—u8>=_50 e
1 -u8B B 1 -uB - B 1 +-C~
en posant : C=- u B
(@




- 42 -

LE THEME D'ETUDE

Le but de cette activité est de construire un abague "en début de TS, en

utilisant les connaissances du cours sur l'inversion complexe.

s
v et par P,
- =
le plan complexe rapporté & un repére orthonormal direct ( O, u, ¥).

On désigne par i le complexe de module 1 et d'argument

On notera : Re (z) la partie réelle de z

et Im (z) la partie imaginaire.

Soit f 1l'application qui & tout point m de P d'affixe 2z associe le

z
point M d'affixe Z, tel que : 2Z =

1 +z
(1°) Ramener 1'étude de la transformation z > ———2— & des transformations
+

que vous connaissez. + 5

(2°) Déterminer l'image par f de la droite d'équation x = -1
q
puis déterminer l'image par f d'une droited'équation X = a
avec a € R et a # -1

(3°) Déterminer l'image par f de la droite d'égquation y =0

puis déterminer l'image par f d'une droite d'éguation y =b

avec : b € R¥

(4°) Construction de 1'abaque constitué par l'ensemble des deux familles de

courbes

. les courbes & Re (z) constante et Im (z) variable.
. les courbes & Im (z) constante et Re (z) variable.

(On prendra pour unité : 6 cm)

(4.1) Construire les images des droites d'équation respectives :

L = -3 . S | e -
X = 2 ; X = > X = 1; X = 5 i X = 3 x=1;
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(4.2) Compléter cet abaque de telle maniére que le point de coordonnées (1,0)

soit centre de symétrie.

Indiquer les antécédents des nouveaux éléments tracés.

(5°) Utilisation de cet abaque.

¥4

1 + 2

(5.1) Déterminer Z par lecture sur cet abaque pour les valeurs suivantes

de z :

s =l
z = > it z = - §-+ 31

N+
N
]
]
N
}
’.4
N
]
|
N+

(5.2) Déterminer 2z par lecture sur cet abaque pour les valeurs suivantes

de 2 :
2 1
Z=2—' ° = e = 4 = g
i ; Z 3 2 i

Comparer les résultats lus aux résultats obtenus par le calcul.
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ELEMENTS DE SOLUTION

(10) 7 = z = 1 - __.__1_..__.
T 1 +z z + 1
. >
z +— z, = z + 1 translation de vecteur u 7
z, = z_ = - inversion complexe J o,
1 2 zy
22!—» 23 = - 2z, symétrie par rapport & O 8 ]
: e S
z3|—> zZ = 1+ 2z translation de vecteur u 3
1 ]
] |
: (1) E
[}
(0) ' (2) (4),
1
i (3) !
[} '
! 1
1 1
| ]
' b4 !
] VA i
= s
[
I
! :
3 | i
(2°)D:x=1apourimageparCD':x=0, : .
| =
| U
| 1
D' est invariante par J et par 3 g ! :
3 :
' '
D' a pour image par E A:x=1 : :
D D' he
(a # 0) D: x = a a pour image gD':x=a+1 Fig. 37
A a pour affixe a + 1,
1l'image par j de A est B d'affixe
a+1
D' a pour image par d le cercle g de diamétre OB,
1 1
1 3 ——— @ ————
de centre d'affixe T(atl) ' de rayon STasi] ‘ (O)E 5(1) . |
. 5 Figure faite
¢ ' )
/ H r - - —
% a pour image par 3 le cercle ede i poNra 2
1 i
R . ] . e
diamére OB1, de centre d'affixe T arl) ' de 3 . ,__--.(2)
rayon m . ; (4)
i 1B
14
/ o ] P A o &
E a pour image par z’ le cercle 4 de i u .
it d'affix e + 1 = . ekt § de —:":/- =
e ¢ T 2@ = 2@ ' e
e i 1]
rayon STati] E
.
ip’

. 38




e

(3°) La droite d'éguation y = 0 est invariante par 7: ; J et 5’
(b # 0) la droite A d'équation Yy = b est invariante par ?; .

C a pour affixe bi ; l'image de C par U

1 i
' i e el
est D d'affixe Bi 5

A a pour image par j le cercle gde diamétre OD, de

'affi -1 1
centre d'affixe > et de rayon zl—br 5

3 /
Ce cercle 8 a pour image par le cercle 8 de

diamétre OD' de centre d'affixe — et de

1 2b
rayon ?!T:)T .

/ "
Z a pour image par ?: le cercle g de centre

VA fE S 1
d'affixe 1 + >0 et de rayon m o

Figure faite

1
pour b = =

(4) 2

(0) (1)

(2)

Fig. 39
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Fig 40
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= ! .
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Fig 41
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ITI - TRANSFORMATION CISSOIDALE g

w

Cette transformation qui ne fait pas partie du programme de mathématiques

est cependant présentée ici car elle fournit un cadre rigoureux et simple

pour l'étude du régime sinusoidal permanent des systémes linéaires.

Nos éléves ont & mémoriser un certain nombre de résultats en physique,

cette modélisation peut, & notre avis, étre abordée en exercice. (Elle

présente l'avantage de préparer nos é€léves a la transformation de Laplace,

et permet de justifier un certain nombre de résultats utilisés en physique).

1°) Définition

2%4)

Pour toute fonction £ de Ew , nous avons : f(t) = A sin (W t + ({’ L

(A réel positif et @ tel que = <0< T)n

8(.0 est l'application de Fu) dans C qui a toute fonction f de fw

fait correspondre le nombre complexe F  tel que gu) (£) =F =Rce 340.

céw est une application bijective de F(u dans C ce qui nous permettra

de parler de l'original dans Fw d'un nombre complexe.

Exemple :
b
LN 4 s
Si A (t) = 4 sin (@ t + =) (W= U = 4e3
3
T
inversement’ soit le nombre complexe V = 1+3= VZe 34,
il a pour original, v tel que v (t) = V2 sin (@ t + %).

a) La transformation gw est linéaire

C'est une application linéaire de Fw dans C. En effet, soient f et g
deux éléments de fuw : f(t) = a sin (0 t + cpl) i

g(t) = b sin (v t + @2) . (a et b réels positifs)




o=

Nous avons g (.o( £)

8 ()

w

I
|
]
o]
M
=)

c=b &l %2,

. Soit & réel (o £)(t)

]
Q

a sin (wt+cp1) 7

J‘-Pl

I
Q

si a>0 gw((xf) ae = agu(f),

o | asin (Wt + <.91+TT)

al a ej(wl AR T lala e jt% =« gu-,.(f)

si a<0 (G E)N(E)

g o &)
Donc pour tout & réel et toute fonction £ de .F(o .

8(0( o= £ =a€w(f)

(£ + g) () a sin (wt+cp1) + b sin (u)t+'cp2)

(a cos cpl + b cos (02) sin Wt + (a sin (.pl + b sin (02) cos Wt

Posons A a cos wl + b cos (‘02 et B = a sin ch + b sin (02,

_ A . B
(£ +9)(8) = V—.A2_+_Bz.( R wt)
Y a%+B Y a%+n
(£ +g)(t) = V.A2.+B2 sin (W t + @) avec (cos @ = 2A :
A“+B
sin @ = 2
A2+B
% (£ + g) = A2+B2 e’
&)
= \/A?‘.-t-.BA (cos @ + § sin )
= A+38B
=(a cos ®, +bcos @)+ j (asin @ +Db sin@,)

(acosw1+jasinw1)+(bcosw +jbsin(.02)

2
=aejwl+bej(p2

Donc pour toutes fonctions £ et g de Fu)

fw(f + g) = g'w (£) + gw (g)




b) Transformée d'une dérivée

Soit £ un élément de F,: £(t) A sin (Wt + O,

nous avons f'(t) =AwWecos (Wt + @),
. . iy
soit £'(t) = A w sin (mt+ap+-2-),
: m
+ P
en conségquence gu(f') = AWe 3’(@ 2) 0

LT .
Awet}Z e&m,

jo(aed®)

]

quelgue soit £ degw 8w(f') = jw fm (£).

(L'opération de dérivation est interne dans Fco ; elle se traduit par

une multiplication par 3jw dans C).

c) Transformée d'une_ fonction_retardée

Conservons les mémes notations et posons f1 (t) = £ (£t - 1)

(T constante réelle).
fl (t) =A sin (0 t+® - wT ) donc si f appartient F : fl est
w

élément de F W

B j - w7
gw(fl)— A e

Lk (Aejw)

e ‘”%(f)

Le lecteur aura observé les analogies avec la transformation de

Laplace.

3°) Application de la transformation 80

a) Exemple introductif

R Fig. 42 §Lw

e(t) u(t)
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Cherchons la réponse de ce circuit & une excitation sSinusoidale

t k= e(t) avec e(t) = Em sin wt.

Les équations qui régissent ce circuit sont :
e(t) =R i (t) + u (t)

di (t)

% dt

uft)

Nous avons & résoudre l'égquation différentielle :

di(t)

5 + R i(t) = e(t) (1)

L

Résolvons cette égquation sur [ 0,+ = ]

L —d-%::—)- + Ri(t) = O a pour solution générale i définie par
-l;. t
i(t) =Ke (K constante réelle guelcongue)

En recherchant une solution particuliére de (I) de la forme

E R
pue}
i(t) = A sin Wt + B cos Wt A  on trouve A = ————— et
) 2 2
R +L W
-L WE
m
B = e
R2+L2m2

D'ol la solution générale de (I)

R E
X - =t m .
i(t) =Ke L (R sin wt - Lw cos wt).

Nous pouvons €écrire :

—-2¢ En R w
i(t) = Ke L + sin wt - =————— cos Wt
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R
En posant cos @ =
2+L2w2
sin @ = e - '
R2+L2m2
- E-t Em Lw
i(t) =Ke L + ———— sin (W t + Y) avec Y = Arctan (- i;ﬂ
202
+L W
. _ di(t)
Finalement u(t) =L o
R E
soit u(t) = - KR e L E ml‘ cos (Wt + Y)
R2+L2'»2
R E
u(t) = - KRe o) = + ——ELﬁﬂ—— sin (Wt + @ +n/2)
2E08)
+L W

(K constante réelle & déterminer avec la condition :initiale)

R
t =»-KRe L 5 représente le régime transitoire
R
: -=t
(lim e L = 0)

t >+

W
t— —Esl B sin (W t + @ + n/2) représente le régime permanent
i 2 '

W
recherché par le physicien (avec @ = - Arctan Eé;—)

b) Fonctions de transfert en régime sinusoidal permanent

Utilisons l'équation différentielle linéaire & coefficients constants

du (It 1) =

( (n)

a, s(t) + a, s'(t) + ceeebd S n)(t) = b, e(t) + ble'(t)+....+bn e (E) .

o

1

Supposons e~ sinusoidale de pulsation w et recherchons la réponse s
en régime permanent (elle sera sinusolidale et de pulsation W ; voir

l'exemple précédent).




Posons 8W(s) =S et gu(e) = E.

Appliquons la transformation g@ aux deux membres de l'équation diffé-

rentielle en utilisant les propriétés de la transformation gw'-évoquées

précédemment.
On obtient :
a¢,§+aljm§_+.....+an (jm)n§=b‘,§+b1 jug+....+bn(jw)n_a_
: R o
S b+ b, 5@kt B (@)
T — 1 n ’
d'ou : T = - =
- a, +a, j wkoeecoeee +an(jw)

(ce qui justifie l'expression de T (w) donnée au I 1)

c) Utilisation de la transformation gw sur l'exemple introductif

. di (t)
= <+ ——
e(t) Ri (t) it p
et e (t) = Em sin wt.
K di (t)
u(t) = L 3t
8 .
Appliquons W. Nous obtenons : E = R I+ L jwli,
U=Ljoer
u Ljor Lje
d'on = = '
°" E TRzI+13 WI R+ jLw
E; Lj w
ici E = Ep, soit U= R+ 5 o
E Lw
Pour trouver l'original, remarquons quelU| =
R2+L2(.|J2
et Arg(U) = Tt/2 - Arctan Tw

d'od le régime permanent recherché défini.par :
E Lw

u(t) = ————— sin (mt+n/2-Arctan%m—)

R2+L2w2













