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AVANT PROPOS

Cette brochure regroupe des exercices ou problémes posés aux
épreuves de B.T.S. des derniéres années.

Afin d’élargir les champs d’investigation, les textes ont été
regroupés par thémes ; dans chaque théme, les sujets ont &té
généralement classés par ordre de difficulté croissante.

La plupart des énoncés ont été modifiés pour améliorer la
compréhension et la progressivité.







SOMMAIRE

Nombres complexes

Analyse spectrale : Transformation de Laplace
Analyse spectrale : Séries de Fourier

Courbes planes

Modélisation géométrique

27

55

75

105






NOMBRES COMPLEXES







Nombres complexes

NOMBRES COMPLEXES : MODULE ET ARGUMENT - REPRESENTATION GRAPHIQUE

1 - Electrotechnique 1989

En électronique on utilise la fonction de transfert T de la pulsation w
définie par :

T(w) = _Kk ou K et T sont des nombres réels positifs, et ou

(1+ jwt)3
j est le nombre complexe de module 1 et d’argument g .

Pour améliorer les qualités du filtre, on réalise une contre-réaction sur
le montage correspondant et on obtient alors la nouvelle fonction de
transfert :

T(w)

HW) = (57 -

Le but du probleme est d’utiliser un diagramme représentant T pour
obtenir graphiquement certaines caractéristiques de H. Pour cette étude on se
raméne au cas ou T = 1 et K = 4, ce que l’on supposera dans toute la suite du

probléme.

1°) Sur la feuille ci-jointe, on donne l’ensemble C des points M du plan
d’affixe T(w) quand w décrit l’intervalle [0, +o [.

Calculer T(0), T[———l—], T(1), T(V 37) et placer leurs images
v 3

respectives Mo’ Ml, Mz' M3 sur la courbe C.
2°) Calculer les modules et arguments de H(0), H(1) et H(V 3 ).

3°) On se propose de déterminer un procédé graphique pour obtenir le module et
un argument de H(w).

On note A le point d’affixe -1 et M le point d’affixe T(w).

a) Montrer que le module de H(w) est égal a %:—g- .

b) Montrer qu’un argument de H(w) est égal a l’angle (MA,MO).

c) En utilisant ce qui précéde, expliquer comment on peut retrouver les
résultats de la question 2° par une lecture graphique.
4°) Déterminer par une lecture graphique

a) les dif férentes valeurs de l’argument de H(w) quand |HW)| =1 ;

b) le module de H(w) quand l’argument de H(w) est égal & - FZ' .
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Nombres complexes

2 - Microtechniques 1987

Soient M1 et M2 les images, dans le plan complexe, de deux nombres
complexes z, et z,
Déterminer une relation entre les parties réelles et imaginaires de z, et z,

pour que l’on ait :

|z +2z| = |z -2]|
1 2 1 2
(on pourra poser z = al+ib1 et z, = a2+ib2 ol i est le nombre complexe de
, T
module 1 et d’argument 5 )
%
En déduire que, si z, # 0, le nombre complexe 5 est imaginaire pur.
2

O étant l’origine du plan complexe, que peut-on dire du triangle OMlM2 ?

3 - Moteurs a combustion interne 1988 (extraits)

j désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument —12! .
Pour tout nombre complexe z (z # -i), on pose :
22
Z =
z + i

1) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de Z en fonction de x et
y, partie réelle et partie imaginaire respectives de z.

2) Déterminer l’ensemble (E) des points M du plan complexe, d’affixe z, tels
que Z soit imaginaire pur. Représenter (E) dans un plan rapporté a un repere

orthonormal (O , 7 , ])).

3) Déterminer une équation cartésienne de l'ensemble (C) des points M du plan
complexe, d’affixe z, tels que Z soit réel.

11



Nombres complexes

NOMBRES COMPLEXES : EQUATIONS A COEFFICIENTS REELS OU COMPLEXES

4 - Productique Textile 1991

On considére le polynéme défini dans C par :
P(z) =2°-72°+192z-13

1) Déterminer trois nombres réels a, b, c tels que :
P(z) = (z-1)(az” + bz + c)

2) Résoudre dans C l’équation P(z) = O.

3) Dans un repére orthonormal, placer les points A, B, C, images des solutions
de cette équation.

Calculer les longueurs AB, AC et BC ; en déduire la nature du triangle ABC.

5 - Electronique 1979

Soit le polynéme” h de la variable complexe z tel que :

h(z) = 2° - 30-))2° - 8jz + 4j(1-)),
j désignant le nombre complexe tel que jz = -L

1) Mettre h(z) sous la forme A(x) + j B(x) dans le cas ol z est le nombre
réel x.

En déduire que 1’équation h(z) = O admet une solution réelle que 1’on
déterminera.

2)  Mettre z-2 en facteur dans h(z).
En déduire les solutions de 1’équation h(z) = O.

6 - Electronique 1981

j désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument ; .
Soit P la fonction polynéme de la variable complexe z définie par :

P(z) = z° 4 az’ + bz + c.

1) Déterminer les trois nombres complexes a, b, ¢ sachant que :

P(2j) =0 ; P(j) =-2-j ; P =1-2j .

12




Nombres complexes

2) Résoudre dans C I’équation d’inconnue u :
Ww-2u+2=0.

3) Déduire de ce qui précéde les solutions de 1’équation :
P(z) = 0.

7 - Electronique 1986

Soit le polynéme P de la variable complexe z défini par :

P(z) = 2° - 2(1+j)z2 + 5jz + 1-7j
ou j est le nombre complexe de module 1 et d’argument g .

1 - Calculer P(1-j), puis résoudre l’équation P(z) = O.

2 - Représenter dans le plan muni d’un repére orthonormal les points A, B et C

d’affixes respectives z, z, et 23 ou 21’ z2 et z, sont les solutions de

I’équation P(z) = O.
‘ai | - 1 |zBaae
Calculer l'aire & du triangle ABC (on rappelle que 4 = 5 ﬂA AA ﬂ).

8 - Exploitation des véhicules a moteurs 1985

j est le nombre complexe de module 1 et d’argument g .
Soit le polynéme P de la variable complexe z tel que :
P(z) = 2° + (6-3))2° + (9-14j)z - 15] .

1) Calculer P(-3) puis résoudre dans C 1’équation P(z) = O.

2 Ms' les

de l'équation P(z) = O et montrer que les points Ml, Mz,

2) Représenter dans le plan complexe par leurs images Ml, M

solutions z, z, 2z
1 T2’ T3

M3 sont alignés.

9 - Exploitation des véhicules & moteurs 1983

1) Résoudre dans l’ensemble C des nombres complexes 1'équation :

x> +12 = 0.
On donnera, pour chaque solution, d’une part sa partie réelle et sa partie
imaginaire, d’autre part son module et un argument.

2) Calculer module et argument du nombre complexe 1 + i V' 3 (i désigne le

nombre complexe de module 1 et d’argument g ).

13




Nombres complexes

En déduire les solutions de 1’équation 2Z2=1+ivV3.
On donnera, pour chaque solution, les mémes éléments que ceux demandés
dans la premiére question.
3) Résoudre dans C 1’équation :
z'+22°+4=0.

Démontrer que, dans le plan complexe, les quatre points d’affixes
respectives les quatre racines de !’équation précédente sont les sommets d’un
rectangle que l’on représentera.

10 - Etude de prix du batiment 1986

On donne le polynéme de la variable complexe z :
P(z) = z° - (7+31)2° + (16+15()z + 2-36i
ol i est le nombre complexe de rhodule 1 et d’argument g .
1 - Démontrer que |’équation P(z) = O admet dans C une solution z, de la forme
z1 = bi, ol b est un nombre réel que ’on déterminera.
2 - Résoudre dans C I’équation P(z) = O.

3 - Placer, dans le plan complexe, les points A, B, C, d’affixes respectives
21 = 2i, z2 = 3-2i et 23 = 4+3i.

Calculer la valeur exacte de la longueur de chaque c6té du triangle ABC.

Calculer, en degrés décimaux, a 1072 prés, une mesure de chaque angle du
triangle ABC. )

11 - Blanchiment 1987

1 - Calculer Q = (3—21)2.

2 - On considére 1’équation (1)

ze€C

2% - (1+41)2° + (-9+)z +18i-6 = O
a) Montrer que (1) admet une solution réelle.
b) Résoudre 1’équation (1).

3 - Placer, dans le plan complexe, les images des solutions de 1'équation (1).
Quelle est la nature du triangle obtenu ?

14




Nombres complexes

12 - Adjoint technique d’entreprise du batiment 1982

A tout nombre complexe z non nul, on associe le nombre complexe :

1 i
Z = E[Z - E]
On désigne par M et P les images respectives de z et Z dans le plan
complexe rapporté a un repére orthonormal.

1 - Déterminer les valeurs de z pour lesquelles on a Z = 2+2i.

2 - On utilise la forme trigonométrique z = r(cos @ + i sin 8)
(r>0et -nm <6 =< mn).

Calculer, en fonction de r et 8, les coordonnées (X , Y) du point P.
3 - On appelle (C) I’ensemble des points M du plan tels que Z soit imaginaire

pur. Déterminer une relation entre r et 6 caractérisant les points M
appartenant a (C).

13 - Maintenance 1987

1 - Résoudre dans l’ensemble C des nombres complexes 1’équation :
Z2-z+1=0

Donner les solutions sous forme algébrique et trigonométrique.

2 - Soit : P(z) = Z2° - (14i)2% + (1+])z - a.

2.1 - Trouver le nombre complexe a pour que i soit solution de l'équation
P(z) = 0.

2.2 - Montrer qu’on peut mettre (z-i) en facteur dans P(z2).

Résoudre dans C l’équation P(z) = 0.

3 - Déduire de la question 1 la résolution de 1’équation :
zt-22+1=0

Donner les solutions sous forme trigonométrique et les représenter dans le
plan complexe.

15
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NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES

14 - Electronique 1977

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal, on considére les
points :
m d’affixe z

M d’affixe Z = X+iY tel que Z =
A d’affixe 1.

X+iy

1

1 + 2z
1..

1 - a) Démontrer que si le nombre complexe z = x+iy a l'unité pour module, le
1 + 2z

1 -
Préciser alors !’ensemble (C) des points m et [’ensemble (A) des points

nombre Z = (z # 1) est imaginaire pur.

M.

b) Démontrer que pour tout z appartenant a C - {I} et tel que |z| =1, les
points A, m et M sont alignés.
En déduire la construction du point M connaissant m.

2 - Déterminer une équation cartésienne de l’ensemble (I') des points m tels
que |Z| =V 2.

Préciser la nature de (T').

15 - Informatique industrielle 1989

On se propose d’utiliser les nombres complexes et leur lien avec des
transformations géométriques pour construire, sur un écran graphique, une
figure formée de carrés concentriques emboités a partir de la donnée d’un
point.

Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormal direct (O ; 3 s ?/)).

16




Nombres complexes

[ - Construction d’un carré de centre O a partir d’un point.

Soit A un point du plan P, distinct de O. On note z son affixe,

A
(X A Y A) ses coordonnées. On se propose de déterminer une procédure
permettant de tracer le carré ABCD, de centre O, direct (c’est-a-dire tel que

(ﬁ,@)=+g).

I - Faire une figure (on prendra pour A le point d’affixe z. = 2 + i).

A

2 - On revient au cas ou A est un point quelconque distinct de O.
On note ZB’ ZC’ zD les affixes respectives des points B, C, D.

a) Montrer que zg =12,

b) Calculer e et z; en fonction de Z,.

3 - On note (XB , YB), (XC , YC), (XD R YD) les coordonnées respectives des

points B, C et D.

a) Calculer (X YB) en fonction de (XA , YA).

B >

Y,)

b) Calculer (X YC) et (X A’ YA

c D’ YD) en fonction de (X
4 - On suppose que I’on dispose d’une procédure graphique :

TRACE (XM , YM , XN , YN) tragant le segment [MN], les points M et N
M’ YM) et (XN , YN).

Ecrire une procédure CARRE (X A Y A) tragant le carré ABCD direct de centre O

€tant définis par leurs coordonnées respectives (X

et dont un sommet est A.

II - Construction de carrés de centre O & partir d’un point.

1 - Soit ¥ l'application du plan complexe P dans lui-méme qui a tout point M

d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ = % (1+i) z

Déterminer la nature géométrique de ¥.

2 - Le carré ABCD construit & partir du point A dans la partie I est supposé
donné. On note A’, B’, C’, D’ les images respectives par ¥ des points A, B, C,
D.

a) Montrer que A’ est le milieu de [AB].

b) En déduire que B’, C’, D’ sont les milieux respectifs des segments
(BC], [CDI, [DA] et que A’B’C’D’ est un carré direct de centre O.

c) Calculer les coordonnées (X Y,,) du point A’ en fonction des

A, ’ A’
coordonnées (X A Y A) du point A.

17




Nombres complexes

3 - On se propose de réaliser un dessin correspondant a la figure ci-dessous
avec dix carrés emboités. Le premier carré est AoBoCoDo défini par le point A0

de coordonnées (k , 0) ou k est un réel strictement positif.

Le deuxiéme est le carré A1B1C1D1' On itére le méme procédé jusqu'au dixiéme

carré.
A
By Y
A
By AR
A 03
Co D Ao
X' B X
2
By s
G ¢ 0y
Do
Y!

En utilisant la procédure CARRE définie dans la partie I donner un
algorithme permettant de réaliser un tel dessin.

16 - Géométre Topographe 1993

Dans le plan complexe orienté, d’origine O, on considére un triangle ABC
dont les sommets A, B et C ont respectivement pour affixes les nombres
complexes a, b et c.

Le triangle est choisi de telle sorte que le sens de parcours A B C soit
le sens trigonométrique.

A’ désigne le milieu du segment [BC].

1° On construit, extérieurement au triangle ABC, les triangles rectangles
isocéles BPC, CQA et ARB (respectivement rectangles en P, en Q et en R).

4 b -c
2 2 7

b) Exprimer de la méme facon les affixes q et r des points Q et R.

a) Montrer que l’affixe p du point P est donnée par : p = b+e

¢) Déduire de ces résultats que les triangles ABC et PQR ont méme isobary-
centre (centre de gravité).

2° Quelle est la nature du triangle A’QR ?

3° Etablir que p-a = i(r-q) ; en déduire que les droites (AP) et (QR) sont
perpendiculaires.

4°  Déduire de ce qui précéde que les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concou-
rantes.

18
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17 - Electronique 1988

Le but de cet exercice est d’étudier une méthode de représentation rapide
d’un cercle sur un terminal graphique d’ordinateur, en n’utilisant que des
calculs peu coliteux en temps d’exécution. Pour cette raison, l'usage des
fonctions trigonométriques, ou la représentation a4 l'aide d’une équation
cartésienne ne conviennent pas. On se propose donc de construire un arc de
cercle comme image d’un segment par une transformation géométrique simple, le
reste du cercle étant obtenu a l’aide de symétries convenables.

Soit P le plan complexe rapporté au repére orthonormal (O ; 3 , 3) (unité
graphique : 5 cm).

i est le nombre complexe de module 1 et d’argument g .

Soit € I’ensemble des points N(t) d’affixe é + % elt, ot t parcourt

I’intervalle [-n ; +m].

1°)  Montrer que € est un cercle et préciser son centre Q et son rayon R.

ikm

L e4, pour k

Représenter € et placer les points Ak = N[k—-] d’affixe

Z +

N —
N —

entier relatif variant de -4 a 4.

Sur la méme figure, représenter en couleur l'arc ' de € décrit par N(t)
L

lorsque t varie de O a e

2°) Démontrer que les points N(g - t] et N(t) sont symétriques par rapport a
la droite QAI.

Quel est ’arc de € décrit par N[g - t] lorsque t varie de O a 174[ ?

Démontrer que les points N(m - t) et N(t) sont symétriques par rapport a
la droite QAZ.

Quel est ’arc de € décrit par N[n— t] lorsque t varie de O a g ?

Démontrer que les points N(-t) et N(t) sont symétriques par rapport a
I’axe réel.

Quel est ’arc de © décrit par N(-t) lorsque t varie de 0 a m ?

3°) Soit D la droite ensemble des points m, d’affixe z = 1 + iu, ol u est un
nombre réel.

A tout point m de D, d’affixe z, on fait correspondre le point M dont

I’affixe est Z = L ou z désigne le conjugué de z.

N

a) Comparer Arg(z) et Arg(Z) ; Que peut-on en déduire pour les points O,
metM?

19




Nombres complexes

b) Calculer la partie réelle X et la partie imaginaire Y du nombre
complexe Z en fonction de u.

Donner, en fonction de u, les coordonnées du vecteur ﬁﬁl.
Calculer le module de Z - % .

Quel est ’ensemble des points M lorsque m décrit D ?
c) Déterminer u tel que M = A0 puis tel que M = A1.
(Les points AO et A1 étant ceux définis a la question 1).

d) Quel est I’ensemble des points M lorsque u varie de O a vao2 -17

18 - CIRA 1990

R
't , L. LT
A 1'aide d’une résistance R,
d’une inductance L et d’une capa- 4 ; Ol — L v,
cité C, on réalise le quadripdle

ci-contre.

Le signal d’entrée est une tension alternative V1 de pulsation w
(w € 10,+0 [) et le signal de sortie la tension V2.
La transmittance du montage est alors la fonction F définie sur ]0,+e [

1
1+ jRlcw - 1
J Lw

par :

Flw) = (R>0;C>0;L>0).

1) On note H(w) le module de F(w) (gain du systéme).
Montrer que :

H(w) = ! ‘
i+ RZ[Cw - —L—i’]z
2-a) Soit U la fonction définie sur ]0,+0 [ par :
Uw) = 1+ Rz[Cw - —1]2
Lw

On note U’ la dérivée de la fonction U. Montrer que :

2
Ulw) = 28 [C + _1] [Lsz - 1].
Lw 2
Lw
b) Montrer que H'(w) et U’(w) sont de signes contraires.
Etudier les variations de la fonction H sur ]O,+o [. On précisera ses
limites en O et +cw.

3) Donner l’allure de la représentation graphique de la fonction H dans un
repére orthogonal.

20



Nombres complexes

4) On note W, la valeur de w pour laquelle la fonction H admet un maximum.

On appelle alors "pulsation de coupure a -3 dB (décibel)" toute valeur de w

telle que :

_ 1y

vV 2
Montrer graphiquement que le filtre présente deux pulsations de coupure

w et w (0 < w < wz). Calculer w et w.

Hw) = (wo).

5) L’intervalle [wl,wzl est appelé "bande passante" du filtre. Déterminer la
longueur de la bande passante du filtre.

Seules les fréquences situées dans la bande passante du filtre sont

5 "

transmises. Ce filtre est donc appelé "passe -bande".

6) On se propose, dans cette question, de construire !’ensemble des points
d’affixe F(w) lorsque w décrit ]0,+» [ (diagramme de Nyquist)

1
a) On pose : h(w) = R[Cw - EE]

Etudier les variations de la fonction h lorsque w décrit ]0,+» [.

b) Représenter dans le plan complexe I’ensemble des points d’affixe
1 + j hlw).

c) En utilisant les propriétés de ['inversion complexe, en déduire
, . s 1
I’ensemble ' des points d’affixe T+ he)

On construira ces deux ensembles sur une méme figure.

19 - Electronique 1990

En électronique on utilise la fonction T de la pulsation w définie sur
10 ; +o [ par :
T(w) = K

. 1
R+J[Lw-m]

ou j désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument g ,

K est une constante complexe,
R, L et C sont des constantes réelles strictement positives.
La pulsation w est exprimée en radians/seconde.

1 1 N . .
On pose h(w) = 7 (Lw - CB]’ ol w appartient a ]0 ; +o [.
Dans ces conditions, T(w) = K__ 1
’ R 1 + jh(w)’

1 - Etudier les variations de la fonction h. Déterminer, en fonction de L et
C, la valeur de w qui annule h.

2 - On se propose d’étudier !’ensemble (E) du plan complexe décrit par le
point d’affixe T(w) quand w parcourt ]O ; +w [.

21




Nombres complexes

a) Représenter dans le plan complexe |’ensemble A des points d’affixe
1+ jh(w).

*
b) En utilisant les propriétés de !’inversion complexe (définie dans C

1 s , . y 1
par z+— — ), en déduire I’ensemble I' des points d’affixe T7 jhe)
c) Préciser enfin la nature de I’ensemble (E).

d) Avec les données numériques fournies a la fin du texte, représenter
graphiquement [!’ensemble (E) lorsque &« = O et colorier la partie de (E)
correspondant aux valeurs de la fréquence f comprises entre 50 Hz et 100 Hz.

e) En utilisant les résultats précédents, traiter, de méme, le cas ou

o = &
g

Données numériques :
. w .

La fréquence f = n est exprimée en Hertz ;

L=005;C=2010°%;R=50;K =220 &%

Pour les représentations graphiques, le choix du repére et des unités est
laissé a l’initiative du candidat.

20 - Electrotechnique 1991 (Nouvelle Calédonie)

On se propose de déterminer le diagramme d’admittance d’un circuit RLC a
partir du diagramme d’impédance par la transformation élémentaire définie dans
1

le plan complexe par z +— 2’ = -

A - A tout point M du plan complexe, différent de l’origine O, d’affixe z, on
associe le point M’, d’affixe z’ = %
On donne un réel a strictement positif.

1° Montrer que si z = a + iy, alors |z’ - 5—

2° En déduire que si M est sur la droite (D) d’équation x = a (a > 0), son

image M’ appartient au cercle de centre I %Z ; 0) et de rayon 53

B - On considére le circuit série suivant :

Son impédance complexe est Z = R + i[Lw - %} ou w est la pulsation du

courant qui parcourt ce circuit. Un dispositif électronique permet de faire
varier w sur ]0 ; +o [.

22



Nombres complexes

1° Etudier la fonction f : 10 ; +o [ — R
1
w— Lw - =—
Cw
En déduire que le diagramme d’impédance, ensemble des points du plan
complexe d’affixe Z, est alors la droite d’équation x = R. Déduire de 1’étude
faite dans la partie A que le diagramme d’admittance, ensemble des points

d’affixe Y telle que Y = —é— se situe sur un cercle que 1’on précisera.

2° Faire une figure. Indiquer sur la droite et le cercle précédents les sens
respectifs de déplacement des images de I’impédance et de 1’admittance lorsque
w croit.

21 - C.LLR.A. 1992

On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument g
La fonction de transfert H(p) d’un systéme est définie par :
2p

H(p)=2 .
p +2p + 4

On se propose, dans cet exercice, de déterminer le "lieu de transfert”
associé a la fonction de transfert H(p).

Pour cela on pose p = jw avec w € ]0 ; +» [.
1

1 Montrer que 1’on peut écrire : H(jw) = T+ 7@

N . (. s w 2

ou f est la fonction numérique définie par : f(w) = 5" o

2°  Etudier les variations de la fonction f sur ]0 ; +o [. On ne demande pas

le tracé de la courbe représentative de la fonction f.

3°  Quel est 1’ensemble (E1) décrit par le point d’affixe z =1 + j flw)
lorsque w décrit ’intervalle 10 ; +o [ ?
4°  Quelle transformation complexe associe au point d’affixe 1+ jflw le

1 5
1 + j flw) °

En déduire 1’ensemble (Ez) décrit par le point d’affixe Z lorsque w

point d’affixe Z =

décrit l’intervalle 10 ; +o [.

S5°  Tacer, sur une méme figure, les ensembles (El) et (Ez)'

L’ensemble (Ez) est le lieu de transfert associé a la fonction de

transfert H(p).
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Nombres complexes

22 - Electronique 1993

On considére le filtre ci-dessus ou C désigne la capacité d’un condensa-
teur exprimée en Farad, et Rz la valeur d’un résistor exprimée en Ohm.

Le but de !’exercice consiste a ajuster les valeurs de C et de Rz pour
obtenir un filtre dont les propriétés sont fixées.

La fonction de transfert, en régime harmonique, de ce filtre peut
s’écrire :

1 + iaw
T) =« =5,
ou :
R2
@ = RS ; a =RiC ; b = aa ; we€ J0; +o [

et i désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument g

On remarquera que : 0 < a < 1.

A-1° Montrer que, pour tout w > O, Tw) = « + (1-a) T
1 -1 +—
TN bw
2° Le plan (P) est muni du repére orthonormal (O; u , v ).
Quel est I’ensemble (A) des points M d’affixe z = 1 - i —b—:) lorsque w

décrit 0 ; +o0 [ ?

*
3° Soit la fonction f définie de C dans C par :

fz) = o0 + =% = o + (1-a) &
4 4

et soit F la transformation ponctuelle associée, qui a tout point M d’affixe z
du plan privé de O associe le point M’ d’affixe f(z).

a) En utilisant les propriétés de la transformation z +— g définir

I’ensemble (C1) des points M1 d’affixe -é—, obtenu lorsque M décrit (A).

b) Quelle est la transformation ponctuelle faisant passer de M1 a M2
d’affixe (1-a) % ? En déduire !’ensemble (Cz) décrit par le point M2 lorsque M

décrit (4).

;  quelle est la

NI

c) Soit M le point d’affixe f(z) = o + (1-a)

transformation faisant passer de M2 aM ?
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Nombres complexes

Quel est I’ensemble (C’) des points M’ obtenus lorsque M décrit (A) ?

en choisissant

d)  Tracer (4), (Cl), (Cz) et (C’) dans le cas ou «a = —;—

une unité graphique de 12 cm.

g [ ; déterminer graphi-
quement le point N’ de (C’) en lequel 6 est maximum. On note A(w) la valeur

3° Soit © un argument de T(w), élément de 10,

maximale de cet argument exprimée en radians. Calculer sin[A(w)] en fonction

de «a.

B - Dans cette partie, on se propose de calculer les valeurs de Rz et de C de
T

6 -1
On rappelle que w = 2af (w en rd.s et f en Hz).

sorte que A(w) = -~ pour une fréquence f = 1 kHz.

1° De A(w) = &, déduire la valeur correspondante de «, puis celle de Rz (on

6,
rappelle que R1 = 10kQ).

2° a) En admettant que a = %, réaliser une nouvelle figure et construire le
point N de (A) dont I’image par F est le point N’.

b) Calculer la distance HN (H étant le point d’affixe 1) ; en déduire la
valeur de b correspondante, puis celle de C.
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ANALYSE SPECTRALE - TRANSFORMATION DE LAPLACE
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Transformation de Laplace

RECHERCHE DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE D’UNE FONCTION

1 - Informatique industrielle 1989

Soit U la fonction échelon unité définie de R dans R par :

sit<O Ut) = 0
sitz0 uit) =1

On considére les fonctions définies de R vers R par :

sin : t > sin(t)
f t — sin(t) U(t)
g :t i+ f(t-n)
h t — f(t) + g(t)

1) Soit un repére orthonormal (O ,_1), ]) ), 'unité étant le centimétre.
1 - a) Construire les courbes représentatives des fonctions échelon et sinus.

1 - b) Exprimer, suivant la valeur de t, f(t), g(t) et h(t) en fonction de t.

Construire les courbes représentatives des fonctions f, g et h sur des

figures distinctes.
2) Déterminer les transformées de Laplace de f, g et h.

3) En déduire, sans faire de calcul intégral, la valeur de !’intégrale
U

J e-3t sin(t) dt
0

2 - Photonique 1991

On note U la fonction échelon unité.
Soient f et g les deux fonctions de la variable réelle t définies par :

n n
‘U(t - 5] cos[t - 5]
f(t) - g(t)

1) Dessiner la courbe représentative de la fonction h (I’étude
variations de h n’est pas demandée).

f(t) = Ut) cos[t - g] g(t)

1]

On note h la fonction définie par : h(t)

2) Déterminer les transformées de Laplace F et G de f et g.
3)  Calculer H(p) = F(p) - G(p). Que représente H ?

4)  Calculer H(1).
Le nombre H(1) représente l’aire d’une surface que l’on caractérisera.
Retrouver la valeur de H(1l) par un calcul intégral direct.
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Transformation de Laplace

TRANSFORMEE DE LAPLACE ET TRANSFORMEE DE LAPLACE INVERSE

3 - C.ILR.A. 1991

U est la fonction échelon unité définie de R dans R par :

sit<O ut) = 0
sitzO Uut) =1
La réponse y(t) d’un systéme
N s x(t) . y(t)
soumis a une excitation x(t) —— systéme —_— T

est telle que :

_ 1

ou X et Y sont les transformées de Laplace respectives des fonctions x et y.
On considére le signal d’entrée défini par :

x(t) =tsitel0, 10]
x(t) =0sitelew, 0O[UIO, +[.

1) Tracer la courbe représentative de la fonction x dans un repére
orthonormal.

2) Montrer que, pour tout p strictement positif :

1 1+10p e—lOp

X(p) = 5 5
p p
3 - a) Déterminer les nombres réels A, B et C tels que, pour tout p
appartenant a R - {— 1_(_1)_ , 0}, on ait :
1 A B C
N :
p“(1+10p) p P 1+10p
b) Déterminer la réponse y(t) et préciser son expression sur chacun des
intervalles ] -0 , O [, [0, 10 [ et [10, +o [.
4 - a) Dresser le tableau de variation sur [0 , +x[, de la fonction y.
b) Construire, dans le méme repére qu’a la question 1, la courbe

représentative de la fonction y.
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Transformation de Laplace

4 - Electronique 1991

Lors de 1’étude des filtres, on note :

v, le signal d’entrée défini par : v ot v (t)
e €

v le signal de sortie défini par v t— v(t)

s s S

(v et v sont des fonctions définies sur R")
e S

Ut) =0sit <O
U la fonction échelon unité :
Ut) =1sitz=0

Ve et V les transformées de Laplace respectives de v et v .
s € S

L’étude physique conduit a définir la fonction de transfert du filtre par :

Vs(p)

Dans cet exercice on considére un filtre tel que :

1

5 P

H(p) = 5 P = 2
2p + 2p + 1 +_1_2+1
P*3 3

1 - a) Calculer la transformée de Laplace de la fonction f telle que :

f(t) = e_at.sin(at).‘U(t) ol « est un réel strictement positif.

b) On suppose v (t) = U(t). Calculer l’expression de Vs(p) puis celle de
e

vs(t)
2 - a) On pose :
F(p) = P
g o+
Montrer que :
20,2 2.4
S
F(p) = 5 S 5
2,1 P K
P *3 P*3 g

b) On suppose que ve(t) = ‘U(t).sin(——;—). Calculer !’expression de Vs(p)
puis celle de vs(t).

c) Montrer que :
t

lim [vs(t)) - é [cos[—;——] + 2 sin[T}] ‘U(t)] = 0.

t->+00
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Transformation de Laplace

5 - Electrotechnique 1991 (Nouvelle Calédonie)

Une liaison RC entre deux amplificateurs est représentée par le schéma
ci-dessous :

e N

1 l 2
LA

SS S S S S S S S S S S S S

On se propose de rechercher grace a la transformation de Laplace la
fonction du temps donnant !’intensité i(t) du courant dans le circuit.

La tension f est définie par :

f(t) =0 sit<O
f(t) = E si0O=t<T
f(t) =0 sit =t

ou E et T sont des nombres réels strictement positifs.
L’intensité satisfait a la relation :
t
R i(t) + .lc_ J i(w) du = f(t) (1).
0

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

Ut) = 0 sit<O

Ut) =1 sitzO.
1° Représenter graphiquement f et exprimer f a I’aide de la fonction échelon
unité.
2°  Déterminer la transformée de Laplace de chacun des deux membres de la
relation (1). On notera I(p) la transformée de Laplace £(i(t)).

3° On pose a = ﬁ% Montrer que I(p) peut s’écrire :

o = E (1 - e
P=Rlp+a p+al

4°  En déduire l'original de I(p).
On distinguera les trois cas t <0, 0 =t<TettT =1

5° Application numérique :

On donne :
E =200V R =1 000 Q C

10°F T =10" s.
Représenter graphiquement la fonction i pour t appartenant a l’intervalle

[0 ; 2.107L. _3
Unités graphiques : sur l’axe des abscisses 3 cm représentent 10 = s
sur 1’axe des ordonnées 2 cm représentent 0,1 A.
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Transformation de Laplace

UTILISATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE POUR LA RESOLUTION
D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

6 - Electronique 1989

La fonction échelon unité apparaissant dans cet exercice est définie par

Ut) = 0 si t <0
Ut) =1 si t = 0.

On se propose de chercher une solution continue sur R et dérivable par
morceaux de l’équation dif férentielle :

(E) i"(t) + i(t) = e(t)
avec les conditions initiales : i(0) = i’(0) = 0 et ou e(t) est définie

graphiquement par :

e(t)

0 | T 2n t

1) Montrer que, pour tout nombre réel t, e(t) peut s’écrire sous la forme :

e(t) =t UH) - 2 (t-m) Ult-w) + (t-2m) U(t-2m).

2) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction :
‘ t > e(t)
3 - a) En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de

l’équation différentielle (E), déterminer la transformée de Laplace de la
fonction :

t > i(t).
b) Déterminer .‘6‘1[ —ﬁ——] ou £ désigne la transformation de
p (p7+1)
Laplace inverse.
(on pourra écrire L A + B + Cp+D ou A, B, C et D sont des
2, 2 2 2
p(p7+1) p P p+l

constantes réelles que l’on déterminera).
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Transformation de Laplace

c) Déduire des questions précédentes une expression de la fonction
t — i(t).
4 -a) Préciser l’expression de i(t) sur chacun des intervalles
]l , O [0, =l ; [t , 2n] ; [2m , +oof.
b) Ftudier les variations de i sur [0 , 4n]. Déterminer les solutions

de l’équation i(t) = O, ou t appartient a [0 , 4mnl.

c) Représenter graphiquement la fonction i sur U’intervalle [0 , 4nl.
On choisira 1 cm pour unité sur l’axe des ordonnées et 3 cm pour m sur l’axe
des abscisses.

7 - C.I.LR.A. 1988

Dans cet exercice, j désigne le nombre complexe de module 1 et d’argument

NI R

C Le circuit électrique figuré ci-contre
R décrit un systéme dont le signal
d’entrée est une tension e(t) et le
signal de sortie l’intensité i(t).

On suppose que e est une fonction dérivable et que i est deux fois
dérivable sur [0,+].

L’équation dif férentielle régissant le systéme est :
(1) LSl rS 4 L =28

On suppose que, si t <0, e(t) = 0 et i(t) = 0. En outre, a l'instant
initial on a :
. di,
e(0) =0 ; i(0) =0 ; a—t—(O) = 0.

1) Appliquer la transformation de Laplace aux deux membres de l’équation
dif férentielle (1). On notera 1 et E les transformées respectives des
fonctions i et e. En déduire la fonction de transfert H du systeme, deéfinie
par :

(2) I(p) = H(p).E(p)

2) On suppose, dans toute la suite de l’exercice, que :
L =1 henry, R = 10 ohms et C = 4 000 microfarads.
Vérifier que l’on a alors :

Hp) = — P2
(p+5)2+15°
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Transformation de Laplace

2-1) Déterminer £ '(H) (¢ désignant la transformée de Laplace inverse).
2-2) On suppose, dans celte question, que :
e(t) = U(t-1) - U(t-3)
a) Représenter le signal e(t).

b) On admet que la relation (2), donnant I(p), reste valable dans cette
question. Déterminer la transformée de Laplace E(p) de e(t) puis, en
appliquant la relation (2), déterminer 1(p).

c) Déterminer alors i(t).
3) On alimente le circuit par une tension sinusoidale de pulsation w, ou

w > 0. Le gain r(w) du systeme est alors égal au module du nombre complexe
H(jw).

3-1) Calculer r(w).
3-2) Etudier les variations de la fonction numérique f définie sur ]O,+w|
par :
f(u) = u? - 400 + 92--2—0—9
u

(On ne demande pas de tracer la courbe représentative de f).

3-3) Quelle relation a-t-on entre r(w) et f(w) ?
Pour quelle valeur de w, le gain atteint-il son maximum ?

3-4) Déterminer la limite de r(w) lorsque w tend vers +w.

8 - Electrotechnique 1990

— T v(t)

On se propose de rechercher, en utilisant la transformation de Laplace,
la fonction du temps donnant la tension v(t) aux bornes du condensateur
lorsque le circuit représenté ci-dessus est alimenté par un courant de tension

f(t).

—
-
=
Q

L’équation différentielle régissant ce circuit est :

dv

RC It

(t) + v(t) = f(t)

(1)

IA
o

v(t) =0 pour t
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Transformation de Laplace

1) On suppose que v est une fonction dérivable sur [0, +o [ et que les
fonctions f et v admettent des transformées de Laplace notées respectivement F
et V. Déterminer, en appliquant la transformation de Laplace aux deux membres
de I’équation différentielle (1), la fonction H telle que :

V(p) = H(p).F(p). (2)

2) La tension f appliquée aux bornes du circuit est définie en fonction de t
par :

f(t) =0 sit<O
f(t) = E si0O=t<A
f(t) =0 sitzA

ou E et A sont des nombres strictement positifs.

2 - a) Représenter graphiquement la fonction f et exprimer f a 1’aide de la
fonction échelon unité U définie par :

Uut) = 0 sit<O
ut) =1 itzo.
2 - b) En admettant que la relation (2) reste encore valable dans cette
question, montrer que :
Vi) =E| - L [1-5"“].
P + L
P*RC

2 - c¢) Calculer alors v(t) et donner son expression sur chacun des intervalles
llw , O, [0, Alet[A, +o[.

2 - d) Application numérique : On donne :

R = 10° Q C=10°%F A 1 V.

]
—
0]
1

I

Tracer alors le signal associé a la fonction v.

9 - Electronique 1988

On se propose de rechercher grdce a la transformation de Laplace, la
fonction du temps donnant l’intensité du courant : t + i(t) dans le circuit
suivant :

L>0
]\e(t) R R >0

|

auquel on applique aux bornes une force électromotrice t +— e(t) dont la
courbe en fonction du temps est une impulsion rectangulaire représentée
ci-apres.
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Transformation de Laplace

» e(t)
E 0<t <t
1 2
e(t) =Esit =t<t
1 2
e(t) = O sinon
0 t t t

On admet que l’intensité i est alors une fonction continue sur R et
dérivable par morceaux.
L’équation qui régit ce circuit s’écrit : L g—i + Ri = e(t).

On suppose qu’au temps t = 0 le courant est nul dans le circuit.

1° Déterminer la transformée de Laplace de la fonction t —— e(t) définie
ci-avant.

. . 1 11 1 - o
2° Sachant que : p(LpR) ~ R [5 R ] en déduire les originaux de
p+—
L
1 e_-"-p
5(Lp+R) et de S(LpR) (T étant une constante réelle positive).

3° Déterminer, grdce a la transformation de Laplace, la solution de l’équation

dif férentielle L % + Ri = e(t) vérifiant i(0) = 0.

Donner les expressions de i(t) sur les intervalles :

0;tlh [t ;tletlt ;wl

4° On donne : L =1H R=100Q, E=10V, t = 1072 s, t, = 2.107% s.

i(t) est alors en Ampéres lorsque t est exprimé en secondes.
Représenter graphiquement i pour t variant de O a 51072 seconde.

Echelle : 4 cm pour 1072 seconde.
10 cm pour 0,1 Ampere.

On se bornera a esquisser l’allure de la courbe sur papier millimétre, a
partir des valeurs prises par i aux instants :

1102 ; 1,5107% ; 2102 ; 3.10°% ; 4.10% et fournies dans le tableau
ci-dessous :

t 1.102 | 1,5.107%| 2.107%2 | 3.107% | 4.1072
i(t) 0 0,039 | 0,063 | 0,022 | 0,008
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10 - Electrotechnique 1991

En physique, 1’étude d’un mouvement amorti améne a considérer la fonction
t +— f(t) telle que :

a) f(t) =0 pour t <O

b) (1) + 2 (1) + 2 f(t) =e pour t = 0

c) f(0) =1 et f°(0) = 0.

A Application de la transformation de Laplace

On suppose que la fonction f et ses dérivées admettent des transformées
de Laplace. On note F celle de f.

1° Déterminer a 1’aide de F, les transformées de Laplace des fonctions f’ et
f". En déduire celle de f" + 2 f* + 2 f.

2°  Déterminer la transformée de Laplace de t — ‘Ll(‘c).e—t ot U est
I’échelon unité.

3° Déduire de ce qui précéde 1’équation (E) vérifiée par la fonction F.

B Résolution de 1’équation (E) et recherche de f

1° Déterminer les réels a, b, ¢ tels que pour tout p appartenant a R - {-1}
on ait :

1 =2 bp + ¢
2 2
[p+1]{p +2p+2] p+1 [p +2p+2]
2° En déduire la fonction f vérifiant les trois conditions a) b) c) données

ci-dessus.

C Etude de la fonction f

1° Etudier les variations des fonctions g et h définies sur !’intervalle
[0, n] par :

t

glt) = e et h(t) = e *

.sin(t).

On montrera que h'(t) =V 2 et cos [t + %)

2° Construire dans le plan rapporté a un repére orthogonal (unités
graphiques : 5 cm sur l’axe des abscisses, 10 cm sur l’axe des ordonnées) les
courbes représentatives des fonctions g et h.

3° En déduire la courbe représentative dans le méme repére de la fonction f
égale a g + h sur [0, n]. On précisera la tangente en t = O.

4° Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur [0 , ml.
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11 - Electrotechnique 1992 - Nouvelle Calédonie

Etablissement d’un courant dans un circuit (R, L).

On considére le circuit ci-dessous aux bornes duquel on applique une
tension t —— f(t).

On suppose que f est définie graphiquement par :

f(t)

N
4

ol 1 t

1) Exprimer f(t) en fonction de t sur chacun des intervalles ]-w ; Of,
[0 ; 1l et [1; +oof.

Déterminer la transformée de Laplace F de la fonction f en utilisant la
définition de cette transformée.

On sera amené a scinder UDintervalle d’intégration en deux parties et a
utiliser les expresssions de f définies précédemmment.

2) L’équation différentielle qui régit le circuit s’écrit :

(E) L 9ke) + R i(H) = f(0) avec i(0) = O.
On suppose que la fonction i : t —— i(t) est nulle sur Iintervalle

]-w ; O[ et qu'elle est transformable par la transformation de Laplace. On
désigne par I sa transformée de Laplace.

a) Exprimer la tranformée de Laplace de la fonction t +—— %(t) a 1’aide de
I(p).

b) En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de 1’équation
(E), déterminer la transformée de Laplace de la fonction i.

On montrera que I(p) s’écrit :
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Transformation de Laplace

3) On donne L = 1 et R = | (exprimés respectivement en henrys et en ohms).

a) Déterminer les constantes réelles a, b, c, telles que pour tout p réel
non nul et différent de -1 :
1 a b c
— = — 4 — 4 .
pPlp+ 1) p° p  p+l

b) En déduire, pour les valeurs données de L et R, l’expression de i(t), a
I’aide notamment de U(t) et U(t-1) (od U désigne la fonction échelon unité).

c) Vérifier que la fonction i est alors définie sur R par :

i(t) = 0 sit<o0
()=t -1+e" si0=t<1
() =1+(1-e) et sit=1

d) Etudier les variations de la fonction i sur R.

e) Représenter graphiquement la fonction i dans un repére orthonormal.

12 - Electronique 1993

Une fonction causale est une fonction numérique nulle sur ]-o ; O [.

En utilisant la transformation de Laplace, on envisage de déterminer une
fonction causale f (f : t —— f(t)).

Cette fonction f est continue et a dérivée premiére continue sur R ; elle
vérifie les conditions initiales f(0) = 0 et f’(0) = O ; elle est solution de
1’équation différentielle :

f"(t) + 2 £7(1) + f(1) = e(t)

ou e est la fonction causale telle que :

sitelow; 0l e(t) = O,
si t el0; 1, e(t) = 1,
sitell; + [ e(t) = 0.

Pour les valeurs t = O et t = 1, la fonction f" n’est pas continue, mais
la transformation de Laplace ne fera pas intervenir les valeurs de f" en ces
deux points.

1° Tracer la courbe représentative de la fonction e dans un repére
orthonormal puis déterminer sa transformée de Laplace E.

2° Déterminer les constantes réelles A, B et C telles que pour tout p réel
non nul et différent de -1, on ait :

1 A B C

— = + — + >
p(p+1) p p+l  (p+1)

P
3° En déduire les originaux de : 1 et L
2 2

p(p+1) p(p+1)
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4° a) Calculer la transformée de Laplace de la fonction causale f.
En déduire cette fonction f.

b) Donner les expressions de f sur chacun des intervalles I1 = J-o ; O [,
12=[O;1[et13=[1;+co[.
Vérifier les conditions initiales f(0) = f’(0) = O.

c) Vérifier que f est continue pour t = 1 puis que les dérivées a gauche et
a droite de f sont égales en ce point.
Etudier les variations de f, calculer la limite de f en +» puis
présenter les résultats dans un tableau.
Représenter graphiquement cette fonction dans un repére orthogonal en
prenant 10 cm pour unité sur l’axe des ordonnées et 2 cm pour unité sur I’'axe
des abscisses.
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UTILISATION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE POUR LA RESOLUTION
D’UN SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

13 - Electronicien 1985

X

1) Calculer !’intégrale : I(x) = J t e_(pﬂ)t dt ou p est un réel
0

positif.

En déduire que la transformée de Laplace de la fonction t +— t e—t est :
1

(p+1)2'

2) On se propose de résoudre, en utilisant la transformation de Laplace le
systéme différentiel :

rdyl
Tt -V, t37,
dy2

(y) 4c—i?—=2y2
d—y—:‘—=2y +y, -y
kdt 1 2 3

ou Yo Yy Y, sont trois fonctions dérivables de la variable réelle t
(t € [0 ; +0 [), telles que yl(O) = 1, yZ(O) = -1 et y3(0) = 0, et admettant
des transformées de Laplace que l’on notera respectivement Yl, Y2 et Y3.

a - Montrer, en appliquant la transformation de Laplace au systéme (#)
que l'on a :

(p+1) Yl(p) - 3Y2(p) =1
) (p-2) Yz(p) = -]
2 Yl(p) + Yz(p) - (p+1) Y3(p) =0

b - Résoudre le systéme (¥’) et déterminer les réels a, b, c, d e et f
tels que :

Y(p) = 2> + b ¢ d € £
1 p+l  p-2 2 p-2 3 (p+1)2 p+l p-2

¢ - En déduire les fonctions yp ¥, et Yy
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14 - Photonique 93

t désigne une variable réelle positive, on se propose de chercher la solution
(x , y) du systéme différentiel suivant :

dx
gt = x(1) + 2 y(t)
(N dy
E;(—(t) = 2 x(t) + y(t)
vérifiant les conditions initiales : x(0) =2 et y(0) = 4.

Premiére méthode : Utilisation de la transformation de Laplace.

1.1 Déterminer les réels a, b, c, d tels que :

_2lp3) o a b
(p-3)(p+1) p-3  p+l
4p__ ¢, d

—

(p-3)(p+1) ~ p-3  p+

1.2 On suppose que les fonctions x et y admettent des transformées de Laplace
notées respectivement X et Y.

Grace a la méthode de la transformation de Laplace, trouver la solution
du systéme (I) vérifiant les conditions initiales imposées.

Deuxiéme méthode : Résolution d’une équation différentielle linéaire

du second ordre.

2.1 Montrer que la solution t —— x(t) cherchée satisfait a 1’équation
différentielle :

2.2 Résoudre !’équation différentielle (E). En déduire la solution du systéme
(I) vérifiant les conditions initiales imposées.

15 - Electrotechnique 1993

On se propose de résoudre a Il’aide de la transformation de Laplace, le
systéme différentiel suivant :

2%%+x—2y=v

(s)
dx dy _
E;E—ZE+SX—10y—O

ou X et y sont des fonctions numériques de la variable réelle t définies sur R
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et telles que :
x(t) = O et y(t) = 0sit <O,
x(0) = O et y(0) = O,

et ou v est la fonction de la variable réelle t définie sur R par :
v(it) =0 sit<00utzg
v(t) = 8 sin(2t) si0=t<3

A. Détermination de la transformée de Laplace de v.

Soient les fonctions numériques g et h définies sur R par :

g(t) = 8 sin(2t) U(t)

h(t) = glt - 3).
On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :
Ut) = 0 sit<O,
Ut) =1 sit=zo0.
1. Déterminer les transformées de Laplace des fonctions g et h.
2. Tracer les courbes représentatives € , E’h et & des fonctions g, h et v
g v

sur l’intervalle [-w ; 2u].
Les courbes € et fo’h seront tracées dans un méme repére en utilisant des
g

couleurs différentes ; la courbe € sera tracée dans un autre repére ; on
\4
prendra cependant les mémes unités graphiques pour ces deux repeéres.

En déduire une expression de v(t) a ’aide de g(t) et h(t).
3. Utiliser les résultats précédents pour déterminer la transformée de
Laplace V(p) = $[v(t)] de la fonction v.
B. Résolution du systéme (S).

On admet que les fonctions x et y et leurs dérivées admettent des
transformées de Laplace et I’on note:

X(p) = .‘ff{x(t)] et Y(p) = 2[y(t)].

L. A partir de (S), écrire le systéme vérifié par X(p) et Y(p).
Déterminer X(p) et Y(p).

2. Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout p non nul, on ait :
4 a bp+c
_—2__.. = — 4+ 2—
p(p"+4) p p+ 4 T
4 4 - 2P

En déduire les originaux respectifs de et e
2 2
p(p~+4) p(p~+4)

Déterminer les expressions de x(t) et y(t) sur chacun des intervalles ]-o ; Of
n n
[O.E[Ct[z,*m[-
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16 - C.I.LR.A. 1989

Le systeme représenté ci-dessus est composé de deux bacs cylindriques se
vidant dans une méme conduite.

Les signaux d’entrée sont les débits q, et q, et les signaux de sortie
sont les niveaux n et n, correspondants. Il s’agit donc d’un systeme ayant
deux entrées et deux sorties.

Dans cet exercice, la modélisation du phénomeéne se traduit par le systeme
dif ferentiel :

n l(t)

- qx(t) - 2n1(t) + nz(t)
n 2(t) = qz(t) + nl(t) -2 nz(t)

ou t est un réel positif ou nul.

A - On suppose, dans cette partie n1(0+) = n2(0+) = 0.

1 - Démontrer, en appliquant la transformation de Laplace au systéeme (Z),
qu’on a :
_ p+2 1
NP = o AP e %P

1

_ p+2
N,(P) = oaypea) AP * prnpesy &P

ou Nl, Nz’ Q1’ Q2 sont les transformées de Laplace respectives de nl, n2, ql,

q,

2 - Calculer nl(t) et nz(t) dans le cas ou ql(t) = qz(t) = U(t).

Représenter graphiquement la réponse n, sans étudier la fonction n.

3 - Calculer nl(t) et nz(t) dans le cas ou ql(t) =0 et qz(t) = U(t).

Déterminer alors lim n (t) et lim n_(t).
t>+00 1>+
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B - Dans cette partie le signal d’entrée q, est U'impulsion unité & et le
signal d’entrée q, est la fonction nulle.

On admet que dans ces conditions le phénomeéene est régi par le systeme
dif ferentiel :

n” (t) +2n((t) -n(t)=0
1 1 2
E 3
(z) nz(t) - nl(t) + 2 nz(t) =0
n() =1 e n(0)=0

1 2

1 - Déterminer, en utilisant la transformation de Laplace, les fonctions nl et
>
n, solutions du systéeme (T ).

2 - Etudier et représenter graphiquement dans le méme repere les fonctions n

et n.
2

On déterminera notamment la valeur exacte du maximum de la fonction nz.

17 - Electronique 1992

Soient les fonctions numériques x et y de la variable réelle positive t ;
on se propose d’étudier une solution du systeme différentiel suivant :

) = xw - 2 y() x(0) = 1
dy(t) avec les conditions initiales
g—t = x(t) - y(t) - Ut) y(0) = 0

ou U désigne la fonction échelon unité définie sur R par :

Ut) =0sit <O

Ut) =1sitz0

1° a) On suppose que la méthode utilisant la transformation de Laplace est
applicable pour la résolution de ce systéme. En utilisant cette méthode, et en
notant respectivement X(p) et Y(p) les transformées de Laplace des fonctions x
et y, déterminer le systéme d’équations vérifié par X(p) et Y(p).

b) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout p non nul,
1 a bp+c
—_— = — e ——
p

p(p2+1) p2+1

c) Déterminer les fonctions x et y solutions du systéme.
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2°  On considére la courbe & définie par le systéme d’équations paramétriques
suivant :

x(t) = 2 + sin(t) - cos(t)

(t € R)
1 - cos(t)

y(t)

a) Montrer que l'on peut obtenir la courbe € a partir de I’étude des
fonctions x et y sur [’intervalle [0 , 2r].

b) Etudier les variations de x et y sur [0, 2m] et regrouper les résultats
de cette étude dans un méme tableau.

c) Préciser les points de la courbe € o0 la tangente est paralléle a ['un
des axes du repére.

d) Tracer la courbe € dans un repére orthonormal (O ; T, 3)) (unité

graphique : 5 cm).

18 - C.I.R.A. 1993

Le but de l’exercice est l’étude de l’intensité d’un courant é€lectrique
dans deux circuits d’un montage avec transformateur.

U est la fonction échelon unité définie de R dans R par :

U(t) = 0 si t <O,
ut) =1 si t=o0.
A - Dans cette partie, on établit des résultats mathématiques qui seront

utilisés dans la partie B.

Soit T un nombre réel strictement positif. On considere les fonctions H
et G définies par :

1 1
H(p) = ———= et G(p) = .
pl+7p) p2(1+rp)
1 - Soit h la fonction définie par :
-t

ht) = | 1-e ° | uw.

Montrer que H est la transformée de Laplace de h.

2 - Soit g la fonction définie par :
-t

g(t) = _t-'r+rer U(t).
Montrer que G est la transformée de Laplace de g.
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B - On considére le montage électrique suivant :
i1 i2
__._) (___
M
[
v /[ L1 L2 Rz
R1

Les constantes Li, L2, Ri, R2, M sont des réels strictement positifs
caractéristiques du circuit.

Lorsque le circuit est excité par un signal d’entrée t +—— v(t), les in-
tensités du courant dans les deux branches du montage sont les fonctions
t —— i1(t) et t —— i2(t).

Pour t négatif ou nul, v(t), ii(t) et iz2(t) sont nuls.

les lois de [I'électricité montrent que les fonctions i1 et i2 sont
solutions sur [0 ; +o [, du systéme différentiel suivant :

. di1 diz
R1 ii(t) + L1 F(t) + M F(t) = v(t)
(S) avec i1(0") = i2(0") = O.
di1 di2 -0

MaT(t) + L2 E(t) + R2 i2f(t)

On suppose que les fonctions v, i1 et i2 admettent des tranformées de
Laplace que !’on notera respectivement V, I1 et I2.

1 - Montrer que [’application de la tranformation de Laplace au systéme
différentiel (S) conduit au systéme :
(Rt + Lip) Ii(p) + Mp I2(p) = V(p)
(S))
! Mp Ii(p) + (L2p + R2) I2(p) = O

2 - Dans la suite, on suppose que :

L1 = 0,5 L2 = 2 Ri = 2 R2 = 4 M =1
Résoudre alors le systéme (Sl). On obtiendra :

- p+t2 I
Ii(p) = 3p + 4 V(p) et I2(p) & + 8 V(p).

3 - Dans cette question le signal d’entrée est la fonction v définie par :
v(t) = t Ut).

Déterminer alors ii(t) et i2(t).
1 1 1

+ 5 et utiliser les

(On pourra observer que Ii(p) = 1
4 3 2 3
p(l + 7p) p (1 + Zp)

résultats de la partie A).
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4 - Dans cette question le signal d’entrée est la fonction v définie par

v(t) = t U(t) - 2 (t-1) Ut-1) + (t-2) U(t-2).

a) Tracer la courbe représentative de la fonction v dans un repére
orthonormal.

b) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction v.

c) En utilisant les résultats de la question 3, déterminer ii(t) et
i2(t). Sur chacun des intervalles l-w ; O[, [0 ; L[, [1; 20 et [2; +o [
préciser I’expression de ii(t) et de i2(t) , sans utiliser la fonction échelon
unité.

49




Transformation de Laplace

UTILISATION DES THEOREMES DE LA VALEUR INITIALE
OU DE LA VALEUR FINALE

19 - C.I.LR.A. 1988

U est la fonction échelon unité définie de R dans R par :

sit<O uit) = 0
sit=z0 Ut) =1

La réponse y(t) d’un systeme soumis a une excitation x(t) est telle que :
-Tp -Tp
e

_ _ €
YE) = S (1 - i) X0

X et Y étant les transformées de Laplace des fonctions x et y et T un nombre
réel strictement positif. Déterminer, en fonction de T, la limite, quand t

tend vers +w, de la réponse y(t), lorsque le systéme est soumis a l’excitation
x(t) = U(t) (échelon unité).

On pourra appliquer le théoreme de la valeur finale.

20 - C.I.LR.A. 1989

U est la fonction échelon unité définie de R dans R par :

sit<O ut) = 0
sitz0 u(t) =1

La réponse y(t) d’un systéme soumis d un signal d’entrée x(t) est telle
que Y(p) = H(p).X(p), X et Y étant les transformées de Laplace respectives des
fonctions x et y et H la fonction de transfert du systéme.

Dans cet exercice, H(p) = Z—PH-——I—- et le signal d’entrée est la
p +p+1
fonction "rampe” définie par : x(t) = t U(t).

1 - a) Calculer Y(p).

b)  En déduire y(0') = lim y(t).
t->0
t>o0

On pourra utiliser le théoreme de la valeur initiale.
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2 - a) Déterminer la transformée de Laplace Y1 de la dérivée y’ de y.

b) En déduire y’(0') = lim y’(t).
t>0
t>0

3) Calculer lim y"(t).

t>0
t>o0
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FONCTION DE TRANSFERT

21 - C.I.LR.A. 1990

On définit la fonction de transfert H(p) d’un systéme soumis & un signal
d’entrée e(t) et dont le signal de sortie est s(t) par :

S(p) = H(p) E(p)

ou E(p) et S(p) sont les transformées de Laplace respectives des signaux e(t)
et s(t).

Le but de cet exercice est ’étude, sur un exemple, de la stabilité d’un
systéme en boucle fermée.

A - On associe a un systéme donné un régulateur a action "proportionnel-
intégral" :
e(t) ——— 1+ K 1 > s(t)

P p(p+3)

La fonction de transfert de I’ensemble systéme-régulateur est la fonction
H(p) définie par :

K 1
= =l |=—=+ > 0).
H(p) [1 + p] [p(p+3)]’ (K )
1 - Soit w un nombre strictement positif. Mettre le nombre complexe H(jw)
sous forme algébrique.
2 - On considére dans le plan complexe la courbe CK de représentation
paramétrique :
10, +o | — C
w+3K .. K-3
© T 2[ 2 * 2
w [w + 9] w[w + 9}
2 - a) Soient x et y les fonctions définies sur ] O , +o [ par :
W’ + 3K K-3

x(w) = - et y(w) = .
wziwz + 9i wlwz + 9i

Montrer que :

, 2(0* + 6Kw® + 27K) , 3(3-K) (0?+3)
x'(w) = et y(w) = .
3( 2 2 2 2 2
w [w + 9] wlw +9
2 -b) Dans cette question K = 2. Dresser le tableau des variations

conjointes des fonctions x et y (on en précisera les limites en O et en +w) et
donner 1’allure de la courbe 6’2 correspondante.
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2 -0¢) Dans cette question K = 4. Dresser le tableau des variations
conjointes des fonctions x et y (on en précisera les limites en O et en +0) et
donner I’allure de la courbe € 4 correspondante.

B -On va utiliser les dessins de la partie A pour en déduire, a l’aide d’un
critére, la stabilité du systéme "en boucle fermée" (Z) suivant :

e(t) — 1+ 1

5(p+3) s(t)

oA

Enoncé du critére de stabilité :
Le systeme (L) est stable si la courbe @K est entierement située en
dessous du point N de coordonnées (-1 ; 0).
1) Le systéeme () obtenu pour K = 2 est-il stable ? Le systeme (Z) obtenu
pour K = 4 est- il stable ?

2) Le systéme (£) introduit dans la partie B admet la fonction de transfert
G(p) définie par :

_ H(p)
6P) = 5 H(p) °
2 - a) On admet que pour K = 20 cette fonction de transfert peut s’écrire :
16[ 1] 97
16 —=lp - 5 ad
= 25 2 25
Gl(p) = p+22 = LS - +
(p+4) (p“-p+5) p+4 Nz, (V19 )2 Nz, (V19 )2
P~3 2 P~z 2
Quelle est la réponse s(t) du systéme () lorsque e(t) = s(t) ?

(impulsion de Dirac).
Dans ce cas le systéme () est instable.
2 -b) On admet que pour K = 2,059 , cette fonction de transfert peut

s’écrire :
p + 2,059

Gz(p) = 5
(p + 2,9)(p” + O,1p + 0,71)

Montrer que les pdles de Gz(p) ont tous une partie réelle négative.

On sait alors que le systéeme (Z) est stable.
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ANALYSE SPECTRALE - SERIES DE FOURIER
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Séries de Fourier

DECOMPOSITION D’UN SIGNAL PERIODIQUE EN SERIE DE FOURIER

1 - Informatique industrielle 1989

On considére le signal défini par la fonction f, périodique de période
T = w, telle que pour tout t de l’intervalle [0 ; =] :

f(t) =t (m - t).
1 - a) Etudier les variations de la fonction f sur I’intervalle [0 ; =l

Construire la courbe représentative de la restriction a [0 ; m] de
la fonction f.

1 - b) Construire la courbe représentative de la restriction a [-3m ; 3nl
de la fonction f.

2 - On admet que la fonction f est développable en série de Fourier.

2 - a) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f.

2 - b) Ecrire le développement en série de Fourier de la fonction f.

2 - C.LLR.A. 1988

Soit f la fonction numérique périodique, de période 2m, définie sur R et
telle que :

f(t)
f(t)

t si tel0; n
0 si t e ln; 2nl.

1) Tracer la représentation graphique de la restriction de cette fonction a
I’intervalle ]-3n ; 3mul.

2) n étant un entier naturel, calculer les intégrales :
n n

I = t cos(nt) dt et J = t sin(nt) dt.

n 0 n 0
3 - a) On admet que f est développable en série de Fourier. Déterminer les
coefficients de Fourier de la fonction f.
3 -b) Préciser les trois premiers harmoniques de la fonction f.
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3 - Photonique 1990

On se propose de développer en série de Fourier un signal périodique.

Soit la fonction numérique f de période 4, impaire et définie par :

flx) = x si x € [0 ; 1]
flx) =1 si xell, 2
f(2) = 0.

1) Représenter le signal périodique défini par f sur [-4 ; 4] et calculer sa
pulsation w.

2) Calculer les quatre premiers termes du développement en série de Fourier
de la fonction f.

4 - Assistance technique d’ingénieur 1991

1) On considére les intégrales : -

I = J x sin(nx) dx
0

n

ol n est un entier naturel.
Calculer Io.

Calculer In pour n non nul.

2) Soit F la fonction périodique, de période 2m telle que pour tout x
élément de l'intervalle [-m ; ml], on ait :

F(x) = x sin(x).

Calculer les coefficients de la série de Fourier associée a F.

5 - Chimiste 1985

Soit la fonction f, périodique, de période 2m définie par :

f(t)
f(t)

sin(t) si t € [0; n
0 si t e ln; 2nl.

1) Représenter la restriction de la fonction f a l’intervalle [-3n ; 3m]
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2) Calculer les coefficients de Fourier a al, b1 puis, pour n supérieur ou

égal a 2, an et bn.

3) Ecrire le développement en série de Fourier de f.

6 - Electrotechnique 1989

On considére les signaux suivants de période 2m.

4\
2t N
.\ -
J=f(t) :
v ) ™ R 3 un ’
A
y=g(t) , y=h(t)
— g —_— a
1 o| ¥r 2T 3T ? - o v 2T 3r 7

1) Déterminer les développements en série de Fourier des fonctions g et h.

2)  En déduire le développement en série de Fourier de la fonction f.
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7 - Electronique 1988

Le but de cet exercice est d’établir, avec un minimum de calculs, le
développement en série de Fourier de quelques fonctions périodiques
d’utilisation courante en électronique.

1° n étant un entier naturel strictement positif, montrer que :
4

J sin(t).cos(2nt).dt = 2
0

1 - 4n°
2° Soit la fonction numérique f, périodique de période m, telle que pour
tout élément t de [0 ; mul,

f(t) = sin(t).

a) Tracer, dans un repére orthonormal, la courbe représentative de f sur
I'intervalle [-3m ; 3m] (unité graphique : 1 cm).

b) Calculer les coefficients du développement en série de Fourier de f et
expliciter ce développement.

3° Soit la fonction numérique g, périodique de période 2m, définie par

g(t) = sin(t) si t € [0 ; n]
gt) =0 si t € [m; 2nl.

Donner l’allure de la représentation graphique de g sur [-3m ; 3ml, ainsi
que celle des fonctions h, i et j définies pour tout nombre réel t par :

h(t) = g(-t)

i(t) = g(t) + g(-t)
j) = glt) - gl-t).

4°  Aprés avoir reconnu les fonctions i et j, déduire des questions
précédentes le développement en série de Fourier de la fonction g.

8 - Photonique 1992

1° Calculer les intégrales suivantes dans lesquelles a est un réel positif
et n un entier naturel :
a a

In(a) = J t cos(nt) dt J(a) = J t sin(nt) dt
0 0

n

En déduire I (n), I (2m), J (m) et J (2m).
n n n n
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2° Représenter sur un intervalle d’amplitude 4m, les fonctions définies de
la fagon suivante :

Période T = 21 Période T = 2n
f{ f(t)=1tsitel0;n g{gt)=tsitelo;nl;gn)=0
f(-t) = f(t) g(-t) = -g(t)

Période T = 2mn
h(t) =t si t € [0; 2nal
3° On admet que les fonctions f, g et h sont développables en série de

Fourier ; en utilisant les résultats de la question 1°, écrire les développe-
ments en série de Fourier de ces trois fonctions.

9 - Informatique industrielle 1993

>
1° Soit n appartenant a N .
+T +TU
Soit In = (n®-x%) cos(nx) dx et Jn = x sin(nx) dx.
~Tt -
Montrer, par une intégration par parties, que :
I = __2_._ J .
n n n

Calculer J ; en déduire I .
n n

2° Soit f la fonction numérique, périodique de période 2m, telle que pour X
appartenant a [-m ; +ml], f(x) = 7 - X%
a) Tracer la courbe représentant f sur [-m ; 5ul.

b) On admet que f est développable en série de Fourier. .
Calculer les coefficients de Fourier a, a et bn pour n appartenant a N

puis donner le développement de f en série de Fourier.

10 - Géologie appliquée 1993

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x, paire, périodique

de période T = 2m, définie sur [0 ; m] par : f(x) =nsixe [O , g[ ;

- 0 si L4 - - nsi L Y 14 I
f(x)—Osxxe]§,3[,f(x)— n51xe]3 ,n], f[3]-2- f(:;}.

1° Représenter graphiquement la fonction f sur [-2m ; 2n].

2° Développer f en série de Fourier.
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SERIE DE FOURIER - CALCUL DE LA SOMME D’UNE SERIE NUMERIQUE

11 - Maintenance et exploitation de matériels aéronautiques 1987

On considere la fonction numérique f définie sur R, périodique de période
2n et telle que :

f(x) =m-x si O=sx=nmn
flx) =m+x si -t = x < 0.

Il

1) Représenter graphiquement la fonction f dans le plan rapporté & un repére

orthonormal (0 ; 1, ]) ) (unité graphique : 1 cm).

2) On admet que la fonction f est développable en série de Fourier.
Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f puis écrire le
développement de f en série de Fourier.

3) On considére la série numérique de terme général u = —
P (2p+1)
a) Démontrer que cette série est convergente.

b) En utilisant la valeur de f en O, calculer la somme :

12 - Electrotechnique 1989

Soit la fonction f périodique de période 2m, impaire, définie par :

f(x) = x si O$x<-12E
f(X)=x—% si gsx<n
f(n) =0

1° Le plan est muni d’un repére orthonormal (unité graphique : 1 cm).

Représenter graphiquement f sur !’intervalle [-3m ; 3nl.

2° a) Calculer pour tout entier n positif ou nul les coefficients de Fourier
a et bn de la fonction f.
n
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b) Vérifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet sur !’intervalle
[-mr ; m] et préciser la somme de la série de Fourier de la fonction f pour
tout réel x de l’intervalle [0 , =].

cJEn utilisant ce développement lorsque x = déterminer la somme de la

L
Z)
série numérique :

13 - Electronique 1987

Soit la fonction numérique f périodique de période 2mn, définie sur
I’intervalle [-m ; m] par :

f(x)
f(x)

m- X si x € [0 ; =l
-m + X si x € [-n ; O

1) Tracer, dans un repére orthonormal, la courbe représentative de Ila
fonction f.

2) On admet que la fonction f est développable en série de Fourier. On
désigne le terme général de son développement par :

u (x) = a cos(nx) + b sin(nx) (n € N).
n n n
a - Calculer les coefficients ao, an et bn.

b - Ecrire la série de Fourier de la fonction f.

¢ - Enoncer le théoréme qui permet de conclure que la série de Fourier

n
converge en O, en 5

d - Montrer que la série numérique de terme général

(-n"
n _ 2n+l

est convergente.

Calculer sa somme en utilisant le développement en série de Fourier de la
fonction f.
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14 - Electrotechnique 1985

Soit la fonction numérique f, définie sur R, périodique de période 2Zm, et
telle que sur l'intervalle [-m ; m] :

f(x)
f(x)

sin(x +

cos(x + =) si O=x=m

1) Montrer que f est une fonction paire.

2) Représenter graphiquement la restriction de la fonction f a Iintervalle
[-2n ; 2m].

3) On admet que la fonction f est développable en série de Fourier.

Calculer les coefficients de Fourier ay a, a, b du développement en
n n

série de Fourier de f (on précisera, suivant la parité de n, les coefficients
a_ eta_ )
2p

2p +1
4) Soit la série numérique de terme général u = 21 .
4p -1
a - Démontrer que cette série est convergente.
b - En utilisant le développement en série de Fourier de f, vérifier
1’égalité :
L N P SN
2 3 15 5 63 7 2
* 4p” - 1
ou p est élément de N .

15 - Electrotechnique 1992

Soit un signal électrique défini par la fonction f telle que :

f est paire, périodique de période 2n
f(t)=-t2+21tt si tel[0; n]

1° Représenter ce signal électrique pour t € [-3m , 3=l
n

Calculer j’ f(t) dt ; en déduire la valeur moyenne de f sur une période.
0

2° On admet que la fonction f satisfait aux conditions de Dirichlet, ce qui
permet d’affirmer que la fonction f est la somme de sa série de Fourier, a

savoir :
[o0]

f(t) = a + z [an cos(nt) + bn sin(nt)]

n=1

les nombres ao, a et bn étant les coefficients de Fourier de f.
n
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a)  Calculer a .
b) Calculer les intégrales suivantes ou n désigne un entier strictement
positif : - -

I = J’ t cos(nt) dt et J = J t% cos(nt) dt
0] 0

n n

Exprimer le coefficient a a l'aide de I et J . En déduire a .
n n n n

3°  En utilisant le développement de f(t) pour t = O, déterminer la somme de

[2¢]
- 1
la série Z -
n=1 n

16 - Informatique industrielle 1992

I Soit n un entier naturel non nul.
Soit la série numérique dont le terme général est : u

2
4n -1
1° Montrer que cette série est convergente.

2° Vérifier |’égalité :

.1 [_1__ - _1__]
4n2—1 2 |2n-1 2n+l
3° a) En déduire que :
N
Yu = N
n 2N+1°
n=1

b) Quelle est la somme de la série de terme général u 7
n

11 Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = |sin(2x)]
et dont on donne la représentation graphique :

T

1° Montrer que f est une fonction paire et périodique de période 5-

2° Calculer la valeur moyenne de f sur une période.
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3° a) Transformer en somme le produit sin(2x) cos(4nx).

b) En déduire que : -

2 -1
sin(2x) cos(4nx) dx = S
0 4n--1

4° En utilisant le résultat de la question II 3° b, donner le développement
en série de Fourier de la fonction f.

5° En utilisant ce développement pour x = O retrouver le résultat de I 3° b.

En utilisant ce développement pour X = g, mntrer que :
o]

z_ui‘L:z-z
ns1 4n% - 1
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SERIE DE FOURIER - FORMULE DE BESSEL - PARSEVAL

17 - Chimiste 1988

Soit le signal f, dit "dent de scie", périodique, de période 2m, tel que
sur l’intervalle ]-nw ; n] :
f(t) =t

L’énergie E transportée par le signal est donnée par la formule :

2 1 2

E" = 5 J f7(t) dt
-m

1) Tracer, dans un repére orthonormal (O ; T 3)), la représentation

graphique de f. Calculer l'énergie E transportée.

2) Calculer les coefficients de Fourier an et b de la fonction f. On
n

admettra la convergence de la série de Fourier de f.

3) La formule de Bessel-Parseval :
) 2 & a z + b z
n n

= a + -

E 0 z 2
n=1

donne Il'énergie transportée par le signal en utilisant la série de Fourier
associée.

Calculer I’énergie E’ transportée par le signal obtenu en ne considérant que
les 11 premiers harmoniques. Comparer la valeur de E’ avec celle de E calculée
a la question 1.

18 - Electronique 1990

Soit f la fonction numérique définie sur R, de période 4 telle que :

f(t) =t si 0=t<l1
f(t) =1 si 1=t<3
f(t) = 4-t si 3 =t<4.

1-a) Représenter graphiquement la fonction f sur l’'intervalle [-6,6].

1-b) Etablir que f est une fonction paire.
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1-c) Justifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet.

[o 4]
Soit z a cos(nwt) la série de Fourier associée a f.
n=0 n
Déterminer a, et w. Montrer que, pour n = | :
4 14
a = cos(ns) -
o > [ (nz) 1]
nn

2)  Soit ¢ la fonction définie sur R par :

_3 _4 LS 2_
p(t) = i~ cos(zt) = cos(mt)

2-a) Vérifier que ¢ est paire et a pour période 4.
n
=)

2-b) Résoudre sur [0,2] l’équation ¢’(t) = O. Calculer a 1072 prés qp(3 pour

les valeurs O, 1, 2, 3, 4, 5 et 6 de l'entier n. Dresser le tableau de
variation de ¢ pour O =t = 2.
2-c) Construire, dans un méme repére orthonormal, les courbes représentatives
des fonctions f et ¢ pour -2 =t = 2 puis pour -4 =t = 4 (on prendra 2 cm
pour unité graphique).

2

3-a) Calculer I = J fz(t) dt. En déduire le carré de la valeur efficace de f.
0

3-b) Calculer le carré de la valeur efficace de ¢ (on pourra utiliser la
formule de Parseval).

3-c) Comparer les résultats obtenus en a) et b).

19 - Electronique 1992

Soit la fonction numérique f:R—R
t — f(t)
définie par : f est périodique de période m

pour t € [0 ; m[ on a : f(t) =1 + cos(t)

1° Représenter graphiquement f sur [-m ; 2m].
2° Calculer fe, valeur efficace de la fonction f.

3°  Justifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet.
[y

4°  Soit S(t) = a_+ z (a cos(nwt) + b sin(nwt)]

0 n n

n=1
le développement en série de Fourier associé a f.
Montrer que a = O pour n = 1. Calculer a
n

Calculer b .
n
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5° Comparer les valeurs prises par f et par S pour les valeurs de la

variable : .

6° Soit g la fonction numérique définie par :

g(t)=1+E

8 [sin(Zt) ‘2 sin(4t)]

3 15

Calculer ge, valeur efficace de g, en utilisant la formule de Parseval.

Comparer g, et f.
e

20 - Photonique 1993

1. n désignant un entier naturel non nul, justifier la convergence des

-0 1

. - . 1
séries numériques de terme général — > e
n n n

2. On pose, pour tout n entier non nul :
n

I = J t cos(2nt) dt et J = J' t? cos(2nt) dt.
0 0

n n

Calculer I . On admettra que J = L
n n 2
2n
3. On considére le signal défini par la fonction f paire, de période m telle
que :

pour tout t de [0 ; @, f(t) = t(m-t).
3.1 Représenter le signal sur [-2m ; 2n].

3.2 Calculer les coefficients de Fourier réels an et bn de f (n entier

naturel).

3.3 Vérifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet ; en déduire le
développement de f en série de Fourier.

4.1 En utilisant le développement en série de Fourier de f pour t = O puis

n e 1 e -1"

pour t = > déterminer Z———z et z P
n=1 N n=1 I

[24]
4.2 En utilisant la formule de Parseval, calculer 2—17{
n=1 N
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SERIE DE FOURIER - PROBLEMES DE SYNTHESE

21 - Assistance technique d’ingénieur 1988

Les constructeurs de pompes affirment : "Le deébit est plus régulier si le
nombre p de pistons est impair”. Cet exercice se propose de vérifier cette
af firmation dans les deux cas particuliers p = 3 et p = 4.

Soit f la fonction de période 2n définie par :

f(t)
f(t)

t
t

sin(t) pour 0
o pour 4

T
2n

IA 1A
IA 1A

Cette fonction décrit le débit d’un cylindre (un cylindre ne débite que
pendant la phase de refoulement).

1° - Etude du cas p = 3

Les débits 9, 9, 9, des trois cylindres sont respectivement donnés
par :
2n

4
q(t) = f(t) 5 qt) =flt+ =) ; qft) =1+ ‘%’-

Le débit de la pompe est :
Qs =4, 79 T 9
a) Représenter graphiquement q sur l’intervalle [-2m , 2n]. En déduire les

représentations, sur le méme intervalle, des fonctions q, et 9,

2n
b) Montrer que Qa(t) = Qs(t + —5).
n . T
Montrer que : pour 0 =t =z Qa(t) = sin(t + 5)
n 2n .
pour = <t= = Qa(t) = sin(t)

c) Donner l’allure de la courbe représentative de 03 sur [-2n , 2m].

On précisera les valeurs de Q3(0), Q3(1—:;), QS(%).

70



Séries de Fourier

2° - Etude du cas p = 4

Dans ce cas le débit de la pompe est
Q4(t) = f(t) + f(t + g) + f(t + m) + f(t + 3—121)

g
2

Q) =V 2 sin(t + %’-).

Montrer que Q4 a pour période = et montrer que pour 0 =t =

r
2

Préciser les valeurs de Q4(O) et 04(%) et donner l’allure de la courbe

représentative de Q4 sur l’intervalle [-2n , 2mu].

3° Etude du taux d’irrégularité du débit

Par définition le taux d’irrégularité du debit 8 est donné par :
P

Q maximum - Q minimum
g =-L P
p Q moyen
P

a) Calculer le débit moyen q commun d’un cylindre (c’est-d-dire la valeur
moyenne de la fonction f sur l’intervalle [0 , 2m]).

En déduire le débit moyen Q dans les cas p = 3 et p = 4.
P

b) En utilisant les résultats des questions 1° et 2°, calculer 63 et 64 et

vérifier que 64 > 63.

4° Etude du cas p = 4 a l’aide des séries de Fourier

a) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f.

b) Ecrire le développement en série de Fourier de la fonction f, en déduire

les développements en série de Fourier de f(t + %) , flit + @), f(t + 9%).

c) Déduire des questions précédentes que :

5]
cos(4kt).

8
n k=1 16k2 -1
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22 - C.LLR.A. 1991

L’'objet de cet exercice est une utilisation, en électricité, d’'une série
de Fourier pour étudier un filtre.

Eartie A
1 - Soient b un nombre réel et n un entier naturel non nul. A l'aide d’une
intégration par parties, calculer !’intégrale :
b
I = t cos(nt) dt.
0
2 - Un signal "triangle" est modélisé par la fonction u, définie sur R,

périodique, de période 2m, telle que :
u(t) =t si t € [0 ; m]
u(t) = 2n-t si t e In; 2nl.

a) Tracer, dans un repére orthonormal (O, _1), ]) ), la  courbe
représentative de la restriction de la fonction u a Il’intervalle [-4m ; 4m].

b) En observant que u est une fonction paire, calculer ses coefficients
de Fourier. On pourra utiliser le résultat de la question I.

c) Vérifier que la fonction f satisfait aux conditions de Dirichlet sur
I’intervalle [0 ; 2n] et en déduire que pour tout t réel :

0
wt) = % _ % z 2p+1)t]
p=0 (2p+1)
3 - En choisissant des unités convenables, la puissance P du signal u est
donnée par la formule :
n n
P=_ [ w?(t) dt = J (1) dt.
2n T
-T 0

a) Calculer P puis en donner une approximation décimale a 107 preés.

b) La formule de Bessel-Parseval donne la puissance du signal u en
fonction de ses coefficients de Fourier :

2 2
P=a +%|la +a +a +..+a +..|].
1 2 3 n

Dans la pratique, on décide de ne conserver que les harmoniques de
rang 1 et 3. On obtient alors une valeur approchée F‘1 de la puissance du

signal :
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Calculer Pl puis en donner une approximation décimale a 1072 pres.

La comparaison de P et P1 Justifie que, dans la pratique, on néglige les

harmoniques de rang supérieur ou égal a 4.

Partie B :

Dans cette partie, nous établissons des résultats mathématiques qui
seront utilisés dans la partie C.

1 - R, C et a sont des nombres réels strictement positifs et A est un nombre
réel.
+ . -y Ny’ . cpp .
Montrer que, sur R, la solution générale de 1I’équation différentielle :

ds
RC Ef(t) + s(t) = A coslat)

est la fonction s définie par :

t
" RC A .
s(t) =K e r— s cos(at) + RCa sin(at)
1+ a’RC
ou K € R.
2 - Soit ¢ le nombre réel appartenant a l’intervalle ]O ; g [ tel que
tan(¢) = RCa.
Montrer que, pour tout t appartenant a R+, on a :
A - A
cos(at) + RCa sin(at)| = cos(at-@).
2,22
1 + «a"R°C

vV 1+ o®R%C?
Partie C :

On considére le circuit électrique suivant :

u(t)l[ C —— )l\s(t)

Il est alimenté par le signal u défini dans la partie A. L’équation
différentielle permettant de trouver le signal de sortie s est :

ds _
RC E(t) + s(t) = ult) (E).

Nous supposerons dans la suite du probléme que les valeurs de R et C sont
telles que RC = 1.
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Pour déterminer s, on remplace le signal d’entrée u par son développement
en série de Fourier tronqué a !’harmonique de rang 3.

_mn 4 4
On prend donc : u(t) = 5" q cos(t) Su cos(3t).
1 - Montrer que, sur 1R+, la solution générale de 1’équation différentielle
(E) est la fonction s définie par :
s(t) = K e-lc + I cos[t - &| - _4 cos|3t - Arctan(3)
2 Z -
m/? 9m/—10
ou K € R.
2 - On suppose, de plus que s(0) = O. Donner alors une approximation décimale

de K a 107> pres.
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Courbes définies par une représentation paramétrique :
x et y sont des fonctions polynémes ou des fonctions
rationnelles du parameétre t.

1 - Plasticien de ’environnement architectural 1990

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; _1>, j ) (unité graphique
0,5 cm). On considére la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :

2

f(t) = 2t

1
]

X

3 t € [-3; +3]
t- - 6t

y = g(t)

1° Etudier les variations des fonctions f et g.
2°  Construire la courbe (C).

3° Déterminer puis construire les tangentes a (C) aux points de parameétre 1
et 2.

4° Montrer que la courbe (C) admet un point double dont on précisera les
coordonnées.

2 - Esthétique industrielle 1992

(O ; _1>, ]) ) est un repére orthonormal du plan (unité graphique : 2 cm).
A chaque valeur du réel t de [-1; 3], on associe le point Mt de

coordonnées :
t2

x(t)

t2 - 3t

y(t)
6 est la courbe décrite par le point Mt'

1° Etudier, sur l’intervalle [-1 ; 3], le sens de variation des fonctions :

t — x(t) et t — y(t)
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Recopier et compléter le tableau suivant :

3
t -
1 0] 5 3

Signe de x’(t)

Signe de y’(t)

Sens de variation
de x(t)

Sens de variation
de y(t)

2°  Tracer les tangentes a € aux points Mt pour les valeurs suivantes de t :

-1, O, -g—, 3. Tracer G.

3 - Maintenance 1987

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; -1>, ]) ) (unité graphique
10 cm). On considére la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :

x=f(t)=t-1t
2 s teR
y=gt)=t" -1t
1 - Montrer que la courbe (C) admet un axe de symétrie. On note (C’) I'arc de

(C) correspondant aux valeurs positives du parameétre t. Comment déduit-on la
construction de (C) de celle de (C’) ?

2 - Etudier les variations sur [0 ; +o[ des fonctions f et g puis rassembler
les résultats de cette étude dans un tableau.

3 - Montrer que la courbe (C’) passe par l’origine O du repére pour deux
valeurs distinctes du paramétre t. Donner, pour chacune de ces valeurs, une
équation de la tangente a (C’).

4 - Tracer la courbe (C') pour les valeurs du paramétre appartenant a
intervalle [0 ; 1,1]. En déduire le tracé de (C) pour t appartenant a
(-1,1 ; L1l

4 - Agencement de l’environnement architectural 1990

On se propose, dans cet exercice, de construire une courbe obtenue a
I’aide d’un modeéle utilisé en D.A.0. (dessin assisté par ordinateur).

Dans un repére orthonormal (O ; —1), 3) ) (unité graphique : 5 cm), on donne
les points A0 (-1; 0); A1 (-1; 2); A2 (1r; -1 ; A3 (2 ; 0).
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On définit le point M(t) par :

pour
1°
20
(0 ;

OM(t) = (1-1)° OAO’ + 3t(1-t)° OA: + 3t2(1-t) OAZ’ + 12 0A3’

t appartenant a [0 ; 1].
Calculer les coordonnées (x ; y) du point M(t).

Soit (C) la courbe définie par sa représentation paramétrique dans
> 2
i, J):

flt) = -3t3+6t°-1

X
5 ) t e [0; 1L
3(3t" -5t +2 1)

1]
1

y = g(t)

a) Etudier les variations des fonctions f et g sur [0 ; 1] et regrouper
les résultats dans un méme tableau.
b) Déterminer les points communs a (C) et a ’axe des abscisses.

c) Préciser les tangentes & (C) en chacun de ses points appartenant a
I’axe des abscisses.

d) Placer les points Ao’ A1’ Az’ A3, tracer les tangentes a (C)

déterminées en c puis construire la courbe (C).

5 - Fonderie sur modéle 1988

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; _1>, j ) (unité graphique

2 cm). On note I 'intervalle -‘/-—g— ; /—g— .

On considére les applications f et g définies de I vers R par :

fm=§t3-t gty =vV 2 t&

L'objectif de I’exercice est 1’étude de la courbe (I) définie

paramétriquement par :

10

f(t)

1]

X
(t € I).

y = g(t)

Comparer, pour tout réel t de I, f(-t) et f(t) d’une part, g(-t) et g(t)

d’autre part. En déduire que (I') admet un axe de symétrie.

20

Etudier les variations de f et g sur |0 ; - | Rassembler les

résultats précédents dans un tableau.
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3°  Tracer, en utilisant les résultats de la question 2°, la partie (") de

(') pour t appartenant a |O ; —g— , et préciser les demi-tangentes a (I")
. N 3
aux points de parametre t =0 et t = - -

Tracer (I') en utilisant le résultat obtenu a la question 1°.

6 - Fabrication mécanique 1978

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O ; ?, ]) ) (unité graphique
2 cm). On considére la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :

2
x = f(t) = —
1+‘c2
s t € R
t
y = glt) = P
1 +t

1° Démontrer que la courbe (C) admet un axe de symétrie.

2° Etudier, sur [R+, les variations des fonctions f et g ; dresser le tableau
. . . . + .

des variations conjointes, sur R, des fonctions f et g.

3° Construire 1’arc de courbe (Cx) correspondant aux valeurs positives du

parameétre t. En déduire le tracé de la courbe (C).

7 - Industries céramiques 1992

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormal (0 ; ?, —j))

(unité graphique : 0,5 cm), la courbe € définie paramétriquement par :

_ 3
X = f(t) =t ? .
pour t €R .
y=g(t)=t3-6t—%
1° Montrer que le point O est centre de symétrie de la courbe G ; on

appellera 60 I’arc de € obtenu en faisant varier t dans l’intervalle 10 ;+o [.

2°  Calculer les dérivées respectives f’ et g’ des fonctions f et g et
étudier leur signe.

3°  Déterminer les limites de f(t) et de g(t) quand t tend vers O a droite,
puis quand t tend vers +o.
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4° Dresser le tableau des variations conjointes de f et g sur ]O ;+» [.
en déduire que 60 posséde une tangente parallele a 1’axe des abscisses en

un point A dont on précisera les coordonnées.

5° Montrer que E’o admet une asymptote A d’équation y = x (on pourra étudier

la limite de g(t) - f(t) quand t tend vers O).
Montrer que G’O coupe A en un point et un seul.

6° Construire 6’0 sur une feuille de papier millimétré. On placera le point A

et la droite A.

f(1) f(-3)
7° a) Calculer { g(1) et { g(-3)
Que peut-on en déduire pour la courbe € ?

b) En vous servant de la premiére question, montrer qu’il existe un autre
point de méme nature pour la courbe € ; donner ses coordonnées.

8° Compléter le tracé de la courbe ©.
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Courbes définies par une représentation paramétrique :
des fonctions trigonométriques apparaissent dans l’expression
de x ou y.

8 - Productique 1989

Sur I’écran d’un oscillographe cathodique, on observe une courbe (C)
décrite par un spot lumineux dont les coordonnées, dans le plan rapporté au
. 23 ey -
repére orthonormal (O ; i, j ) (unité graphique : 5 cm) sont :

cos(t) - 1 cos(2t)

f(t) 5

1]
1]

X
teR

1
]

y = g(t) = sin(t)
1° Démontrer que, pour construire (C), 1’étude des fonctions f et g peut

étre réduite a l’intervalle I = [0 ; m]. Soit (Co) I’arc de la courbe (C)

correspondant a [l’intervalle 1. Quelle transformation géométrique permet de
construire (C) a partir de (Co) ?

2° Dresser le tableau des variations conjointes de f et g sur I. Préciser
les coordonnées des points ou la tangente est parallele a l'un des axes de
coordonnées.

3°  Construire (CO) puis (C).

9 - Adjoint technique d’entreprise des T.P. 1980

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; —13, 3) ) (unité graphique
5 cm). On considére la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :

f(t)

X sin(t)

teR

y = g(t)

t
COS(T)
1° On note Mt le point de paramétre t de la courbe (C).
Calculer les coordonnées du point Mt+4n puis celles du point M_t ; en déduire

que, pour construire (C), l’étude des fonctions f et g peut étre réduite a
I’intervalle 1T = [0 ; 2m]. Soit (Co) I’arc de la courbe (C) correspondant a

’intervalle 1. Quelles transformations géométriques permettent de construire
(C) a partir de (CO) ?
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2° Dresser le tableau des variations conjointes de f et g sur I. Préciser
les points d’intersection de (Co) et des axes de coordonnées, ainsi que les

tangentes en ces points.

3°  Tracer (Co) puis (C).

10 - Maintenance 1982

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; ?, ]) ) (unité graphique
3 cm). On considére la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :

x = f(t) = 2 cos(t)

teR

1l
]

y = g(t) = sin(2t)

1° Comparer les coordonnées des points de (C) de paramétre m+t et t d’une
part, les points de paramétre -t et t d’autre part. En déduire que l’on peut
obtenir le tracé de (C) en réduisant le domaine d’étude des fonctions f et g a
I’intervalle I = [O 3 —725]
2° Etudier les variations de f et g sur l’intervalle I et dresser le tableau
des variations conjointes de ces fonctions.

3° Tracer l’arc de courbe (I') obtenu lorsque t décrit Dintervalle I

Comment obtient-on (C) & partir de (I') ?

Préciser les tangentes a (C) aux points de parametre O et g

11 - Fabrication textile 1989

Sur la figure ci-aprés, on a tracé, dans un repére orthonormal, la courbe
(C) définie paramétriquement par :

f(t) = sin(2t) + 5 sin(t)

X
teR

1]

g(t) = cos(5t) + cos(t)

y

1° Justifier la symétrie de (C) et montrer que !’étude des fonctions f et g
peut étre réduite a l’intervalle D = [0 ; w].

2° (C) coupe l’axe des ordonnées en deux points. Déterminer les coordonnées
de ces points d’intersection. Quelle est, en millimétres, 1'unité de longueur
utilisée sur la figure ?

3° La courbe (C) coupe l’axe des abscisses. Déterminer, par le calcul, les
coordonnées des points d’intersection. On résoudra sur D I’équation :

cos(5t) = cos(m+t).
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4°  Calculer les dérivées f’ et g’ des fonctions f et g. Exprimer f’(t) et
g'(t) sous la forme de polyndmes respectifs en cos(t) et sin(t). En déduire a

107 prés les valeurs de t (appartenant a D) qui annulent ces dérivées.

(Fi2 1)

5° Etudier 1’allure de la courbe (C) sur l'intervalle I = [1,2 ; 1,3l

La représenter a une échelle adaptée a cet intervalle afin qu’il soit possible
a I’oeil nu de percevoir I’allure établie précédemment (ne pas hésiter a faire
un fort "effet zoom").

6° On admet que I’aire du domaine plan hachuré est donnée par :
21

A4 = [ [f(t) g'(t) - f'(t) g(t)] dt
0

N} —

Calculer 4.
Rappel :
La formule de De Moivre permet d’obtenir la relation :

sin(5t) = 16 sin’(t) - 20 sin>(t) + 5 sin(t).

12 - Constructions métalliques 1993

Un manége d’enfant est constitué d’un disque tournant autour d'un axe,
lui-méme animé d’un mouvement circulaire. \}

Ce dispositif est schématisé par la
figure ci-contre et les mouvements des
points P et M sont définis par : ?

oB 2[cos(t) T + sin(t) 3)] 7]

1]

PM

cos(-2t) T + sin(-2t) ]) =

cos(2t) 7 - sin(2t) ])
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dans le repére orthonormal (O ; ?, j ), t appartenant a R.

1° Exprimer les coordonnées x(t) et y(t) du point M en fonction de t.

Soit € la trajectoire du point M. On se propose, dans la suite de
I’exercice, d’étudier cette trajectoire.

2° Démontrer que l’intervalle d’étude des fonctions t +—— x(t) et t +—— y(t)
peut étre réduit a l’intervalle [0 ; m].

3° Montrer que :

x’(t) = -2 sin(t) (1 + 2 cos(t)]

y'(t) = 2 [1 - cos(t)] [1 + 2 cos(t)].

4° Etudier les variations sur l’intervalle [0 ; m] des fonctions t +—— x(t)
et t —— y(t) puis rassembler les résultats dans un méme tableau.

Préciser les coordonnées d’un vecteur directeur de la tangente a € au
point de parameétre t = m.

5° Calculer au voisinage de O un développement limité a I'ordre 1 de la
fonction t —— x’(t) puis un développement limité a l’ordre 2 de la fonction
t— y'(t).

En déduire le coefficient directeur de la tangente a € au point de
paramétre t = O.

6° On admettra que la tangente (T) & la courbe € au point de parametre

t = g—" a pour coefficient directeur -V 3 .

Vérifier que cette tangente passe par l’origine du repeére.
7°  Tracer la courbe € et la tangente (T).

8° L'aire limitée par la courbe € est donnée par :
2n

A= J [x(t) y'(t) - y(t) x’(t)] dt
0

N —

a) En intégrant par parties et en remarquant que x et y sont des fonctions
de période 2m, montrer que :
2n 21

x(t) y'(t) dt = - J y(t) x'(t) dt
0 0

En déduire :
21

A= - J y(t) x'(t) dt.
0

b) Calculer cette derniére intégrale et en donner une valeur décimale

approchée a 1072 pres.
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13 - Instruments d’optique et de précision 1992

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; ?, ]) ) (unité graphique
2 cm). On considére la courbe € définie par la représentation paramétrique :

f(t) = 3 cos(t) - cos(3t)

1
1]

X
(t € R).

y = g(t) = 3 sin(t) - sin(3t)

1° Soit Mt le point de & de paramétre t. Comparer les points Mt et Mt+2n’

les points Mt et M-—t puis les points Mt et M"_ En déduire qu’il suffit

.
d’étudier les fonctions f et g sur [l'intervalle [0 ; g] pour en déduire
ensuite le tracé de € (on précisera les transformations géométriques que 1’on
doit utiliser).

2° Etudier f et g sur [lintervalle [O ; -125] Dresser un tableau des

variations conjointes de ces fonctions.

3° Placer sur une feuille de papier millimétré les points de € de paramétre

o, g-, g ainsi que les tangentes a € en ces points.

Tracer la courbe 6.
4° Sur la figure ci-aprés on suppose que :
ol =7;0l=1A=Tw=1; 0OR, 01 = t; @I, M) = 2t ;
M’ est le symétrique de I par rapport a (OT).

Calculer les coordonnées de M.
~

~
Comparer les longueurs des arcs de cercle AT et MT ; donner une
interprétation cinématique de la courbe E.

Quelles sont les coordonnées du point M’ ? En déduire une construction de
la tangente en M a ©.
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Courbes définies par une représentation paramétrique :
la fonction exponentielle apparait dans 1’expression de x ou y.

14 - Construction navale 1987

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; ?, :]) ) (unité graphique
1 cm). On considére la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :

x=f(t)=et-t

teR
et-4t

]

y = glt)
1° Etudier les variations des fonctions f et g et dresser un tableau de
leurs variations conjointes.

2° Démontrer que, lorsque t tend vers -w, la droite (D) d’équation
y - 4x = O est asymptote a la courbe (C). Etudier la position de (C) par
rapport a la droite (D).

3° Tracer la droite (D) et la courbe (C).

15 - Chaudronnerie 1989

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; _i), ]) ) (unité graphique
2 cm). On considére la courbe (C) dont une représentation paramétrique est :
x = f(t) = tet
teR

y = glt) = —'ce-_t

1° On désigne par M le point de coordonnées [f(t) ; g(t)] et par M’ le point
de coordonnées |[f(-t) ; g(-t)|. Exprimer les coordonnées du point M’ en
fonction de celles de M. En déduire que la courbe (C) admet un axe de symé-

trie ; donner une équation cartésienne de cet axe de symétrie.

2° Etudier les variations des fonctions numériques f et g. Dresser le
tableau des variations conjointes de ces fonctions.

3° a) Déterminer les coordonnées du point A ou la courbe (C) admet une
tangente paralléle & ’axe des abscisses et celles du point B ou la courbe (C)
admet une tangente paralléle & 1’axe des ordonnées.

b) Donner une équation de la tangente en O a la courbe (C).

c) Tracer la courbe (C) (on précisera ses asymptotes).
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16 - Mise en oeuvre des plastiques 1991

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (unité graphique : 5 cm sur
chaque axe), on considére la courbe € de représentation paramétrique :

x = f(t) = (t+l)e "
t € [0,+of.
2 -t ’
y = glt) = t'e
a) Etudier les variations des fonctions f et g et dresser le tableau des
variations conjointes de ces deux fonctions.

b) Etudier la limite de —%%—; lorsque t tend vers +x ; interpréter
graphiquement ce résultat.
c) Montrer que :
2
y ot
x -1 1+t - et .
En utilisant le développement limité de la fonction t +— e  au voisinage

y
-1
déduire 1’équation de la tangente a la courbe € au point I de paramétre t = O.
Etudier la position de la courbe & par rapport a cette tangente.

tend vers -2 quand t tend vers O. En

de 0, a l'ordre 2, prouver que

d) Tracer la courbe € ainsi que la tangente au point I.

17 - Etude et économie de la construction 1990

On considére les fonctions numériques f et g de la variable réelle t
définies sur [0 ; 1] par :

f(t) =t et gt) = e
On désigne par € la courbe d’équations paramétriques :

x = f(t)
t e [0 ; 1]

y = glt)

dans le plan rapporté a un repére orthogonal d’axes x'0x, y’Oy (unités
graphiques : 5 cm sur l'axe x’Ox et lcm sur l'axe y’'Oy).

1° Etudier les variations des fonctions f et g ; rassembler les résultats
dans un tableau unique.

2° Déterminer la tangente a € au point A d’abscisse O.
3° Construire la courbe 6.

4° Donner une équation cartésienne de G.
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Courbes définies par une représentation paramétrique :

Problémes de synthése.

18 - Construction navale 1993

>

1 Le plan est muni d’un repeére orthonormal (O ; 3, v ). On donne ci-dessous
les courbes Cf et C représentatives de deux fonctions dérivables f et g de la
g

variable réelle t, pour lesquelles on ne connait pas les expressions de f(t)

et g(t).

y SRRy

¢

N

O
¢

b

abscisses.

4 l'axe des ordonnées.

cr.

La courbe Cf est tangente 3 l'axe des
La courbe Cf est symétrique par rapport
La droite D est asymptote 4 la courbe

La droite A est tangente 4 Cf en A(1,1)

La courbe Cg est symétrique par rap-
port & O.

La droite A est asymptote a la courbe
Cqg.

la courbe Cg est tangente en B(1,0) &
la droite d et tangente en O(0,0) 4
la droite d'.

t, ~ 0,48 £(t,) ~ 0,38

1

On note t, le réel positif qui annule la dérivée de g.

g(t) = -0,3
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Donner les tableaux de variation de f et de g en y faisant apparaitre, en
particulier le signe des dérivées et les valeurs de f(0), f(1), f’(0), f’(1),
g(0), g(1), g’(0), g’'(1).

11 Le plan est cette fois muni d’'un repére orthonormal (O ; —1>, 3)) (unité
graphique : 2 cm). Soit € la courbe d’équation paramétrique :

x = f(t)
(t € R)

]

0Q
—~
o+
~

y

ou les fonctions f et g sont celles qui ont été introduites dans la partie I.
Le but de cette partie est de tracer la courbe © a I'aide des
renseignements obtenus au I.

1° Démontrer que l’axe des abscisses est un axe de symétrie de €.

2° Donner le tableau des variations conjointes de f et de g pour t apparte-
nant & [0 ; +o [.

Préciser les coordonnées des points de la courbe € correspondant aux
valeurs suivantes de t : 0O ; tl, 1. Donner pour chacun de ces points un

vecteur directeur de la tangente a €.
3° Démontrer que € posséde une droite asymptote. En donner une équation.

4° Tracer la courbe €. On placera en particulier les trois points de €
obtenus au II 2°, ainsi que les tangentes en ces points.

19 - Construction navale 1992

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0 ; ?, 3) ) (unité graphique
4 cm).
On note f et g les fonctions définies sur ]0 ; 2] par :

f(t) = t° - 2t et g(t) = - t In(t)
' . o x=f(t) . L
La courbe d’équations paramétriques y=g(t) ou t décrit ]JO ; 2] est
notée (C).
1° Etudier les variations des fonctions f et g ; résumer les résultats

obtenus dans un méme tableau.

2° a) Quels sont les points de la courbe (C) ou la tangente est paralléle a
I’un des axes ?

b) On note A le point de (C) obtenu pour t = 2. Donner un vecteur directeur
de la tangente a (C) au point A.

c) Justifier pourquoi la courbe (C) admet l'origine O comme point limite
(on admettra que la tangente & (C) en ce point est I’axe des ordonnées).

3° Construire la courbe (C).
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20 - Conception de produits industriels 1989

L’unité schématisée ci-dessous est utilisée pour couper des plaques de
pierre d’épaisseur constante (réalisation, par exemple, de dessus de tables de
bar).

Elle est composée :

- d’un bati support 1 sur lequel est bridée une plaque de pierre 5,

- d’un coulisseau 2 en liaison glissiére d’axe horizontal par
rapport & 1 par I’intermédiaire d’un dispositif Cl’

- d’un ensemble coulisseau, moteur, broche, 3 en liaison glissiére
par rapport a 2 par l’intermédiaire d'un dispositif C2' selon un axe

horizontal, orthogonal au précédent,

- d’un outil 4 d’axe vertical, appelé carotte diamantée, qu’on
considérera comme étant de rayon nul, dans ce probléme.
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Les dispositifs Cl et C2 sont commandés par des moteurs a courant continu

dont le fonctionnement peut étre programmeé.
. . , > 92 , =
On choisit sur 1 un repére orthonormé (O , i, j ) tel que l'axe (O, 1 )

soit paralléle a 1’axe de translation de C1 et l'axe (O , ]>) paralléle a

I’axe de translation de CZ' (Unité graphique : 10 cm).

S
J

=

On ameéne l'outil en un point A de la plaque puis on programme le
fonctionnement des moteurs pour obtenir le profil (I') désiré.

On se propose d’étudier le cas ou les coordonnées de Il'outil, en fonction
du temps compté en minutes a partir de I’instant O ou I’outil est en A, sont :

x = f(t) = cos(t)
1 . 2
y = g(t) = 5 sin(t) |1 + cos™(2t)
1° - a) Montrer que, au bout d’un certain temps a déterminer, I’outil est

revenu en A.

b) Montrer que la courbe (I') présente deux axes de symétrie et en déduire

qu’il suffit de faire 1’étude pour t appartenant a [O ; g]

On appellera (I’l) la partie de (I') correspondant a cet intervalle.

2° - a) Exprimer g(t) en fonction de sin(t).

b) Calculer g’(t) et montrer que, pour tout t de [O ; g], g’(t) est
strictement positif.
3° Dresser le tableau des variations conjointes des fonctions f et g sur

’: . E
I’intervalle [0 ; 2].

4° - a) Calculer a 1072 prés, les ordonnées y des points de (l"l) dont les

abscisses X sont égales a pour k prenant toute valeur entiére de O a 10.

X
10’
Consigner ces valeurs dans un tableau.
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b) Tracer (Fl) en faisant apparaitre les tangentes aux points d’abscisse
0 et 1

c) Tracer la courbe (I').

5° On admet que I’aire ¥, exprimée en unités d’aire, du domaine plan
intérieur a la courbe (') est donnée par la formule :

a) Calculer cette intégrale.

En déduire I’aire ¥ de la table exprimée en cm’.

21 - Travaux publics 1989

Le but de cet exercice est de construire une courbe définie
paramétriquement et de ['utiliser pour I’étude du systéme d’ouverture des
portes des cabines téléphoniques publiques.

A - Construction d’une courbe définie paramétriquement :

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O , T ,])) (unité graphique
2 cm) on appelle () la courbe définie paramétriquement par :

f(8) = -2 cos(0) n
4 sin(@8)

X

y = g(@)

1) Etudier le sens de variation de chacune des fonctions f et g. Récapituler
les résultats dans un tableau unique.

2) Tracer la courbe (I).

B - Etude du mouvement de la porte d’une cabine téléphonique :

Le systéme d’articulation de la porte peut étre schématisé par les
figures ci-jointes ou OC = CM = a ; a est une longueur fixée, C est le milieu
de [MP], M est le milieu de [PN], O est un point fixe et OC une barre pivotant
autour d’un axe vertical passant par O.

Le segment [NP] est la trace horizontale de la porte articulée en C et en
M. Le point M est assujetti a glisser dans une rainure [0O’]. La longueur 00’
est égale a 4a.

/N
0 est une mesure de 1’angle POC, 6 étant élément de [0 ; 1—2[]

On choisit le repére (O , T ,_3 ) représenté sur la figure 2.

1) Déterminer, en fonction de a et 6, les coordonnées des points C, M, P. En
déduire que P décrit un segment porté par l’axe (O , I ).

2) Donner un systéme d’équations paramétriques de la courbe décrite par le
point N.
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22 - Equipements techniques du batiment 1987

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O , T

longueur est le centimetre.

,])) et 1'unité de

©)

Soit l_g cercle (C) de rayon R et de centre 1. (C) roule sans glisser sur
I’axe (O , 1 ) du repere.

Lorsque le cercle occupe la position (C’), le point qui initialement
coincidait avec le point O occupe la position A et le roulement sans
glissement se traduit par l’_égalité de la longueur du segment [OB] et de la
longueur de l'arc de cercle AB.

Soit t une mesure en radians de l’angle (F_A), " B).

1° - 1) Déterminer en fonction de t les coordonnées x et y de A. On pourra
utiliser la relation : .
OR = OB + BI” + T'X

1° - 2) Déterminer en fonction de t les coordonnées x et y du point A’ tel
que :

TA” = 2 TR
2
2° Soit (I') la courbe définie par les équations paramétriques :

x = f(t) = 2t - 3 sin(t)
teR
y = g(t) = 2 - 3 cos(t)

2° - 1) Soit (1”1) la portion de (T') obtenue lorsque t décrit [0 , 2m].

Etudier les variations de f et g sur [0, 2n] et rassembler les résultats
dans un seul tableau.
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Déterminer les coordonnées exactes des points de (l"l) admettant des
tangentes paralléles aux axes de coordonnées.

On ne recherchera pas les intersections de (I"l) et de l'axe (O , 3) ) du
repere.

Tracer (I“l).

2° - 2) Comment peut-on déduire de (l"l) le tracé de (I') ?

Esquisser 1’allure de la courbe ().

23 - Assistance technique d’ingénieur 1990

Soit P un plan muni d’un repére orthonormal direct (O , 7 ]) ).

L’'unité de longueur est le centimétre.

On considére le cercle (C) de centre O et de rayon 1. On désigne par A le
point de coordonnées (1 ; 0). A tout réel t on associe le point T du cercle
(C) tel que la mesure de l’angle (0OA , OT), en radians ait une détermination
égale a t.

- > ot > s

On désigne par u le vecteur OT et par Vv le vecteur unitaire tel que

I’angle (3 , ;/)) ait pour mesure + g . Ce vecteur Vv est donc un vecteur

directeur de la tangente en T au cercle (C). Sur cette tangente on considere

le point M tel que MT = t V.

7|
T
ﬂm

Lorsque le point T se déplace sur le cercle (C) le point M décrit unc
courbe (') que 1’on se propose de construire.

1° Montrer que les coordonnées de M dans le repere (0 ; 19 R :1) ) sont :

x = f(t) = cos(t) + t sin(t)

1}

y = g(t) = sin(t) - t cos(t)

On pourra utiliser la relation : OM = OT + TM.
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;o

2
Dresser le tableau des variations conjointes de ces deux fonctions sur cet
intervalle.

2° Etudier les variations des fonctions f et g sur [’intervalle [O ; Sn].

3° a) Montrer que I’équation f(t) = O admet deux solutions dans !’intervalle
2
approchée de t 4 1072 prés. Vérifier que 6,12 < t < 6,13.

[O ; 5"]. On note t1 et t2 ces solutions (t1 < tz). Donner une valeur

b) Montrer que l’équation g(t) = O admet deux solutions dans !’intervalle

[0 ; g-’f] On note t3 et t4 ces solutions.

Vérifier que :

4,49 < t3 < 4,50 et 7,72 < t4 < 7,73.

4°  On désigne par (I‘l) la partie de (I') parcourue par le point M lorsque t
sm . Sm
2 2|
Vérifier que le point A appartient a (I‘l). Déterminer la tangente en A

décrit !’intervalle |-

(on admettra que le coefficient directeur de la tangente en A a (l"l) est
. g’(t))
O

Construire (I'l).

5° La longueur de !’arc de courbe (1"1) est donnée par :

Sn
2 Y2 yran2
Z—J_S_n\/f(t) + g (02 dt
2 -1
Calculer ¢ et en donner une valeur approchée a 10 = pres.
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24 - Electrotechnique 1988

Dans I’étude des filtres actifs, on définit en électronique la fonction
de transfert T du systéme qui & la pulsation variable w, en radians par
seconde, du signal d’entrée, fait correspondre le nombre complexe T(w),
quotient de la tension complexe de sortie Vs par la tension complexe d’entrée
V.

e

C R3 c
. v
T + [}
|
!

o ko

Dans le cas schématisé ci-avant, T est définie pour tout réel strictement
positif w par :

R3 1+ ZJ'RZCw
T(w) = - ﬁ- > 2
1 1 +2jRCw - RRCw
2 2 3
ou j est le nombre complexe de module 1 et d’argument FZ—
avec :
3 6 -6
R1 = 68.100 Q R3 =3 R2 R3 =10 Q et C = 0,47.10  F.

L'objet du probléme est la détermination du maximum du module de T(w) et
de la  pulsation W, correspondante, & l’aide d'une courbe définie

paramétriquement étudiée dans la premiére partie.

lere partie

1° Pour simplifier les calculs on pose t = RZCw.

Montrer que T(w) peut s’écrire :

250 1 +2jt

f(t) = -
1 1 +2jt - 3t2
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2°  Mettre f(t) sous la forme f(t) = g(t) + j h(t) ou g et h sont deux
fonctions réelles de la variable réelle t.

3° - a) Etudier le signe des expressions bicarrées 3t + 6t% - 1 et

ot* + 2t% - 3, pour t positif ou nul.

b) Soit (I') la courbe dont une représentation paramétrique dans le plan

rapporté a un repére orthonormal (O ; I , v ) (unité graphique 1 cm) est :

2
x=g(t)=-2?2. 41+t2
9t - 2t7+ 1
3
y = h(t) = 1?910. —
9t - 2t% 1

ou t varie dans !’intervalle [0 ; +oof.

Etudier les variations des fonctions g et h. et dresser le tableau
résumant les variations conjointes de ces fonctions.

On admet que le coefficient directeur de la tangente a (I') au point de

(t , . . .
m bt ; déterminer la tangente a (') en ce point.

parameétre t = O est 1_1)0 2 (0

oteme partie

1° Par mesure directe sur la représentation graphique de (I'), marquer le
point M0 ol le module de T(w) est maximum et indiquer une valeur approchée de

ce maximum.

2°- a) Calculer, en fonction de t, |f‘(‘c)]2 (on aura intérét a utiliser
directement 1’égalité (1)).

b) Soit ¢ la fonction définie sur [0 , +o[ par :

2
o) = 2250 _
177 | f ()]
Montrer que :
9 .2 17 33
(P(t) - “4' t - T—é +

16(1 + 4t%)

Etudier les variations de la fonction ¢ ; déterminer le nombre to pour *
lequel ¢(t) est minimum et calculer q)(to).

(On ne demande pas de construire la courbe représentative de la fonction ¢).

c) En déduire le maximum de ]f (t)| et la pulsation w, correspondante.
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25 - Construction navale 1991

Partie I :

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; 7 , :3) ), ou I'unité
graphique est le centimétre, on désigne par (C) la courbe d’équations

paramétriques :

]

x = 2u - 1,4 sin(u)
ou u décrit R.

-2 + 1,4 cos(u)

y

M, M et Mk désignent respectivement les points de (C) associés aux

valeurs u, -u et u+2km (k € Z*) du parameétre.

1° Soit (Cx) la portion de (C) décrite par le point M lorsque u décrit

I’intervalle [-m ; m].
Exprimer les coordonnées du vecteur MMk. Comment peut-on déduire (C) de

la courbe (Cl) ?

2° Démontrer que les points M’ et M sont symétriques dans la symétrie
orthogonale par rapport a l’axe des ordonnées.

3°  Etudier le sens de variation des fonctions f et g définies sur [0 ; ]
par :

f(u) = 2u - 1,4 sin(u)

g(u) = -2 + 1,4 cos(u)

4° Construire les droites tangentes a (C) aux points de paramétre O et =n
puis tracer la courbe (C).

5°  Calculer l'aire 4 du domaine plan limité par (C), l’axe des abscisses et
les droites d’équation x = O et x = 4n ; on admettra que :
21
d=- [ g(u) f’(u) du (en cm?).
)

Partie II :

Dans la schématisation de la houle de GERSTNER, on admet que le profil de
la houle, dans un plan vertical contenant la direction de propagation, est la
trajectoire d’un point M lié a un cercle (') qui roule sans glisser sur une
droite comme !’indique le schéma ci-aprés, L étant le point de contact de ce
cercle avec la droite :
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ay

(I') a pour centre Q et pour rayon R.

P est le point du cercle (I') repéré par u, avec u = (ﬁ,_Q_P)), et tel que

OL = Ru.
Ainsi pour u = 0, L. et O coincident.

e =2 = N . ) .
M est défini par : QM = h OF ou h est un réel donné compris entre O et

. ) = = . .
1° Exprimer lesecoordonnees des vecteurs fﬁ , OM, OM relativement au repere
orthonormal (O ; 1, j ).

2° Proposer une valeur de h et une valeur de R pour lesquelles la courbe (C)
de la partie I représente le profil de la houle.
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Courbes définies par une représentation polaire.

26 - C.ILR.A. 1993

On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument -125

Le but de cet exercice est le tracé du "lieu de transfert” du filtre

passe-bas représenté ci-dessous :

C Ve

Ve

la fonction de transfert H de ce filtre est définie par :

1 _ 1

Hip) = 2.2 2 B 2
R°Cp” + 2RCp + 1 (RCp + 1)

On suppose que RC = 1. On a donc :

H(p) = — "
(1+p)

Soit w un nombre réel positif.

l.a) Calculer, en fonction de w, le module du nombre complexe H(jw). ce module

sera noté |H(jw)|.
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b) Soit f la fonction définie sur [0 ; +o [ par : f(w) = |H(jo)|.

Préciser f(0) et la limite de f en «o. Etudier les variations de f.
Dresser son tableau de variation.

2.a) Montrer qu’on peut trouver un argument du nombre complexe | + jw dans

. T . . .
I’intervalle [0 ; 5 [ ; exprimer cet argument en utilisant la fonction arctan-

gente. En déduire qu’on peut trouver un argument du nombre complexe H(jw) dans
I’intervalle ]-m ; Ol ; on le notera g(w). On définit ainsi, sur [0 ; +o [ une
fonction g.

b) Préciser g(0) et la limite de g en - Dresser le tableau de variation
de la fonction g.

3. Le "lieu de transfert"” du filtre est la courbe décrite, dans le plan
rapporté a un repere orthonormal, par le point d’affixe H(jw), lorsque w
parcourt [0 ; + [. C’est donc la courbe définie par la représentation polaire

w —> f(w) ej glw)

ou f et g sont les fonctions introduites précédemment.

En s’'aidant des questions 1 et 2, tracer le "lieu de transfert" de ce
filtre.
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Modélisation géométrique

Courbes de Bézier

1 - Informatique industrielle 1988

On se propose d’étudier une courbe définie paramétriquement (partie I)
appartenant 4 un modéle de courbe utilisé pour la modélisation des formes en
C.F.A.0. (Conception et Fabrication Assistées par Ordinateur) (parties II et
I11).

Partie I : Etude d’un exemple de courbe définie par une représentation

paramétrique.

Soient Ao (0 ; 0), Al (1; -1), A2 3; 2), A3 (4 ; 1) quatre points du

plan # muni d’un repére orthonormal R (O ; 7 , ]) ) (unité graphique : 4 cm).

Soit (C) la courbe définie pour t appartenant a [0 ; 1] par :

flt) = 2t2+3t°+31t

X

y=gt)=-8t +12t° -3t

1 -1) Etudier sur [0 ; 1] les fonctions f et g ; dresser le tableau des
variations conjointes de ces fonctions puis tracer la courbe (C).

1-2) Etablir que (C) est tangente en Ao a la droite (AoAl) et tangente en
A_ a la droite (A_A).
3 23

Partie II : Etude d’une suite de nombres réels définie & I’aide d’un graphe.

La notation b’ représente un nombre réel dépendant de deux indices n et
n

p, ou n est un entier naturel, et p un entier naturel inférieur ou égal a n.
(Dans cette notation, !’indice p n’a pas la signification d’une puissance).

On considére le graphe suivant : a«

La signification de ce graphe est : a = (1-t) B + t 7.
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2 -1) Exprimer a l’aide de ce graphe la relation :

b: = (1-1) b::i +t b:al ol I= p = n.

2 -2) A l’aide du graphe ci-dessous :

bO
1-< 0
bl
1-t Loy
b? b°
-t/ %t 1-t !
b> b
3t -t/ %t
bz b‘;
t -t
b; <
£\ 0
3

3 . . o ,0 ,0 .0
montrer que b3 s’exprime en fonction de bo’ bl, bz’ b3 sous la forme :

b2 = (1-0% 10 + 3t(1-0)% B0 + 3t°(1-0b] + t° b
3 0 1 2 3
2 - 3) En s’inspirant du graphe précédent, expliciter un algorithme
permettant de calculer b" en fonction de bg, b(l), v b?, ...,b:.
n

Partie III : Description du modéle de courbes.

. 0 0 0 , .
On donne quatre points Ao’ A‘, Az’ Ag du plan de coordonnées respectives

0 0 0 0 0 0 0 0
(x5 ¥ (x5 y ) s v, Xy yg)-
Pour 1 = p = n = 3 , on considére le point A: dont les coordonnées

(x? ; y°) sont définies par les relations :
n n

X = (-t X7 et X
n n-1 n
(2) ou telO; 1L
P _ (q1_ p-1 p-1
y = (1-t) vyt ty

Enfin on note plus simplement (x ; y) les coordonnées du point M = Az.

. 0 .
3-1) Calculer x en fonction de t, Xo’ x(;, X(z)’ xg et y en fonction de t,

0 0 0 0
Yo Yp Y Yy
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3 - 2) Etablir que l'on obtient la représentation paramétrique de la courbe
(C) de la partie I si :

x°=0 x°=1 x°=3 x0=4
0 1 2 3
o _ o _ _ o _ o _
Yo = 0 y, = 1 y, 2 Y, 1
3 - 3) Cette représentation va étre exploitée pour donner une construction
géométrique d’un point de la courbe (C).
Sur une  deuxiéme figure placer les points Ao (0 ; 0), A1 1; -1,

A2 (35 2), A3 (4 ;1.

En utilisant le systéme (2),

a) montrer que, pour t = -12—, le point Ai (xi ; yi) est le milieu de
[A A ], et que le point Al est le milieu de [A_A_l.
01 3 23

En déduire la construction géométrique du point A3 pour t = (on notera

N —

E ce point sur la figure).

b) En s’inspirant de la méthode expliquée dans la question précédente,

construire le point Ag pour t = % (on notera F ce point).

2 - Informatique industrielle 1990

On se propose de déterminer une modélisation d’une forme graphique plane
(F) obtenue a partir de transformations successives d’un motif de base.

N.B. La représentation de (F) ci-dessous n’est pas a l’échelle.

O\
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Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormal (O ;
I’unité graphique étant le centimetre.

Une courbe de Bézier est définie a partir de n + 1 points de controle
successif's Mo’ Ml, I Mk, ..., M daffixes respectives 20, z, - 2,
n

.., z comme étant ’ensemble des points M d’affixe z telle qile :
n

k=n

z = C: t* (10"

z
k
k=0

t étant une variable réelle de I’intervalle [0 ; 1].

A - Réalisation du motif de base :

1 - Soit (Fo) la courbe de Bézier définie a partir des trois points de

contréle successifs O (0 ; 0), Ao (3; 12) et Bo (0 ; 9).

a) Montrer qu’une représentation paramétrique de (I“O) est :

6t - 6t°

]
—y
—~
=
N

1]

X
5 t e [0 ; 1L
24t - 15t

1]
0Q

—
=

—

[

y

b) Etudier les variations des fonctions f et g sur [0 ; 1]
Montrer que la droite (OAO) est tangente en O a (l"o) et que la droite

(B A ) est tangente en B_a (I'" ). Représenter (T ).
00 0 0 0

2 - Soit (F(’J) la courbe de Bézier définie a partir des trois points de
contréle successifs O (0 ; 0), A(’) (a; b) et Bo' ol a et b appartiennent a R.
a) Déterminer a et b pour que :

- (1"(’)) admette une tangente paralléele & l’axe des ordonnées au point

d’abscisse -1,
- (1"(’)) admette (BOAO) comme tangente en Bo'
b) Ces conditions étant réalisées, en déduire que (I"(’)) admet, pour t
appartenant a [0 ; 1], une représentation paramétrique de la forme :

-4t + 4t°

X

14t - 5t°

<
1
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Montrer que la droite (OA[’)) est tangente en O a (I‘(’)).

Montrer que les points Ac’), Bo et A0 sont alignés et que la droite (A(’)AO)
est tangente en Bo aux deux courbes (Fo) et (l"(’)).

Représenter (I (;).

On appelle "feuille" ?0 le motif obtenu par la réunion des deux courbes
(r o) et (F(’)).

B - Réalisation de la forme :

La forme graphique que l'on veut réaliser est composée de 6 feuilles ?io,

.‘?1, ver, f;‘s. La feuille S?o est le motif de base défini dans la partie A.

Pour k entier, tel que 1 = k = 5, la feuille ?k est la transformée de la
feuille ?Ik_l par une similitude S de centre 0, de rapport R, d’angle o ou R

est un réel strictement positif et « un réel de I’intervalle ]O : nf.

1 - Détermination de la similitude S :

a) Calculer R et « sachant que, dans le repére précédent, le point 83 a

pour coordonnées (0 ; - gg—j).

b) Vérifier que S est I’application qui, a tout point M d’affixe z,
associe le point M’ d’affixe 2’ telle que :

z’=§(l+i/?]z

8

c) En déduire les coordonnées (x’ ; ¥') du point M’ en fonction des
coordonnées (x ; y) du point M.
2 - Réalisation :

On se propose de représenter la forme (F) sur un écran graphique.

On dispose, a cet effet, de la procédure BZ(xo,yo,xl,yl,xz,yz) permettant

de tracer la courbe de Bézier admettant comme points de contréle successif's
les points Mo’ Ml, M2 de coordonnées respectives (xo ; yo), (xl ; yl),

(x2 ; yz).
a) Proposer un algorithme relatif a4 la procédure TR(x,y,x’,y’) permettant

de calculer les coordonnées (x’ ; ¥') du point M’ transformé de M (x ; y)
par la similitude S.

b) Proposer un algorithme permettant de réaliser la forme (F) en partant
de la feuille ?O et en utilisant les procédures BZ et TR précédentes.

111




Modélisation géométrique

3 - Informatique industrielle 1993

L On considére la fonction { définie par :

f:01; 4] —R

f:x > xV5-x

_(})n appelle (Ci) sa courbe représentative dans un repere orthonormal
(0 ; 1, j ) (unité graphique : 2 cm).

1° Etudier les variations de f.

Donner un vecteur directeur de chacune des tangentes a (Ci) aux points
d’abscisses 1 et 4.

Construire (Ci) ainsi que les tangentes précédentes.

2° Calculer, en cmz, I’aire du domaine plan, ensemble des points M de
coordonnées (x ; y) telles que : | <x =4
{ 2 =y = f(x).

On pourra utiliser le changement de variable d’intégration défini par :

W = 5 - x.

II. On dispose d’un logiciel permettant le tracé des courbes de Bézier a
partir de points de contréle. Aprés quelques essais, on choisit d’approcher la
courbe (Ci) précédente par la courbe de Bézier (Cz) définie pour tout t de
[0 ; 1] par :

i=3 . .
oM = § )t (-0 0&
i=0

ou les points de contréle ont pour coordonnées respectives :

7) pour Ax’ (3 ; 5) pour A2 et (4 ; 4) pour A3.

(1 ; 2) pour Ao’ (2 ; 3

1° Ecrire sous forme développée et ordonnée les fonctions polyndmiales B,l

définies sur [0 ; 1] par :
B(t) = C, t (1-0"

. pour i € {0,1,2,3}.

2° Montrer que les coordonnées du point M de (Cz) sont :

3t + 1

5.3 9
V(t)—"ét +zt+2

x = ul(t)

il

y

3° Etudier les variations des fonctions u et v.

> R .
4° Montrer que A0A1 est un vecteur tangent a (C2) au point Ao et que

A2A3 est un vecteur tangent a (Cz) au point A3. Tracer (C2).
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5° Donner une équation cartésienne y = g(x) de (C2) ou g est une fonction
polynémiale de degré 3, sans développer les puissances de (x-1).

III. On souhaite établir un critére permettant de guider le choix de la courbe
de Bézier utilisée pour I’approximation de (C1).
Pour cela, dans !’intervalle [1 ; 4] on choisit N valeurs x formant une
1
suite arithmétique (x ) de premier terme X = 1 et de dernier terme X, = 4.
1

En considérant que les sous programmes relatifs aux fonctions f et g sont
déja écrits, donner un algorithme de calcul de la moyenne des carrés des
écarts entre f(xi) et g(xi).
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B-Spline

4 - Informatique industrielle 1992

Un exemple de courbe B-Spline :

1°/ On considére les polynémes R de degré 2, ou i appartient a {o, 1, 2},
1

définis pour t, variable réelle appartenant a [0 ; 1], par :

j(t+2-i- J)
(1) =3 Z (1 S

t 1
a) Montrer que : Ro(t) = - t+
R(t)=-t +1t+ 1
1 2
=2
b) Déterminer Rz(t) . vérifier que : Z Rl(t) = 1.
=0

2°/ Soit un repére orthonormal (O T, ]) ), (unité graphique : 2 cm).

Soient, dans ce repére, les points P1 (0 ; 1), P2 4 ; 1), F'3 (6 ; 5) et
P4 (8 ; 1). On définit la courbe B-Spline associée a ces quatre points, formée
de deux arcs de courbe (Cl) et (Cz) :

(Cl) est ’ensemble des points Ml(t) tels que :

OM (t) = R (t) OP  + R (t) OP  + R_(t) OP
1 0 1 1 2 2 3
(Cz) est ’ensemble des points Mz(t) tels que :
OM (t) = R (t) OP  + R (t) OP  + R (t) OP .
2 0 2 1 3 2 4

a) Montrer que l’arc (Cl) est défini par la représentation paramétrique :

F(t) = ~t° + 4t + 2

1
y1=g(t) 2% 4 1 tel0; 1]

X
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Etudier les variations de f et g pour t appartenant a [0 ; 1] et
construire (Cl).

b) Déterminer une représentation paramétrique de l’arc (Cz) ; montrer que
cet arc est un arc de parabole. Construire (Cz)'

c) Vérifier que les arcs (Cl) et (Cz) se raccordent au point I (5 ; 3).
Montrer que (Cx) et (Cz) ont méme tangente en I et que cette tangente est la

droite (P P ).
2 3

d) Montrer que MI(O) est le milieu du segment [Pxpzl’ que Ml(l) est le

milieu du segment [PZPS], que Mz(l) est le milieu du segment [P3P4].

3°/ On dispose de la procédure TRACE(XaA,YA,XB,YB) permettant de tracer le
segment [AB] sur un périphérique graphique, (Xa ; Ya) et (XB ; YB) étant les
coordonnées respectives de A et de B.

Donner un algorithme d’un sous programme ARC(Xa,Ya,XB,YB,Xc,Yc) tragant l'arc
de courbe B-Spline défini a partir de points A, B, C, de coordonnées
respectives (Xa ; Ya), (XB; YB) (Xc ; Yc) selon le processus décrit dans la
question 2. Ecrire un algorithme permettant de tracer la courbe B-Spline de la
question 2.

4°/ On ajoute un point P’ (2 ; 0) aux quatre points Pl, Pz’ P3, P4 de la

question 2 en intercalant P’ entre P1 et Pz'

a) Donner la définition en coordonnées paramétriques de chacun des arcs
formant la nouvelle courbe B-Spline.

b) Représenter la courbe B-Spline de la question 2. Dans le méme
repére, donner, sans calculs, 1’allure de la nouvelle courbe B-Spline.
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