N°40. — Sur le nombre d'isoméres possibles dans une molécule
carbonée; par M. DELANNOY.

M. Friedel a posé, dans I'Intermédiaire des mathématiciens, la
question suivante :

« Etant données n boules garmes chacune de quatre crochets
placés symdétriquement, trouver le nombre des arrangements pos-
sibles des n boules acerochées les unes aux autres de fagon a for-
mer un ensemble, chaque boule étant attachée au moins & nne
autre ¢t pouvant en recevoir jusqu'a quatre.

« Le probleme a été résolu par Cayley.

« Mais il serait intéressant pour les chimistes de savoir, d’abord
s'il existe une méthode générale simple de le résoudre autrement
que par des constructions graphiques construites de proche en
proche et dans ce cas d’avoir cette méthode.

« Une note abrégée sur le travail de M. Cayley se trouve dans
les Berichte der deutschen Gesellschaft (t. 8, p. 1056; 1875). Un
mathématicien rendrait service aux chimistes en publiant dans un
journal de chimic une sorte de traduction du travail de M. Cayley
ou au moins de la note des Derichte ct la rendant aussi accessible
que possible aux savants qui ne sont pas des mathématiciens pro-
prement dits. »

de n'ai pas pu me procurer le mémoire de Cayley; je n'ai cu
sous les yeux que la note des Berichte qui, malgré quelques
inexactitudes, m'a donné une idée du procédé quavait pu employer
Cayley. 1l doit étre analoguc au proc¢dé suivant, dont je me siis
servi pour résoudre le probleme.

Les enchainements de houles forment des arbres géométriques,
que nous distinguerons cn arbres & centre unique, c’est-d-dire sor-
tant d’un scul neeud, et en arbres & deux centres, ¢’est-a-dire sor-
tant de deux nceuds convenablement choisis et réunis entre eux.

Le nombre des arbres a deux centres dépend de celui des arbres
a un centre ct ce dernier dépend, & son tour, de celui des arbres-
racines ou tiges (1), qui servent a former les arbres & un centre.

(1) La note des Berichte appelle wiirzelbaiime ces arbres-racines; nous les

désignerons sous le nom de tiges, pour éviter toute confusion avec les arbres
4 un ou a deux centres.
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Il s'agit done, avant tout, de déterminer le nombre des tiges.

Les tiges. — Les tiges peuvent avoir unc, deux ou trois
branches.

Une tige de hauteur A, a unc branche de hauteur k; la hauteur
de ses autres branches (s'il en existe), peut varier de 1 a A.

Les tiges i une branche et & n nocuds, de hauteur A, s’obticnnent
en greffant sur un nweud les tges & une, deux ou trois branches et
a (1 —1) nwuds, de hautenr A —1.

Les tiges i deux branches et & n noeuds, de hauteur 4, s'obtien-
nent en greffant sur un méme nceud, deux tiges a une, deux ou
trois branches, contenant ensemble (n—1) neeuds, la hauteur de
l'une de ces tiges Stant (h—1), et celle de P'autre variant de 0 a
h—1.

Les tiges a trois branches et & n neeuds, de hauteur 7, s’obtien-
neut en greffant sur un neeud unique trois figes a une, deux ou
trois hranches, contenant a elles trois (n—1) noeuds, la hauteur de
P'une d’elles étant (i—1) et celle des deux autres variant de 0 a
h—1.

Ou voit qu'en procédant ainsi, on peut obtenir les tiges de hau-
teur 1 au moyen des tges de hauteur moindre.

Ce mode de construction permet d’établir le tableau ci-apres, qui
donne le nombre des tiges jusqu’a n=9.

Afin de bien faire comprendre le mode de formation de ce
tablcau, nous allons indiquer le détail des opérations effectuées
pour obtenir, par exemple, le nombre des tiges a 8 nwuds, de
hautcur 4, a une, deux et trois branches.

Nous avons le nombre des tiges & une branche en additionnant
le nombre des tiges a une, deux et trois branches et a 7 neeuds, de
hauteur 3, savoir : 4 4 8 4 3= 15.

Le nombre des tiges a deux branches s’obtient en prenant :

Les tiges contenant 1 nceud (dans le tableau il y en a 1) avec les
tiges, de hauteur 3, contenant 6 nccuds (il y en a 8); puis les tiges
contenant 2 neeuds (il y en a 1) avee les tiges de hauteur 3 conte-
nant 5 neeuds (il y en a 3); et enfin les tiges contenant 3 nceuds
(il y en a 2) avee les tiges de hauteur 3 contenant 4 nweuds (il y
ena ).

Ce que nous mettrons sous la forme :

R 1.8 =28
5 T [.3 =23
R 2.1 =2
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Nons anrons de wéwme pour les figes & trois branches :

—
o
—

——
e

Les arbres a un centre. — Les arbres a un centre ont deux, trois
ou quatre branches.

Un arbre a un centre de hantewr /i a deux branches de hauteur
Ji; In hantenr des autres branches (s'il en existe) varie de 1 a h.

Les arbres i un centre, a deux, trois ou (uatre branches, et a
u noeuds, de hauteur A, s'obtiennent en greffant sur un centre
mnigue, respeetivement deux, trois ouw (uatre figes contenant
ensemble (2—1) neends : denx de ces tiges sont de hanteur (4 —1);
les autres (8l en existe) ont une hatenr vaviant de O a h—1.

Nous trouverons dans le tableaic I tous les ¢léments néeessaires
pour construire le tablean des arbres o centre.

Supposons, par exemple, que Pon venille le nombre des arbres
iun centre comprenant 10 nonds, En essployant Ia notation en-
ployée pour les tiges, nous aurons :

Hawteur 2 — 3 bhranches. | Hauteur 3 — 2 hranches. | Hauteur 4 — 2 branches

| O TN R || L = A )4,0.....0 ... 1.3 =3
2,000, 1.1.1 =1 2.4 = 8
F 2005 Tt S .11 = ;
—; “| Hauteur 4 — 3 branches
) A oA —_
Hautenr 3 — 3 hranches LAd...... 114 =1
L3, o, 114 =4
Hauteur 2 — 4% hranches. 2.3 .
I o 12 g RECAPITULATION
[0 A .t =14 " v o
2,26 L4 Ll =1|234.... .. 1.2 2 .
1,2,3,3.. 1L =1fa a0, . 201 =2 1;
22,23, L. =1 -
V3 _ 1 i
4 3
Hauteur 3 — 4 hranches. :’
1, L34 dab2 - —_
1,2,3,3.. g = Tolal : 37

@) Il ¥y a lieu de remarquer que, lorsqu’on doit combiner ensemble des
tiges ayant le méme nombre de neeuds et la méme hauteur, il ne faut pas
prendre le produit des nombres trouvés dans le tableau I, mais bien le nombre
des combinaisons complétes que 'on peut former avec ces nombres. Ainsi,
pour les deux tiges & 4 nceuds, de hauteur 2, il ne faul pas prendre 2 X 2,

22—
mais Lf-]z—h Toutefois si les facteurs sont égaux i f, on pent laisser subsister

440t

le produit 1.1.1, car le nombre des combinaisons compléles e

=1.
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Nons avons ajonlé a e fableau les arbres i nncentre efa deux
branches, de 14 noxuds, gui nous serviront i trouver le nombre des
arbres it deux cenlres, de I3 nads,

Les arhres & deux centres. — Daus les arbres hi-centriques, il
sort de chaque centre une, denx ou trois branches.

Les arbres & deux centres, de hanteur A, ont, pour chaque
centre, une branche de hauteur £; la hauteur des autres branches
(sl en existe) varie de 1 & 4.

Le nombre des arbres a deux centres et & n nceuds, de hauteur
h, est ¢gal au nombre des arbres i un centre, & deux branches et
4 (n-41) nceuds, de hauteur (h4-1).

En cffet, si Pon prend I'in queleonque des arbres i un centre,
de hautenr (A-F 1), & deux branches contenant (n -1 1) neeuds, on
peut le remplacer par un arbre bi-centrigne & n nweuds, de han-
teur A en supprimant le nand A el réunissant les noend= Boet €.

| ' I

v
'

On peut done, an moyen dic tablean I, former le tableau sui-

vanl :
L. — Tablean des arbres & deux cenlres,
— - e ————————————————————————————
e
= - ‘ i , o ’ < | o =
VALEURS = « = i = . = ’ = =
de n E E t E E ’ E : E E romer
’ z = .z 1z ] z
= = : = = | T 1 = z
! ! )
? |
1 » " i » » » » » 0
2 1 » | » " » 1 » » |
3 » » ‘ » » » ‘ » » 0
4 » » : [ » » 1 » » 1
Bl » » | 1 » » » » 1
6 » » oo 2 1 » » » 3
n » » : 1 2 » » » 3
8 » » 1 7 1 » » 9
4 » » » 12 3 » » 13
10 > » » 23 14 1 » 38
11 » » » 30 39 4 » 13
12 » » » 42 108 23 1 174
13 » » » I 244 84 3 380
o L | . L J

En réunissant les totaux des tableaux II et I, nous obtenons le
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total des arbres a un et & deux eentres, ¢’est-a-dire le nombre des
enchainements de houles de n=1 a n:-=13.

IV. — Tableau récapitulatif des arbres i un et & deux cenlres.
c— e ————————————t—
VALEURS DE M. 102008 [ 4. 050 160 |70 S LY. 10, (4L [ 120 13,
Arbres a uu centre...... 1| O] 1 1 l 20 20 6| 920 37] 86 81| 422
Arbres 4 deux centres..| O] 1] 0] 1 113 PO IS [ 38 | 79 174 380
Totaux ......, 111 1y 2 ‘ 4 VY| I8 35| T ] IBY| 355 802
o

I existe deux Iegeres dillérences entre nos résultats et cenx de
Cayley, qui o tronve 183 arbres idoun centre de 12 naends et
419 arbres a un centre de 13 nands.

Comme jai retrouve les totaux de mon tableau IV par un pro-
etdé tout différent, que je vais exposer ci-apres, je suis en dreoit de
considérer mes chiflres comme exacts.

La méthode gue nous avons employée permet dobtenir les
arbres sans construction graphique; mais clle ne les donne que de
proche en proche, ¢’est-i=dire gque pour trouver le nombre d'arbres
a n nweuds, de hantenr A il fant avoir obtenn toutes les tiges de
hantenr moindre et 'nn nombre de noewds moindre.

Pour satistaire au desideratum de M. Friedel, nous avons cher-
ché une autre méthode fournissant directement le nombre d'en-
chainenents des o houles.

Voici celle que nous avons (rouvée,

Désignons par /i ine boule qui a « erochets d'engagdés.

Les boules acerochées deux a deux forment wne chaine, dont
chaque extrémité est terminée par une honle Jy.

Si Pon aceroche une boule auw troisicie crochet de Pune des
boules de la chaine, on commence ainsi une chaine anxiliaire qui
se termine par une houle by St au quatricme crochet on aceroche
une autre houle, on commence une seconde chaine anxiliaire, (qui
se lermine ¢galement par une houle 5.

En désignant par B In somme des boules 4, on aura done :

(b By = 2L By 4 2B,
Comme on a, Tautre part,

2) B, 4+ By -+ By + By=n,
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La combinaison des ¢quations (11 et 121 donne
3B, - 28y - By = — 2.

En résolvaut cette ¢qnation indéterminée, pour une valenr don-
née de u, on aura le nombre de boules by, by, by, by entrant dans
chague chaine. En permualant ces boules, dans Tintéricur de la
chaine, de toutes les manieres possibles, en ayant soin d’éviter les
répétitions, on aura le nombre de manicres dont les o boules peu-
vent s'acerocher les unes anx antres.

Prenons, par exemple, n==28. L'¢quation

3B, + 2B, - B, =6,

fournit les valeurs de By, By, B,; en les portant dans I'équation (2)
on ohtient .
Nous indiquons ces valeurs dans le tablean ¢i-apres

B,. B, B.. B,.
PP 0 0 6 2
m......... e e 1} 1 4 3
1. ... e 0 2 2 i
IV 0 B 0 )
Vo 1 0 3 4
2 1 H 1 D
Vil U e 2 0 0 6

Ou peut done former sepl chaines.

Reste 4 trouver le nombre des permutations des houles dans
chaque ehaine. Pour simplifier Uéeriture, reprosentons les bonles
Dgy by, Dy pur lenrs indices el udgligeons les houles By, de telle
sorle gque la chaine ci-contre zera représcntée par la formule
2248472,

La premicre chaine donne wie senle solution @ 222222,
s v)
La sceonde en donne quatre 32222, 2323, 22322 ot 23222
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La troisicme chaine donne cing solutions :.3322, 3232, 3223,
2332 et 38%2.

La quatriéme ne donne qu'une solution : 333,

La cinquiéme en donne trois : 4222, 2422 et 2422,

La sixi¢me, également trons 432, 324, 243.

La septieme, unc scule :

Done, en tout, I8 solutions.

Quand une chaine se bifurque i ses extrémités, il faut commen-
cer par la branche la plus longue on, en eas d’égalité de longueur,
par la branche dont la premiére boule a le plus fort indice (¢’est
Iinverse pour Pextrémité finale).

=

oo —_— o2 | 42

Ainsi on n’éerira pas 4% 237 22,

Mais bien ‘)“)"‘9“32 32,

Ceci est indispensable pour ¢viter les répétitions.

Nous avons appliqué cette méthode jusqu'i la valenr de n==13
el nous avons trouvé identiquement les nombres inscerits sous Ia
dénomination : Tofaux, dans le tahlean 1V,

Il serait, sinon impossible, du moins bien difticile de tronver une
formule générale donnant le nombre Cenchainements des houles
pour une valeur queleonque de . Le probléme en guestion est un
cas partienlier du probléme non résolu des partitions, cas particu-
lier peut-étre plus difficile que le eas général par suite de la pré-
sence des chaines auxiliaires,

On peut eependant donner wne formule qui fournit le nombre G
des enchainements de boules, pour les premicres valeurs de .

Dans le cas de n pair et ¢gal 4 2p, on a:

G=t4p— bt ip—20p— 0+ 22 @mpap—a0

+ ‘% (23 4 622 — 53T p -+ 1003) — (2 — )2
Pour n=2p-i-1, on a :

=1 1—"(1}—l)+(1)—“’)(dp-—o)+ (1’4/;2—1)()/)+N")

+ ”(;)‘ 83— 4202 — 471 p - 1191) — 2[2p — 972 4 1].

Dans ces formules, il faul remplacer par zéro les facteurs qui
deviennent négatifs par suite des valeurs données & u; on ne doil
donc pas faire de réductions de teres,

De plus, ces formules, malgré leur complication, ne sout exacles
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que jusqu'a n= 11, Pour des valeurs supérienres de n, il fandrait
ajouter de nouveaux termes, la valeur de G étant représenlée par
un polyndme de degré p—1.



