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C'est & M. Edouard Lucas qu’est due l'idée ingénieuse d’employer I'échi-
quier dans un grand nombre de recherches arithmétiques. 11 a d’abord
appliqué cette idée & I'étude de la théorie des permutations et des arran-
gements (*). L’échiquier employé avait la forme carrée habituelle.

En nous servant d’'un échiquier ¢riangulaire, nous avons donné la solu-
tion du probléme suivant (**) :

De combien de maniéres peut-on disposer 2n nombres sur deux rangées
de n nombres, de telle sorte que les nombres aillent en croissant de gauche
@ droite et de haut en bas?

On peut dire, d’'unc maniére générale, que la forme de I'échiquier a
employer doit étre appropriée & la nature du probléme posé. 1l imporle
donc¢ de connaitre le nombre de marches d’une tour sur des échiquiers de
diverses formes.

Il nous suffira de considérer :

‘échiquier carré OXAY;

(*) Sur larithmétique figurative. — Les permutations (Association frangaise pour 'avancement
des Sciences, — Congrés de Rouen, 1883).

(**) Sur Vemploi de I'échiquier pour la résolution de problémes arithmétiques (Jd. — Congrds
de Nancy, 1886).
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L’échiquier triangulaire OAY;

L’échiquier pentagonal OBDAY, déterminé en prenant OB égal i (n—1)
pas et menant par le point B une paralléle 2 la diagonale OA;

L’¢chiquier hezagonal, obtenu en prenant OC égal a (@ — 1) pas, oG
égal & (b — 1) pas, et cn menant par les points C et G des paralléles & la
diagonale du carr¢.

En désignant respectivement par Qc,y, Tzy, Pay, Hay le nombre de
maniéres dont une tour, marchant sculement dans les sens y et >, peut

0 8 X 0 C X
N

Fig. 1. Fig. 2.

aller de l'origine O sur unc case (z,y) de I'¢chiquier carré, de I’échiquier
triangulaire, de I'échiquier pentagonal et de I'¢chiquier hexagonal, on a :

) Qw,y Cw+y

_ a— _y—2z+1
@) Tz‘,y - C.z' - C y + 1 Cz“l'y
@ P,=0C,— c:‘;
() H,,=Cl, —Coy— Gy +Co~ + Gy -
y—ka—kb z—(k+1)a—kb
-+ Gy - Coty

h ddsignant le plus grand nombre qui ne rend pas les indices négalifs.
Pour les cases dont les coordonnées satisfont & I'¢quation :

r=y+n—1,
. z—(h+m __ ~y—hn—1
ona: C, +y =C; ty

On peut donc écrire, pour les cases du coté BD de I’échiquier pentagonal
et pour celles du cdté CE de I'échiquier hexagonal :

Y y—1_z—y+1
Pw-y—Cw-HI_CHy az—l—i Cw+y
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ou :

_._n y
©)  Poy =777 Cen

H,, =Ch,, —Ci —C e .

T4y z+y T aty sty
y—ka—kb y—ka—kb—1
+ Cw+y - C¢+y

ou :

; 2 w __ a+420 36420 450
(6) Hw,y—x‘—+icz+y w+1+b x+y+x—'—+1+b+acx+y
@k —Dat % ytee—i | Gkt Wb ke b
Tzl (h—t)a-f- kb Ty 4 1f-ka kb =ty

Pour les cases du co6t¢ CG il suffira de permuter, dans (6), x et ¥, ainsi
que a et b.

Ces formules permettent de résoudre immédiatement un grand nombre
de problémes de probabilité. Nous allons en donner queljues exemples:

PROBLEME |

Une urne renferme b boules blanches et n boules noires (b > n); on tire
ces boules une & wne. On demande la probabilité que, a aucun moment du
tirage, le nombre des boules noires sorties waura pas dépassé celui des
boules blanches.

Si I'on représente les boules blanches par des pas verticaux sur un échi-
quier et les boules noires par des pas horizontaux, la probabilité cherchée
sera:

Top _b—n-1
Qo ™~ b1

PROBLEME 11

Un joueur a gagné n partics et en a perdw n; on demande la probabilité
que ses pertes w'ont jamais dépassé ses gains.
Cette probabilité est :
Tn,n . 1

-(E.__n-{—‘l'

proBLEME JI[

On suppose que deux candidats A et B soient soumis & un scrutin de
ballottage; A obtient m suffrages et est élu, B en obtient n. On demande la
probabilité pour que, pendant le dépouillement du scrutin, le nombre des
voiz de A ne cesse pas une seule fois de dépasser celles de son conourrent.
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La solution de ce probléme a été donnée, dans les Comptes rendus de
I'Académie des Sciences, par M. Joscph Bertrand (*) et par M. Désiré
André (**). :

Représentons les voix de A par des pas verticaux sur un échiquicr 0XCY
de (m 4 1) cases de coté ct celles de B par des pas horizontaux.

Le nombre total des maniéres dont peuvent se combiner les voix de A et
de B est égal au nombre des marches de la tour pour se rendre de O sur la
casc D dont les coordonnées sont n, m, c’est-d-dire qu’il est égal & Qy m.

Le nombre des dispositions, dans lesquelles les voix de A surpassent tou-
jours celles de B, est ¢gal au nombre de maniéres dont la tour peut se ren-

X
0. « o o e o
M. M
L]
\
° *
« .« e ' . .
Y D N C
Fig. 3.

dre de O en D sans sortir de I'échiquicr triangulaire MNY, de m cases de
cole, c'est-d-dire qu'il est ¢gal & Ty m—, .
La probabilit¢ cherchée est donc :

n
Tomy m—n G tm—y  M—N
= - =
Qn,m m C, 4m m-n

Pour varicr le probléme, on peut demander quelle est la probabilité que
Uécart enire les voix de A et de B restera toujours au moins égala m — n.

Ellcest : Lo ! G " e

Q",nz :n +1 C:n_*_" = (m, + n)! (n + 1)! .

Ou bien encore, d’'unc maniére plus générale : Quelle est la probabilité
que U'écart ne sera jamais infériewr ¢ un nombre donné p.

(*) Séance du 22 aout 1887 (t. CV, p. 369).
(™) Séance du 5 septembre 4887 (1. CV, p. 436).
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La probabilité est alors: .
Tymp m—p—nt+i Co . m!(m-+4n —p)!

= >< =(m—p—n+1) .
Qn,m m—p + 1 C::-{-m ("l—l"n)! (m —p '*" 1 )l

PROBLEME IV

Un joueur expose @ un jew de hasard la n*™ partie de sa fortune et renou~
velle Uépreuve indéfiniment. Quelle est la probabilité pour qu’il se ruine
et que la (2u 4+ ) partie jouée lui enléve son dernier écu.

Cette question de la durée du jeu a été traitée par Huyghens, Moivre,
iaplace, Lagrange, Ampére et, tout réccemmment, par M. Joseph Bertrand (*).

Disignons par x le nombre des pertes du joueur et par y le nombre de

ses gains, x et y devant, d’aprés les données du ploblune satisfaire aux
deux ¢galités

T+ y=2u n,

(a) T — ; =n. +

Pour que le joueur soit ruiné aprés la (2w -+ n)“"" partie et pas avant,
il faut et il suffit : :

1° Que, pendant le cours des (2w + n — 1) premiéres partlea, ses pertes
n'aient jamais dépassc ses gains de plus de n — 1.
Po—yy .
Q.l’—l N ’

20 Que, aprés les (2w 4 n — 1) premicres parties, 'excés de ses pertes
sur ses gains soit égal & n — 1. La probabilité pour qu’il en soit ainsi, est

_ Qey
2 Q2a4n—1’

La probabilit¢ pour que cela ait lieu est &, =

3° Qu'il perdela derniére partic. La probabilité correspondante est @, = 3)- .
La probabilité cherchée II est égale & &, @, @, on a donc :

1 2u+4n
= (§> Py,
Changeant x en & — 1 dans la formule (3) et remplacanta: et y par
leurs valeurs tirées des relations (a), il vient :
H— <1>2“+" o M e @ua—1)!
TNt +——<2) ptnpletn—11

1 2a-+n

_<_ n (9;:..—|—n)!
T2 2p Fn pl(w+n)!’

(*) Comptes,rendus de U’ Acudémse des Sciences, séance du 5 septembre 1887 (L. LV, p '437)..
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PROBLEME V

A et B jouent Uun contre l'autre avec des probabilités p et q. Ils possé -
dent respectivement a et b francs avant d’entrer au jew; @ chaque partie,
le perdant donne un franc au gagnant ct le jew ne cesse que lorsque Lun
des deux joueurs est ruiné. On demande la probabilité 11 pour que le jeu
se termine juste & la fin d'une partic de rang assigné.

Soit u le rang assigné a la partie finale. En désignant par Il et Ilg les
probabilités respectives que A ou B seront ruinés apres la ™ partic et pas
avant, on aura : :

I =11, 4 11

En raisonnant comme nous 'avons fait dans le probléme précédent, nous
trouvons que :

>< pP=1GY Qz—ry <X p = p* ¥ Hoyy.

Changeant x en z — 1 dans (6) el remplagant = et y par leurs valeurs
tirées des égalités :

r4+y=u,
T —y=a.
il vient :
t—i«g p—a a u—a a + 2b n—a—2b
Ma=—p2g? T C‘L-_1 Ry C“_'I 4+ .
L 2 2
2k == 1)a + 2kb p—(2h=1)a—gkb
2
T+ Rk E=1a A 266 T+ ’
2
ou :
pta p—a
N 25
Am=p? gt i)[ a _ a +

— 1) . , —
O EE )

Qk 1) a + 2b
<9 — k= 1)a— ka)'(y F 2k = a + 2kb),

T

\

Pour avoir g, il suffit de permuter, dans (7), p et g, a et b,
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On a donc :
5'2*—4'- "—;5' 1 ’r a a4 2b 4
prgr (p—l) u—a\, p.-{—a)'— p—a—2b\, p«ﬁ-a‘—}—?b)'
R )
e b b 12
Prgr (1) p—by, w0 v_ p—b—2a ' p.+b+‘2a)'+m
() (=) ()

Pour que le probléme soit possible, il faut que u, a et b soient de méme

parité.

Avec les données du probléme le jeu n’est pas équitable, puisque nous
avons admis que le perdant donne un franc au gagnant, bien que les pro-
babilités de gain soient différentes pour les deux joueurs.

Si l'on voulait que le jeu fut ¢quitable, les mises respectives de A etde B,
A chaque partie, devraient étre m et n, avec la condition :

pn = qm.
Dans ce cas, on aurait encore :

lI‘\ = pz q!l llp— 1,y

seulement il faudrait remplacer x et y par leurs valeurs tirées des égalités :

Tty=u,

mr — ny = a.

Si @ et b ne sont pas respectivement multiples de m et de n, le jeu
devra cesser quand un des joueurs ne possédera plus qu'une somme infé-

rieure & la mise exigée.

Si, dans I'¢noncé de ce probléme, on faisait p = ¢ =

2

et a=b=mn,

on retrouverait le probléme traité par M. Rouché, dans les Comples rendus

de UAcadémie des Sciences {*).
L’égalité (8) deviendrait, avec ces hypothéses :

a(u—1)! 1 3

e+

2a (y_—[l)' wtny p—3n), y.+3n>'+'" [a—(fm/c

xi)n]![y+(4/;:1)n!]

C'est la valeur de I1 que nous avons donnée dans le Bulletin de la Société

mathématique (tome XVI, page 12%).

(*) Séance du 23 janvier 1888 (. CVI, p. 253).

]
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PROBLEME VI

A joue avec B; & chagque partie, les probabilités qu'ils ont respectivement
de gagner sont p et (, en sorte que p + q =1, et le perdant donne un
franc au gagnant; ils possédent en entrant au jew a francs et b francs;
on demande la probabilité I1 que A ruinera B avant le coup de rang p..

M. Laurent a traité ce probléme dans son Traité du calcul des probabi-
lités (*). 1l a trouvé pour la probabilité cherchée :

f(bw) = pb [1 +opg + ——— b+3> *q“+b(b+13)9(b3+ P+ - }
le développement devant étre poussé jusqu’a ce que p — b soit ¢gal ou
supéricur au double de I'exposant de q.
Mais, pour obtenir cette valeur, il a fallu admettre que a et b sont liés
par la relation :
b= qa + pa—t.

La formule précédente ne s'applique done qu’a un cas tout particulier.
Dans le cas général, ou @ et b sont quelconques, on a:

A —b_,
1= pb 2. i
=0
On voit facilement que :
A variantde 0 a a— 1 Huwaque 1 terme,
» a v a— 1+06 » 2 termes,

» a+b » “.’a—i—{—b » 3 —_
» 2 + b 2¢ — 14+ 20 » & —

En développant E d’apres la formule (7), on a donc :

(b+3)! (R (»=3)! =
bp? b+Pq+c>v(b+2)v( PO gy P g e PO
(-1 ()
. 1 b+2+3)
- (b + 2a) pbtage [w +pg + S TR (r9)* + ]

(3b 9 3!
| (35 4 2a) prbte b+a[db—|—‘2a+ +2.(db++;;’+;), o0 + -]

. :
-+ [(2/» +1b 4+ 2ka]17“‘+”"+"“ q"‘b?”‘" [m + g+ ]

(*)Edition de 4873, p. 81.

.
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k désignant le plus grand nombre qui ne rend pas négatif w — (2k 3= 1)b
— 2ka.

Ces derniers exemples montrent, de la maniere la plus évidente, combien
Yemploi de I'échiquier facilite la résolution des problémes. Ce procédé nous
a donné immédiatement la solution que les méthodes ordinaires ne fourni-
raient qu’a l'aide de calculs aussi longs que compliqués.

Dans tout ce qui préctde nous n'avons considéré que la marche de la
tour. Pour certains problémes, il peut y avoir intérét & employer unc autre
picee du jeu d’échecs, la reine, par exemple.

Ainsi, dans notre premicre Note sur 1'emploi de I'¢chiquier (Congrés de
Nancy, 1886), nous avons fait remarquer que le (riangle arithmétique de
Pascal représente le nombre des marches d’une reine, qui ne'peut se mou-
voir que dans'les deux sens ¥ et X,

En astreignant la reine 4 faire p pas verticaux dans la colonne de rang p,
nous avons donné¢ un nouveau triangle arithmétique, qui fournit la solu-
tion pratique du probléme suivant :

De combien de maniéres peut-on former un nombre N avec des nombres
non croissants?

Dans certains cas on peut étre amené 4 faire mouvoir la reine dans les
trois sens >, y ¢t 3 . Cette idée nous a été suggérée par M. Laisant,
qui nous a engagé a chercher quel est alors le nombre des marches de la
reine pour s¢ rendre de origine O sur une case (x, y) de I'échiquier carré.

Voici le résultat que nous avons obtenu.

Chaque pas oblique e ¢quivaut & un pas vertical @ et & un pas horizon-
tal 6. Si, pour aller de O sur la case (x, »), on a fait 5 pas e, le nombre
des solutions correspondant 4 cette marche sera égal au nombre des per-
mutations que 'on peut faire avec ( x— 3) lettres a, (y — 5) lettres b et z
lettres e, c’est-a-dire :

! e d 3 . &z ¥4
y—as) ! (®x—s5)!sl Cotyrs - Copyms = Copys €z

Le nombre cherché sera donce :

=z

2 T
2 Cac (‘m+y—z
=0

en supposant « < y. Dans lc cas contraire, on permuterait et y dans cette
expression, qui peut aussi se mettre sous la forme :

(2) 2 2°C; G,
=0
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’ r
Si T'on désigne respeclivement par Q. " my, P, . H, le nombre de
maniéres dont la reine, marchant dans les trois sens mdlqm s ci-dessus, peut
sc rendre sur une case (z, y) de I'échiquier carré, de I'échiquier triangu-
laire, de I'échiquier pentagonal ct de I'échiquier hexagonal (fig. 1 et 2),
on a des formules analogues a celles que nous avons données pour la tour :

W= Y e,
2=0
== \ + 1
, , Y , . J —

(2) Ta:,y —_— Qx,y - Qw-—1,y+1 —_— Z y_—-T—{———l Cm Cz‘-}-t/—z
5=0

68 =, — Qo yin

(4) i - Q Qa:—a ,y+-a Q;/—b,z-.)-b + Q:'c—a—b,y+a+b + tte

Pour les cases des colés BD et CE, satlsfalsanl alégalitt e =y -4 n—1.
on a aussi :
’ 4 . n ’

(5) Px,y - x + '1 — zQz’y

13V] ’ ’ a + 2b ,
O Mo =rr7—; = % ey ey A PEY)

+ 3a 4 2b o i
z+1—54bFa vo-ostbta

Ces formules faciliteront, comme les précidentes, la résolution de certains
problémes. Nous nous contenterons d’en donner un seul exemple.

rROBLEME VII

Deux: joueurs d’échecs marquent, au fur et @ mesure, les parties qu'ils
gagnent et celles qu’ils perdent et, de plus, ¢ chaque partic nulle, chacun
d’eux marque une partie gagnee et une partie perdue. Apres avoir ainsi
marqué chacun 2n parties, ils se trouvent n’avoir ni gagné, ni perdu. On
demande la probabilité qu’ils auront joué 2n parties effectives, c’est-a-dire
qu'il n’y aura pas eu de partie nulle.

Cette probabilité est:

(o 2n)!

3 naf @GRt (2e—1)! (2n—2)! (n+1)!
z C on—z (n ) [(l' + y[(n ,1) ]2+2![(7l—2)!]2+"'+ i)[ ')z—l—l]
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ou bien encore, si I'on préfére se servir de la forme () :

(2n) !

iy [1 4 20+ e L NI

INPRIMERIE CRNTRALE DES CUENINS DE FRR. — IMPRIMBRIE CHAIX.
PARIS, 20, RUZ BERGERE. — 3410-3-90.



