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M. H. DELANNOY

Sous-intendant militaire en refraite, a4 Guérel.

EMPLO! DE L’ECHIQUIER POJR LA RESOLUTION DE CERTAINS PROBLEMES
DE PROBABILITES (32a)

— Séance du 5 aoit 1895 —
9

En 1889, au Congrés de Paris, nous avons donné les formules
exprimant le nombre de marches de la tour et de la reine sur des
échiquiers de forme carrée, triangulaire, pentagonale et hexago-
nale, ce qui nous a permis de vésoudre (mumddiafement divers
problémes de probabilités.

Nous croyons devoir revenir sur cette question, & laquelle on ne
parait pas avoir accordé toute I'importance qu’elle mérite, bien que
Edouard Lucas nous ait fait 'honneur de reproduire nos formules
dans son ouvrages sur la Théorie des nombres (1.1, p. 84 5490 et
170 a 176).

Peut-étre aussi n’avons-nous pas été bien compris, faute d’avoir
donné les détails nécessaires. Ainsi Catalan, en parlant d'une de nos
solutions qu’il reconnait exacte, dil dans les Noucelles Notes d’al-
gébre et d’analyse (1889, p. 70): « 1l ne nous a pas été possible de
saisir les considérations auxquelles a eu recours M. Delannoy; elles
sont relatives i la marche de la tour sur un échiquier hexagonal. »

Ces considérations sont hien simples.

ECHIQUIER CARRE

0 Y
. . . . . L] 1 1 1 1 1 1
. . . . . 1 2 3 & S 6 7
. . . . . ] 3 6 10 1 21 28
. . . . . 1 & 10 20 35 56 B84
. . . . . 1 5 15 3§ 70 128 210
~ 1 6 21 56 126 252 462
A
X ] 7 28 84 210 #62 924

Fig. 1. . Fig. 2.
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Supposons une tour placée a I'angle supérieur gauche de Véchi-
quier carré OXAY (fig. 1), représentons par la lettre ¢ chaque pas
vertical de la tour, et par la lettre 2 chaque pas horizontal. En dési-
gnant par FZ le nombre de maniéres dont cette tour peut, en mai-
chant dans les sens »— et T, se rendre de l'origine O sur une case
dont les cordonnées sont . et 77, on voit que Fi est égal au nombre

de combinaisons que Pon peut former avec 7 letires ¢ et y letlres /;
par conséquent,

€)) F=C,,

Si Pon écrit sur les cases les nombres représentés par F";, on

obtient le carré arithmétique employé par Fermat (fig. 2). Ce n’est
autre chose que le triangle arithmétique de Pascal, mis sous une
forme plus commode.

La loi de formation de ce carré arithmétique est trés simple: un
lerme quelconque est égal & la somme du terme placé i sa gauche
ot du terme placé immédiatement au-dessus de lui. La méme loi de
formation subsiste pour les échiquiers que nous allons considérer.
C’est ce_qui nous a permis de trouver facilement I'expression de
leurs termes en fonction de ceux du carré arithmétique de Fermat.

ECHIQUIER TRIANGULAIRE

1 S W 28 42 42 0

1 6 20 48 90 132 182 [+]

Fig. 3. Fig. 4.
g ° 18

Astreignons la four & se mouvoir sur un échiquier {riangulaire OXA
(fig. 3) et cherchons le nombre de maniéres donl la tour peut se.
rendre sur les différentes cases de cet échiquier.

Dédoublons le carré arithmétique, changeons tous les signes du
carré supérieur et transportons-le sur I'autre, de telle sorte que la
paralléle au-dessous de la diagonale OA vienne coincider avec la
paralléle sitluée au-dessus; nous obtenons alors une transversale
formée de zéros, et, en nous bornant a la partie commune des deux
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échiquiers qui est située au-dessous de cette ligne, nous avons le
tableau (fig. 4).

En désignant par Tg le nombre de marches de la tour pour aller
de Porigine O sur une case .z, y, TZ représentera le nombre des
permutations de a' lettres ¢ et de y leltres /, dans lesquelles, en
s’arrétant & un endroit (uelconque & partir de la premiére lettre, le
nombre des lettres /: ne dépasse jamais le nombre des lettres r.

On a par définition

R A T
. T'z: - Iz z4-1°
et par suite

y __r—y+1 .,
@ Te= w41 el

ECHIQUIER PENTAGONAL

Y

1 1 1 1 ]

1T 2 3 4 & o

1 3 6 10 W% & o

1 10 20 3% 48 ug

1 5 15 35 63 17 168

1 6 21 56 125 2642 407

1 7 28 8% 209 451 858

Fig. 5. Fig. 6.
Considérons un échiquier pentagonal OXADB (fig. 5), délerminé
en prenant OB égal & /» — 1 pas et menant par le point B une paral-

léle & la diagonale OA.
C’est une généralisation de la loi de construction de Péchiquier

triangulaire. Au lieu de superposer les paralléles voisines de la
diagonale des deux carrés arithmétiques, dn peut superposer celles
qui en sont distantes de ¢ intervalles. Supposons, par exemple,
b = 4, nous avons le tableau (fig. 6).

Si nous désignons par PZ le terme qui se trouve sur la case x, y de
ce tableau, PZ représente le nombre des permutations de x letires ¢
et de y lettres /1, dans lesquelles, & partir de la premiére lettre de la
permutation, le nombre des leitres /: ne dépasse pas de plus de b — 1
le nombre des lettres ¢.
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kkn observant que ce second échiquier a é1é remonté de /» rangs,
pais avancé de H rangs vers la droite, on a
P — ¥ __Fy—0
T T x40
ou encore
. S __y—i
) P) = (,Z_'_y Cw_’_y.
Pour les cases doul lex coordonnées satisfont a I'équation

y—ax=1>0b=A1,
ona
Yy—0b __ ~z—1
C‘H‘y - Cw-}—y'
On peut donc écrive, pour les cases du colé B de I'échiquier
pentagonal,

(e _r—1 hd
ey Tty z-ty’
ou bhien
. —w+1 b .
(%) P, =t = C7
@,y iy 41 z4-y Y+ 1 z-{-y
ECHIQUIER HEXAGONAL
N~
0 S Y 1 1 1 1 1]
1 2 3 [ t 0
& 13 6 10 W W o
X £ 0 3 9 M 3} W

0 9 28 61 108 115
0 28 89 197 352

0O 89 286 638
3 A

Fig. 7. Fig. 8.

Formons un échiquier hexagonal en prenant OC égal it b — 1 pas,
OG égal 4 a — 1 pas et en menant par les points C et G des paral-
leles & la diagonale O\ (fiy. 7).

Sur le carré arithmétique transportons en M (fiy. 9), a une dis-
lance 0, un premier carré négatif; puis en H, 4 une distance @, un
second carré négalif. Si le premier carré était seul, la ligne MR
serait tout entiére garnie de zéros; mais & cause du deuxiéme échi-
(quier négatif, il n’y a des zéros que sur ML, et toute la partie LR est
garnie ‘de nombres négatifs; il en est de méme dans la partie IS.

Pour rétablir les liznes de zéros, il faut superposer un échiquier
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positit en L, a4 une distance de OX égale & U + «, el un aulre échi-
quier positif' en I, & une distance de OY égale & « + 4. La ligne MR
sera alors garnie de zéros jusqu’'en K et de nombres posilifx sur tout

0 cC M Y
6
H {
X
e K
R

N

Fig. 9.

le reste de la ligne; de méme LS sera garnie de zéros jusqu'en I et
de nombres posilifs sur tout le reste. 11 faudra donc superposer
encore deux nouveaux échiquiers négatifs en K & une distance
20 + « et en J A une disltance 2a + 0, et ainsi de suite.

On obtiendra ainsi le tableau (fig. 8).

En désignant par HZ le nombre de maniéres dont la tour peut se
rendre de I'origine sur une case.r, v, H;J7 représente le nombre des
permutations de . lettres ¢ et de y leltres /i, dans lesquelles, & partir
de la premiére lettre de la permutation, le nombre des lettres /t ne
dépasse pas de plus de H — 1 le nombre des letlres ¢, el ou le

nombre des letires r ne dépasse pas de plus de @ — 1 celui des
letires /i,

On a
L y—0 _ pyte  prtetd)
HY =¥ — ¥, — ¥I0+ FyT g + oo
ou bien
—k(a—{-b) C;l/—-lt(a»l—b)—l;
HY — Coty z+y
®) Ho 2 g—hbth—a  cy—CG+Dt))
- z+y + Yy ’

I variant depuis zéro jusqu'au plus grand nombre entier, qui ne rend
pas les indices négatifs.



76 MATHEMATIQUER, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

LA viancHe pE LA REINE

Au lieu d’'une tour marchantl dans les deux seus » - et 7 ou peul

considérer une reine allant dans les trois directions »—, i et ..
Construisons un carré arithmétique, dont la premiére ligne et la
premiére colonne ~ont formées de 1, par la loi suivante :

c D

Fig. 10.

Tout nombre situé sur une case D de I'échiquier supposé indéfini
ext égal a la somme des trois nombres placés dans les cases voisines
A, B, C. On obtient ainsi le tableau (fig. 11).

1 S 13 25 4l 61 85
1 7 25 63 129 23 377
1 9 & 129 321 6831 1289
1 M 61 231 681 1683 3653

1 13 85 377 1289 3553 8389
Fig. 11.
\

Cherchons I'expression d’un terme quelconque @7 de ce tableau.
P p

Chaque pas diagonal équivaut & ensemble d’un pas horizontal et
J’ 'un pas vertical. Si, pour aller de l'origine & une case de coordon-
nCes (ry 1), on a fail = pas diagonaux, le nombre des pas verticaux
o~t (. -— = el celui des pas lmmlontau\ est (y — &); par conséquent
Ic nombre des solutions qm correspond & cette marche est égal au
nombre des permutations avec répétition de (o — 2) pas verti-
caux ¥, de (y — ) pas horizontaux = et dg < pas obliques ., c’esl-
a-dire’

¢ =Cc

C?I
+./ =2 ety — T Ty iy -1
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Pour les cases dont les coordonnées satisfont a 'équation
y—x=>b—A1,
on a

y—h(a+b—1b o—k(a-+0)—1
Coty =G +y

On peut donc écrire pour les cases du coté CE de P'échiquier hexa-

gonal :
- h(a+10) Ca-——/z(a {-4)—1 .
_2 oty z -ty

cr— ka+8)—a 4 Cz—lz(a-}-&)—a——i

$+./ z+y
ou bhien

2h (@ + )+ b ekt

(6) H' y+1 4+ he+b) 2Hy

%y _ @h+ D+b+a o _h@th—a
y+1+h@a+b) 4+ a 2ty

Pour les cases du coté GF, il suflira de permuter dans I'équa-
tion (6) .2 et y, ainsi que « et b.

Dans le cas ol les deux ¢otés de I'échiquier sont égaux, ¢’esl-d-dire
quand « = b, Péquation (6) se simplifie et devient

=N (h +1)a co—2ha (k1 +3)a @ — (@1
Ty |y 41+ 2ha Tty 1/+1+("h—+ l)a zty

ou bien encore

(7) ) H; — az (— 1)). _2’_1'_1__ ce—e,
Y Y+ 1+ ha 7ty

Quand on peut représenter les ordonnées d’'un probléme de pro-
babilités par des pas horizontaux et verticaux sur un échiquier, le
nombre des cas possibles est représenté par le nombre de marches
de la tour sur Péchiquier carré, et celui des cas favorables par le
nombre des marches de la tour sur 'un des échiquiers de forme
triangulaire, pentagonale ou hexagonale.

On peut donc écrire immédiatement, pour expression de la pro-
babilité cherchée,

1Y PY HY
£z z 0 z

Sy ou — ou )

(24 ja4 FY
& z @

suivant la nature du probléme.
1l ne reste qua remplacer F¥, TY, pY, p? par les valeurs indiquées

dans les formules précédentes pour avoir 'expression algébrique de
la probabilité.
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des probabilités; tandis que Iéchiquier nous donne immédiatement,
pour la probabilité cherchée,

% n
T,._1 _ m—mn C,

dm—1 m —mn

¥ /]
Fm m Cn tm m 4+ n

Prosrive 1.

Les conditions restant celles du probléme précédent, on demande
lee probabilité que Uécart ne sera jamais inférieur @ p.

Réponse :
i . m! (m + n) — p)!
L= (m—p —n 4 1) g
7 (n + n)! (m —p + 1)}

ProsrLEwE 1I1.

Les cowdlditions restant encore les mémes, on demande la proba-
bilite que, & aucun moment, les voix de A n'auront dépassé celles
de B de plus dem — n.

Réponse :
! m—n+1
myn __
— b
<ﬂ
Fm m + 1

en faisant, dans la formule (4), h = m — n -+ 1.

ProsrLimE IV,

Dicrre et Paul jouent Uun contre Uauntre avee des probabilités
Cyales. Ils possédent chacun a francs acant d’entrer au jeu;
chaque partie le perdant donne un franc aw gagnant, et le jen ne
cesse que lorsque Uun des deu.e joueurs est ruiné. Quelle est la
probabilité P pour que le jew se termine.a la fin d’une partie de
rang assigné p?

Calalan dit, dans les Noucelles Notes d’algébre et d'analyse
(1889, p. 69 et suivanties) : « Ce probléme, célébre et difficile, a été
traité par divers géométres, parmi lesquels nous citerons Laplace,
M. Rouché et M. Delannoy.

» La solution de Laplace est fondée sur les fonctions génératrices
el sur des développements en séries absolument inadniissibles.

» La solution algébrique de M. Rouché, exposée avec force éloges
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dans le Culeal des probabilités de M. Bertrand, est illusoire & cause
de la complication du déterminant. »

Reste done seulement la solution obtenue au moyen de 'échiquier.

Le réswmd des calculs nécessaires powr arriver a la solution de
M. Rouché remplit cing pages de 'ouvrage de M. Bertrand. Pour
obtenir la notre, nous avons seulement a dire :

Pour «(ue B soit ruiné a la fin de la pe partie, il faut et il suflit :

1° Que, pendant le cours des (. — 1) premiéres parties, la diffé-
rence entre le nombre . de ses gains et le nombre 1 de ses pertes,
abstraction faite du signe, n’ait jamais dépassé (« — 1); la probabi-

H!
. &x
lité est —£;
F.’/
&
20 Que, aprés les (p. — 1) premiéres parties, I'excés de ses pertes
F.’/
sur ses gains soit égal i (« — 1); la probabilité est —
or—

~

3o Qu'il perde la derniére partie, la probabilité est ;-

La probabilité que B sera ruiné it la fin de la p° partie est donc

H’ F 1 H

z,y @ _ &y
o —1 -
¥/ 9P 9 o

La probabilité que A sera ruiné au licu de B est la méme. Par suite
on a, pour la probabilité cherchée,

L3
l{z,y
ge—1

P =

On n’aura qwa remplacer, dans la formule (7), .» et y par leurs
valeurs tirées des équalions
+y=un—1

y—x=u—"1.
11 viendra

p—a
9 41 g
b= (= I)A o+ a 1
()'J.—'l i L+ a . w—
a
ou bien, remarquant que ;- Cff_" — Cx; 3
oo P .
p=(@4-1a

P=

- Y (—DFR2N+ 1) G,

o=

5 - L,
Avariant de O A E eyl b
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PropLEME V.

A el B jouent Unn contre Pantre avee des probabilités p et . 1ls
posscdent respectivement a et b franes arant Jentrer an jew, a
chaque partic le perdant donne un frane au gagnant et le jew ne
cesse que lopsque Uun des dewr joucurs est roine, On demande lo
probabilité W povr que le jeuw se termine juste & la fin dune partie
de ranyg assigné .,

En raisonnant comme précédemment, la probabilité Hy que B sera
ruiné a latin de la we p:u-lie, est

— %Y %‘1H'

Remplacant, dang la formule (6), .2 et y parr feurs valeurs tirées

iles équations

.L‘—l—y:g—'l.
y—o=">b—1,

il viendra, en faisant « - H =/

.y —
[ 2 BEIR 1 A ST G
h=p % q* 3-——-0¢., —"F5——C7
g4 b " 2 S5 1 13
: + hd +wld4a
2 2
ou bien encore
LT” ”" 4 p—2hd—b i
gt D d—
=91\ %(oml; b, —l2h =1 Al Gl @Ghrd—
: N Rl
Hovarianl de O & < e B
Dl

On obtiendra Hy en permutant dans e et oo oot g, a et b,
La probabilité cherchée =era

=10 + ..

ProsrLEME VI.

Les donndes restent les mémes que daps e prailéme précédent,
saunf quon rend le jeu équitable en firan: les niises de A et de 3
am et n, lides entre elles par la relation peo-= qm. On denvnde
. probabilité que Uun des joueurs ne posiire o lus miser @l tin
de la e partie,

On aura encove

=1+ I,
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et z 9+ gy
ly,=9p ¢q H/z;
et Pon remplacera dans la formule (5) 2 et 7 par leurs valeurs lirdes
des équations
x4+ y=u—1,
ny —mxr =>=0 — 1.

Si « et b ne sont pas respeclivement multiples de /n et de n. ie jeu
devra cesser quand un des joueurs ne possédera plus qu'une sowime
inférieure i la mise exigée.

ProorLEME VII.

A joue acee By & chaque partie, les probabilités qucils viet peos-
pectivement de gagner sont p et q, en sorte que p + q=1. ¢t l¢
perdant donne un franc aw gagnant; ils possédent en entron: cu
jew a franes et b francs. On demande la probabilité que N i
nera B avant le coup de rang v.

M. Laurent a donné Pexpression de cette probabilité dans ie cas
tout particulier ot « et b sont liés par la relation

b-:qa,+pa—1

et les caleuls tiennenl quatre pages de son Traité sur le calew: Jdes
probabilités (p. 81 a 85).

1l traite la question d’une maniére plus géudrale dans sa Thecr e
sur les jewar de hasard (p. 42 4 48), et donne pour la probabilité

cherchée B
’ 1 /‘+» t(: . t;‘ _ 4,——19\/—1
f('a’tk)—:’:;‘n t‘?_—b-———t(;“‘/_l- - - da.

Mais il ne donne pas le résultat de I'intégralion, et il lermine en
disant :

« La solution que nous venons de présenter est, si je puis :n’ex-
primer ainsi, boiteuse; elle n’est pas entiérement satisfaisante: mais
la théorie des équations aux différences partielles est encove dans
enfance, et le calcul des probabilités est en grande partie fondé
sur cette théorie. »

L’échiquier nous donne immédiatement pour la probahilité
demandée

x:*‘—;—b-—i

o Ql

P’ Y (e H) 5y,
A==0

1
» varviant de 0 & 5 (p—0) — 1.
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On voit facilemen! que ~i

hvariede 0 a4 a—1, H possede 41 terme,
» « a «—1+0, » 2
» ¢4+ b a 2a—1+b, » 3 »

» 2¢ + b a4 2a —1 + 2b, » A o»

e e e v Pt ane s s e ettt .e

ProprLEMe VIIIL

Sur un damier présentant une largeur de ¢ cases et une pro-
Jondeur indéfinie, par combien de chemins un pion qui ne recule
Jamais et qui parl {'une case donnée peut-il arricver sur unc
autre case donnde?

. Dans les Commptes rendus de la Société Matlématique (L. VII,
p- 43), M. D. André a donné une méthode générale pour déterminer
le nombre des arrangements complets ou les éléments conséculifs
salisfont & des conditions données. Il a appliqué cette méthode a la
marche du pion du jeu de dames dans le cas ou le damier a six cases
de longueur. Mais si la solution reste toujours t/iéoriquement pos-
sible, les calculs seraient d’une longueur presque impraticable dans
le cas ou ¢ aurait une valeur un peu élevée.

L’échiquier nous montre immédialement que le nombre cherché

A c

Do

Fig. 12.

n'est autre chose que le nombre des marches de la tour sur un
échiquier hexagonal.
En effet, soit ABCD ¢ /iy, 12) le damier considére.
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Admettons que la case O de départ soit la me d’une ligne quel-
conque et que la case PP d’arrivée soit la pe d’une ligne située a ¢
rangs au-dessous de O.

Le pion devra se mouvoir suivant les direclions OK et OG perpen-
diculaires 'une & l'autre et faisant avec les cotés du damier des
angles de 45°. Sa marche est donc complétement identique i celle
de la tour sur Péchiquier hexagonal BEOGD, ayvant OE pour coteé
vertical, OG pour coté horizontal, EB et GD pour ¢olés obliques.

- Par suite, le nombre demandé est égal a HZ. Pour avoir son
expression, il suflit de faire dans la formule (5)
x=qg—(p—m), y=4q-+p—m,
a=m-+1, b=c—m + 1.

Prosrive IX.

nocnages assistent o un bal, Loa moment du souper, ils se dipi-
agent péle-idle cers la salle a manger. On & soin qu’il ne pénetre
Jamals dans la salle plus dPhomnees que de fenmes. On demande
L probabil ité quavcon homme ne sera entré avant sa fenoane.

Le nombre des cas favorables, ¢’est-a-dire de ceux ou aucun mari
n'est entré avant sa femine, est

l n
=) 2!
(2) @

Celui des cas possibles (avec la restriction indiquée ci-dessus) est
(2n)!
n+ 1

v
n'a!'T =
n

La probabilité demandée est done
n -+ 1

"1)"
pA

ProsLiEyMe X,

Un joucur posséde u franes et joue a1 francla poartio contre
tous les jouveurs qui se présentent, par conséquent contre un
adversaire dont lo tortune est infinie. On demande lo probabiliteé
il sera roiné acont la (p + 18 partic,

11 peut perdre les 2 premiéres parties, la probabilité que cela aura

.0

lieu est Py = _i’_‘; ou hie:: gagner une partie et en perdre n + 1, et

ot
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Jd

celd de C

w’l
P‘ _ H 2,
on+2’

a2 maniérer différentes, la probabilité correspondante est

; ou hien en gagner deux ct en perdre n -+ 2, et cela de

2
9 .. T Y RS T n—4 . " ,
Cn+b fagons différenles, la probabilité est pyEe IRt enfin gagner
u—n
—n . :J. 7 Ty . e
L 5— Dbarties el en pewdre eL cela de C maniéres diflé-
EJ,——M
)
Cu
rentes, la probabilité est P =
op

La probabilité cherchée il est la somme des probabilités parlielles
Py, Py, ..., P.On a done, en réduisant un méme dénominateur,

g—
1 — —a_ "‘é‘)
11:--«<°” '( L+ 2t 2l 2+...+(:p

oK n4 /
B
k="
_1_ S ot —n—2k .k
2 H =2k
w—-n . . . . . N
—— devant élre entier, on voit que p. et n# doivenl étre de méme
parilé.

ProsriEM XI.

Un vote de la Chumbre des députés donne licu « un poin-
tage. Pendant le dépouillement, tantot le nombre des rotes pour
Vemporte, ¢t tantot <'est le contraire. L'opération termindée, on
constate qu’il y a p pour et q contre (q << p). On demande i pro-
babilité que, a aucwn moient dw dépowillement, U'eacés des pour
sur les conlre n'a dépasseé p — q et que Uexees des conlre sur les
pour n’a jamais dépassé m.

Cette probabilité esl

",
F?
?
U sufflt de faire dan= la tormule (G)

b=p—q-+1,
w=m + 1.
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PropLEME XII.

Deuw joueurs d’échecs marquent aw fur et a mesure les parties
qu'ils gagnent ot celles qu’ils perdent, ef, de plus, & chaque partie
nulle, chacun ewr marque une partie gagnée et une partie
perdue, Apres avoir ainsi marqué chacun 2n parties, ils se trou-
rent w'acoir ni gagné adi perdu. On demande la probabilité qu’ils
auront joué 2n partics effectives, c'est-G-dire qu'il n'y aura pas
ew de partie nulle.

Cette probabilité est

B _q,
(])" z==n .
n . 2@ Cz .
27 (C)

Proprime XIII.

Jean « une urne contenant m boules rouges, m boules blan-
ches ed m boules noires. Pour chaque tirage de boules, il recoit
0 tr. 70 de Pierre et 0 fr. 70 de Paul, Il donne

1 frane @ Pierre si la boule tirée est blanche,

1 franc a Paul si la boule tirée est noire,

 frane a Picere ot 1 franc a Pauld sila boule tirée est rouge.

Apres un certain nombre de tirages, il se trouve que Paul a
recie p franes et Pierre  franes (p << q). On demande la probabi-
Lité qu’il soit sorti v boules rouyes (r << p).

kn appelant Rp p le nombre de maniéres dont la reine peut se

rendre de l'orizine sur la case (p, ¢) en faisant 7 pas obliques, celte
prohabililé est

N 9 p
Ypg _ SC%ra—r,
4 k=p
P V Qk I k Clz
keo 2

PronLive XIV,

Les données du probléme restant les iémes, on demande la
probabilité que, i aqueun moment, l'ereés des noires sortics sur
les Dlanches w'avpa dépassé q — p=n — 1.
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Cette probabilité est

k==n k=p—n
N ok kAR k -k ¥
2" C —_ 2" G
1124 2‘ 4 CY Z CP‘“ C? +-n
? _k;o k=
q,f—- . k=i
p N\ o Ck Ck
Y
k=0

Je ne sais si les problémes pour lesquels je n’ai pas mentionné
@’aulre solution ont déja été résolus par les méthodes ordinaires,
mais je suis persuadé i 'avance qu'ils n’ont pu P'étre aussi simple-
ment qu'au moyen de Véchiquier.

Dans les questions de probabilité, 'emploi de 'échiquier, toulesx
les fois que 'on peut y avoir recours, constitue, selon moi, le meil-
leur de tous les procédés.

La méthode des équations aux différences parliclies la plus
habituellement usitée ne conduit que trop <ouvent i des dqua-
tions qu'on ne sait pas intégrer, et par conséquent a des solutions
ilusoires.

Pour terminer, je ferai remarquer que le carré arithmétique
fournit une démonstration trés simple du théoréme de Bernouilli

dans le cas ot les probabilités des événements sont égales & 5+

Quand un joueur a joué 2n parties, le chiffre de ses gains v’esl pas
exactement égal a celui de sex pertes. 1l a gagné n £ ¢ parties et il
en a perdu n I e,

e est ce que 'on nomme I'éeast moyen.

J'ai démontré (*), au moyen du carré arithmétique, que pour 27

ou 27 + 1 parties on a :
"
Qe = ‘/'—7

e 1

- = ’

2n 8=n
c'est-a-dire que le rapport entie I'écart moyen et le nombre des
parties jouées tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. Cest

le théoréme de Bernouilli.
Nous citerons encore (rois problémes lirés de la Théorie des

et par suite

(") Comptes rendus de UAssociation francaise pour Uarancement des sciences
(Congrés de Limoges, 180, p. 30).
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Jewr de hasard, et qui nous semblent dev oir donner lieu & obser-

vations.
ProprLEME XV,

Une réussite (p. 103). On abat successicement toutes les cartes
Pun jew de piquet, en mettant de coté dev.r curtes conséeutices,
si elles sont de méme cowleur. On demande la probabilité que Uon
pourra mettre de coté toutes les cartes.

M. Laurent counsidére un jeu composé de 2s cartes rouges et de
25 noires. 11 arrive 4 une formule assez compliquée, contenant un
trés orand nombre de termes.

« Cette probabilité, dit-il, sera assez pénible & calculer si s est un
grand nombre. »

Je le crois bien, avec la formule adoptée. Maix, en réalité, la valeur
de cette probabilité se réduit &

(G

2s
Cbs

?

expression facile a calculer au moyen de la formule de Stirling,
quand s est un grand nombre.

ProeLEME XV1.

Un diner & une table ronde (p. 87). n ménayes se proposent de
diner ensemble ¢ une table ronde. Pour ne pas froisser les suscep-
tivilités, on convient de laisser au sort le soin de régler les places
de chaque convive. On met dans une urne les noms des mars,
dans une autre urne les noms des femmes; on tire alternative-
ment un nom de chaque urne en commencant par la premiére; les
personnes dont les noms sortent prennent successivement place a
table; un homme est ainsi placé entre deur dames et une dame
entre deux honunes. On demande la probalilité pour que p maris
désignés soient placés & coté de leurs fenumes.

« On peut évidemment, dit M. Laurent, supposer les femmes
d’abord placées au hasard et admettre que I'on range les hommes
en tirant leurs noms ensuite.

» En désignant par f(p) la probabililé que p maris désignés sont
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placés i eoté de leurs femmes, on a :

_2@n—1) (2n —9)
r®= ' (n—1)(n —2)

2@ —1)@2n —2)...2n —p)
WP — 1) (n —9) ... (n — p)

f(p+1) =

Toutes ces formules, a Iexception de f (1), sont inexactes.
I'n ceffet, considérons le cas le plus simple; faisons

n=3 e p=—2.

Admellons que les femmes aient été placées dans I'ordre ABC, les
trois maris auront 'une des six dispositions suivantes :

A B C
a b ¢ -++-. 3 maris & coté de leur femme,
a [+ b . . 2 »
b a ¢ ceeee. 2 »
b ¢ a B |
c a b S »
c b a cevee. 2 »

1 v a trois dispositions dans lesquelles @1 moins deux maris dési-
gués, @ et ¢ par exemple, sont A coté de leur femme; la probabilité

3 1, . . .
correspondante est donc c=5 tandis que si dans f(2) nous fai-
) ~

sons n =3, il vient

: @)=

It

2.

[V

[
13

<

Celle formule donne donc un résultat inexact.
M. Laurent termine en disant :

«Si, au lieu de demander que p maris désignés soient assis a colé
de leurs femies, on demandait que p maris quelconques, et p seule-
ment soient assis A coté de leurs femmes, on procéderait comme il
suit ’

» La probabilité pour que p maris v moins soient & coté de leurs
femmes est la somme des probabilités pour que p maris désignés
d’une maniére quelconque soient i coté de leurs femmes; or, cet
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événement peut se produire de C;': maniéres; la probabilité en ques-
tion est done C2 £ (p).»

Demander que p maris seulement soient 4 coté de leurs femmes
n’est pas du tout la méme chose que de dire que p maris au moins
solent assis & coté de leurs femmes.

Et, du reste, la formule Cf: S (p) est inexacte dans les deux cas.

Reprenons 'exemple de n =3 et p = 2; la probabilité que deux

; . . 3.
maris sculement sont i coté de leurs femmes est % celle que deux

. , . 3 2 5 .
maris e moins sont a coté de leurs femmes est gt 6=6 tandis que
. 3.2 25 5
la formule de M. Laurent donne 5 gie—3
Que signifie cette probabilité plus grande que 1?
On peut sans peine former le tableau suivant pour les premiéres
valeurs de n, dans lequel nous appelons P, la probabilité que / maris
et It serlement sont placés A colé de leurs femmes.

Si I'on voulait chercher I'expression générale de Py, P,, ... pour n
queiconque, il faudrait faire un raisonnement analogue a celui que
donne Lucas pour obtenir le nombre des dispositions dans lesquelles
aucun mari n’'est assis a coté de sa femme (7%éorie des nombres,
p.491), et Pon arriverait comme lui i des formules assez compliquées
qui permettraient de prolonger le tableau précédent.

ProsLEME XVII.

Autre jeu de rencontres (p. 96). On peut considérer une urne
renfermant s numéros 1, s nuinéros 2, ..., s numéros n, tirer suc-
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cessivement tous les numéros et demander la probabilité de
0,1, 2, ... rencontres.
La probabilité pour qu’il n’y ait pas de rencontres est
(s1)"
(ns)!

n nmn—1) ]
— =D —— (=N — ... |-
[ul i (n—D!+ 19 (n ) ]

Cette formule est incompléte. Elle ne comprend que les solutions
dans lesquelles il est sorti 7 numéros différents a chacun des
tirages successifs.

Faisons, par exemple, n = 3 et s = 2; les disposilions qui ne
donnent pas lieu & rencontre sont les suivantes :
23l 231 212 331
231 312 232 311
312231 311 232
312 312 331 212
211 332 332 211

La formule de M. Laurent donne bien les quatre premiéres solu-
tions, mais elle ne tient pas compte des six derniéres.
La formule générale compléte parait assez difficile A obtenir.

M. Leonardo TORRES

Ingénicur des ponts et chaussées. i Madrid.

MACHINES ALGEBRIQUES X7

— Séance du 6 aodt 1895 —

DEFiNiTION. — Ces machines ont pour bul de calculer mécanique-
ment les inconnues d’'une formule algébrique.

On percoit facilement des analogies entre 1a machine et la formule.
Celle-ci nous dit les relations qui existent entre les variables aux-
quelles elle se rapporte, elle indigue les conditions au.rquelles
doicent satisfaire les valeurs simultanées e ces variables; une
machine lie plusieurs mobiles et établil certaines relations entre



