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M. H. DELANNOY

Sous-Intendant militaire en retraite, 4 Guéret.

SUR LES ARBRES GEOMETRIQUES ET LEUR EMPLOI DANS LA THEORIE
DES COMBINAISONS CHIMIQUES [T1b]

— Séance du 10 aott 1895 —

Dans Vintermédiaire des Mathématiciens, M. Friedel a posé, sous le
n° 20, la question suivante :

«Etant données n boules garnies chacune de quatre crochets placés symé-
triquement, trouver le nombre des arrangements possibles des n boules
accrochées les unes aux autres de fagon & former un cnsemble, chaque
boule ¢tant attachie au moins & unc autre et pouvant en recevoir jusqua
quatre.

» Le probleme a él¢ résolu par M. Cayley.

» Mais il serait intéressant pour les chimistes de savoir, d’abord, s'il
existe une méthode générale simple de le résoudre autrement que par des
constructions graphiques faites de proche en proche, et dans ce cas d'avoir
cetle méthode.

» Une nole abrégée sur le travail de M. Cayley se (rouve dans les
Berichte der deutschen Gesellschaft, t. VIII, p. 1056 ; 1875. Un mathéma-
licien rendrait service aux chimistes en publiant dans un journal de
chimie une sorte de traduction du travail de M. Cayley ou au moins de la
note des Berichte el Ja rendant aussi accessible que possible aux savants
qui ne sont pas des mathématiciens proprement difs. »

Je n’ai pu me procurer le mémoire de Cayley ; jen’ai cu sous les yeux
que la nole des Berichte, dont je donne la traduction textuelle, me bornant
a signaler, par des renvois. les inexactitudes qu'elle parait présenter.

Les paraffines C"H2"*2 contiennent n atomes de carbone qui sont li¢s les
uns aux autres par (n — 1) points d’attache, ou bien, comme je I'ai dit dans une
autre circonstance, nous avons dans ces parafines n nweads qui sonl réunis,
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sous Vapparence d'arbres, au moyen de (n — 1) branches. Ainsi, nous avous,
quand n = 3, les formes suivantes (fiy. 1)

3
3 3 2 3
1 2 —+_.
3 3
2
? 3
3 3

Fi. 4.

‘

Si chaque atome de carbone est uni & autant d'atomes d’hydrogéne qu'il peut
en recevoir, nous trouvons alors, comme le montrent les nombres inscrits ci-
dessus, «(que chaque forme contient 12 atomes d’hydrogene.

Le symbole darbres gomdtriques est complétement déterminé par les atomes
de carbone seuls et la queslion de trouver le nombre des paraffines théorique-
ment possibles revient a trouver le nombre des arbres d’atomes de carbone qui
contiennent n neeuds,

Considérée au point de vue mathématique, la question sc présente d'une
maniére un peu différente, car un arbre de cette nature sort d’une racine
unique et nous arrivons ainsi 4 neaf formes différentes, au licu des trois
indiquées ci-dessus, savoir (fig. 2) :

i

G, 2.

Le probléme mathématique est le suivant: trouver Je nombre d’arbres qui
conticnnent n nceuds et exclure ceux qui, au point de vue chimique, sont
identiques avee un ou plusicurs autres, Pour y arriver, nous introduirons la
notion d’arbres a centre unique, c'est-d-dire qui sortent d’'une scule racine, ct
darbres a double centre, c'est-ia-dire qui sortent de deux neeuds convena-
blement choisis et réunis entre cux. Si nous revenons maintenant au cas
précédent, nous avons la figure 3 et nous trouvons trois formes comme en
premier licu.

AV V]

\rhres . Arhre
A centre unigue. & deux centres.

La premicre de ces formes se compose de deux branches principales, de
hauteur ¢gale & 2; la seconde de quatre branches principales, de hauteur 1 ;
et la troisicme de trois branches, ¢galement de hauteur 1. Le probléme chimique
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s¢ présente maintenant comme il suit 1 trouver le nombre des arbres & un et
i deux centres qui conlicnnent n neeuds, 11 faut entendre par centre unique un
naeud d’ou sortent deux ou plusieurs branches d'égale hauteur et qui sont plus
hautes que toute aulre branche (*), et entendre par double centre deux nceuds
de chacun desquels sortent une ou plusieurs branches d’¢gale hauteur et plus
grandes que toule aufre branche.

Le nombre des arbres & deux centres dépend de celui des arbres & un centre
et ce dernier, & son tour, du nombre des arbres-racines (1 urzelbiume), dont la
détermination constitue le probléme mathématique fondamental.

En classant ces arbres (**) d’aprés le nombre des branches principales et d’apris
la hauteur de la plus longue branche (ou des plus longues), on trouve que la
solution mathématique dépend de la maniére dont on construit des arbres de
hauteur donnde au moyen d’arbres de la hauteur immddiatement inféricure,
et d’arbres dont la hauteur ne dépasse pas celle hauteur immédiatement infiérieure,
comme le montre la figure % (***), dans laquelle un arbre de hauteur 3 est

construit au moyen de deux arbres de haufeur 2 ¢t d’'un troisicme arbre
dont la hauteur n’est pas supcérieure a 2.

On fail ainsi dépendre la solution du probléme, pour une hauteur déterminde,
des solutions qui se rapportent & des hauteurs moindres, et on obtient ainsi

successivement, pour chaque hauteur, unc fonction génératrice qui, pour les
arbres de hautcur =, est:

ten-it _4}_ (l, [2)@1»}—2 + (t’ 12, t3){l,'"+3 + . (**3':1*)

(*) Ceci n'est pas exact. Il faut dire: qui sont aw moins aussi haules que toute autre branche, c'est-d -
dire que les autres branches (sil en cxiste) ne peuvent pas étre plus longues que ces deux branches
¢gales qui constituent la hauteur de Parbre; mais elles peuvent étre aussi hautes.

(**) 1l s'agit ici des arbres-racines ou Wurselbiiume.

(***) Celte figure vsL mal faite. $i Pon greffait les deux premiers arbres sur un neeud du troisigme,
on n'obtiendrait pas les arbres dans lesquels la hauteur de cetle troisitme branche égale celle des
deux premieres. La figure devrait étre faite comme il est indiqué figure 4 suivant que la troisitme
branche a la hauteur 1 ou la hauteur o,

C e Y

FiG. 3.

(****) Cette formule ne donne pas le nombre des arbres-racines. Elle est Pexpression algébrique de
cette proposition évidente : Le nombre des arbres de hauteur n est égal au nombre des arbres i une
branche de (n +41) naeuds et de hauteur 2; plus les arbres & une et & deux branches, de (n 4-2)
neeuds, de hauteur n; plus les arbres & une, deux et trois branches, de (n 4 3). (n =-4) ... nceuds de
hauteur n. Le dernier terme de la formule se rapporle aux arbres contenant (31 4- 3n—1 4= ., -+ 32
+ 314 3" neuds.



H. DELANNOY. — SUR LES ARBRES GEOMETRIQUES 105

dans laquelle le cocfficient numérique d'une expression quelconque t-an-
représente le nombre des arbres-racines de hauteur », z le nombre des branches
principales, n 4 3 fe nombre des nceuds.

La fonclion ci-dessus conduit facilement & celles qui sont relatives aux arbres
d un et & deux centres ct, au moyen de ces dernic¢res, nous trouvons, pour les
paraffines contenant jusqu'a 13 atomes de carbone, les nombres suivants :

A un centre. { 0 i l 2 2 [ 9 20 {37 1 86 | 183 | 419

Adeuxcentres; 0 1 [ 1 1 3 3 9 15 38 1 73 | 178 | 380

Totar . .. 1 1 1 2 3 5 9 I8 1 35 (159 3BT | 199

Nous devons faire remarquer ici que le nombre des arbres & un centre
s’obtient de la manicre suivante : par exemple, pour n = 9:

HAUTEURS
. . . . _— e e e et B —————__
NOMBRE DES BRANCHES PRINCIPALES TOTAUX
2 3 4
2 1 7 { 9
3 3 3 » 6
4 4 1 » 5
8 11 1 20

Il résulte de la que, pour (rois branches principales, de hauteur 2, on a lrois

arbres (fig. 6 :

i, 6.

Le nombre total est ainsi divisé en nombres plus petits et les arbres de
chaque sous-division se construisent facilement sans que Pon puisse craindre
qu’il se produise une omission ou une répélition,
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La note des Berichte. malgré quelques inexactitudes, m’a donné une
idée du procédé qu'avait pu employer Cayley. I doit élre analogue a la
premiére méthode, dont je me suis servi pour résoudre le probléme,

PREMIERE METHODE

Les enchainements de boules forment des arbres géométriques, que
nous distinguerons en arbres & un centre et arbres 4 deux centres.

Ainsi que le dit Cayley. le nombre des arhires & deux centres dépend de
celui des arbres & un centre et ce dernier dépend, i son tour, de celui
des arbres-racines ou tiges (*) qui servent a former les arbres 4 un centre.

Les TiceEs. — Une tige peut avoir une, deux ou trois branches. Elle ne
peut pas en avoir quatre ; en effet, elle est destinée a étre greffée sur un
ncrud pour former un arbre a un centre. La branche de jonction formerait
donc une cinquieme branche et il y aurait un neeud d'ott partiraient cing
branches, ce qui esl impossible puisque les boules nont que quatre
crochets. (Un atome de carbone. corps tétratomique, ne peut s’unir qu’a
(fuatre autres au p'us.)

Cne tige de hauteur /i a une branche de hauteur 7 ; la hauteur de ses
autres branches (s'il en exisle) peut varier de 1 a /.

Les tiges & une branche et &4 n nweuds, de hauteur h. sobtiennent en
greffant sur un n@ud les tiges & une, deux ou trois branches et a (n — 1)
naeuds, de hauteur (& —1). Le nombre des tiges i une branche de hauleur 4
et & (n — 1) nwuds est done égal & Ja somme de toules les tiges a une,
deux ou trois branches et & (n — 1 noruds, de hauteur (h — 1).

On a, par suile :

o ph—y
1[u - ln-—l

en désignant par q_tf‘, le nombre des tiges & = branches el & n nouds, de
hauteur &, ct par T# la somme des nombres de tiges & une, deux ou trois
branches et & » neuds, de hauteur /.

Les tiges & deux branches ¢t & n neads, de hauteur £, s'obticnnent en
prenant:

Une tige & une, deux ou trois branches et 4 p nwuds, dont la hauteur
variede 0 & h —1,

(*) La note des Berichte appelle Warselbiume ces arbres-racines. Nous les désignerons, dans tout ce
qui va suivre, sous le nom de tiges. pour ¢viter touté confusion avec les arbres i un ou a deux
centres.



-

H. DELANNOY, — SUR LES ARBRES GEOMETRIQUES 107

Et une tige & une, deux ou trois branches et & n — (p -+ 1) noeuds, de
hauteur o — 1;
Puis en greffant ces deux tiges sur un nceud.

On a donc: Jh= ETf Vet

P variantgde lan—(h-+1)et fdeOa h—1.

Les tiges & trois branches et 4 n nceuds, de hauteur &, s‘obliennent en
prenant :

Une tige 4 une, deux ou trois branches et & p nceuds, dont la hautear
variede 0 4 b — 1,

Une tige a une, deux ou trois branches et 4 ¢ nceuds, dont la hauteur
varie ausside 0 4 h — 1,

Et une tige & une, deux ou trois branches et 4 n — (p + ¢ 1)
nceuds, de hauteur A — 1,

Et en greffant ces trois tiges sur un méme nceud.

h—
On a done: Gl = ETQ N VAR 1p+q+1>

pvariantdela B <7i:.—(};‘il—)>, cest-a-dire de 1 a entier de — - (g +1) ;
qvariantdepan — (1 4 A 4 p);
fetgvariant de 0 & h — 1.

Nota. — Dans I'application de ces formules, il y a lieu de remarquer
que:

1° Pour éviter les répétitions, on doit négliger les termes dans lesquels,
Yindice supérieur d’'un facteur étant égal & (b — 1), Vindice inférieur est
plus grand que celui d’'un des facteurs suivants qui a également (h— 1)
pour indice supérieur ;

2° Quand, dans un terme, ¢ facteurs sont égaux & Tf, on remplace leur

produit par le nombre des combinaisons complétes de T* objets pris y & v,
TH(Ty + 1)(TF 4+ 2) .. ('1"0 + v —1)
1.2.3. '
" Ces deux remarques s’appliquent eﬂalement aux formules que nous
donnerons plus loin pour les arbres 4 un centre.
; Au moyen des formules précédentes on forme le tableau des tiges

Jusqu a Ja valeur de n que T'on veut. Le tableau ci-aprés donne le nombre
des tiges jusqua n = 9.

c’est—a—dire par



I. — TasrLEAu pES TIGES

HAUTEUR O

HAUTEUR 1
e et
1br.| 2

» »
1 N
» 1
» »
» >

HAUTEUR 2
—
1 2 3
» » »
» » »
1 » »
1 1 »
1 2 1
» 2 2
» 2 3
» 1 3
» 1 3

HAUTEUR 3
—
1 2 3
» » »
» » »
» » »
1 » »
2 1 »
4 3 1
4 8 3
5 | 14 9
& 122 117

HAUTEUR 4
———————
1 2 3
» » »
> » ot
» » »

» » »

1 » »
3 1 »

8 & 1
1 |13 4

27 | 33 | 14

HAUTEUR S

» . »
» » »
» » »
» » »
1 » »
4 1 >

13 5 t

32 |19 b)

HAUTEUR 6

— 7(‘/\_,_\
1} 2|3
J—
» » »
» » »
» D D
» » »
D D »
> » »
1 > »
) 1 »
19 6 1

HAUTEUR 7

R O
1 2
e | e
» »
» »
» »
» »
» »
» »
» »
1 »
6 1

HAUTEUR 8

— e
1 2 3
e [ s | s
» » »

» » »

» » D
o » »

» » »

b » b ]
> ); »

» » »

1 » »

80F
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Afin de bien faire comprendre le mode de formation de ce tableau,
indiquons le détail des opérations effectuées pour obtenir, par exemple,
le nombre des tiges A trois branches et 4 neuf nceuds, de hauteur 3.
La formule générale donnera :

\ — 2
atg =T/.Tj. T gty

p variant del A E [9—7—%;*11—):\, c’est-a-dire de 1 4 2;
g variant de p &n — (1 4 h 4 p), c’est-d-direde p 2 9 — (1 4+ 2 -+ p);
[ et g variant de 0 &4 2.

On fera d’abord p =1 avec ¢ =1, puis 2, puis 3, puis 4; ensuile
p=2avec ¢ = 2, puis 3, et on aura ainsi:

oty = TINTG 4 VLTS + TVIT + TUTSTG + TS
4+ TITIT -+ TUTT? - TIT2TR,

Remplagant les T par leur valeur prise dans les premitres lignes du
tableau 1, en se rappelant que T; représente la somme des figes A une,
deux ou trois branches et a six nceuds de hauteur 2, il vient:

=114 +1.1.44+1.1.24+1.10.24+11.241.1.24+1.1.1

1(14H1)
+i— =11,

LEs ARBRES A UN CENTRE. — Les arbres & un centre ont deux, trois ou
quatre branches.

Les arbres & un centre de hauteur % ont deux branches de hauteur 4;
la bauteur des autres branches (s’il en existe) peut varier de 1 4 A.

Les arbres &4 un centre de hauteur A, 4 deux branches contenant
ensemble n nceuds, s'obtiennent en greffant sur un méme neeud :

Une tige & une, deux ou trois branches et p nceuds, de hauteur h — 1,

Et une tige a une, deux ou trois branches et & n — (p 4 1) nceuds,
de hauteur A — 1.

Onadonc, endésignant par ,a* le nombre des arbres & un centre, de
hauteur %, a4 = branches contenant n nceuds:

ho__ h—1 rph—1
oy = ZTP . Tn——(p )

p variant de A & E[{L—;—i-]

Lesarbres a un centre de hauteur 4,3 trois branches contenantn neeuds,
s'obtiennent en greffant sur un centre unique:
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Une tige & une, deux ou trois branches et & p nceuds, dont la hauteur
variede 0 & b — 1;

Une tige & une, deux ou trois branches et & q neeuds, de hauteur & —1;

Et une tige & une, deux ou trois branches et & n — (p <+ ¢ - 1) nceuds,
de hauteur & — 1.

Ona:

— 1 h—1  mh—{
3“ - ZN 1 Y (p+¢+1)

p variant de 1 & n — (2h 4 1); ¢ variant de 2 & E [#},
[ variant de 0 4 A — 1.

Les arbres & un centre de hauteur %, & quatre branches contenant
ensemble n neeuds (y compris le centre unique) s’obtiennent en greffant
sur un méme neeud :

Une tige & une, deux ou trois branches et & p nceeuds, dont la hauteur
varie de 0 4 h — 1

Une tige A une, deux ou trois branches et & ¢ nceuds, dont la hauteur
varie également de 0 a h —1;

Une tige a une, deux ou trois branches cl & » nweuds, de hauteur b — 1,

Et une tige & une, deux ou trois brancheselan — (p + ¢+ v + 1)
nceeuds, de hauteur 2 — 1.

On a:

r__ NY1f oy h—1 h—1
W& = le VRN VI T

(20 -1 ) ) a
p variant det 4 E [n (22[ - )j]; q variant de p & n—(2h -1+ p);
r variant de 2 4 E [E—T—(B—;:i—_i_—l)} fetg variantde 0 & o — 1,

Veut-on, par exemple, calculer ,a}, la formule précédente donnera :
W@d = TOTOTAT2 - TOLYT2T% 4 Ty TTT - TYT 5T
+ T + BT,
En remplacant les T par leurs valeurs prises dans le tableauT et en

tenant compte des remarques qui suivent les formules relatives aux figes,
il vient:

. 1
aﬁ:LLL4+L1Zﬁg)+1112+11_22)
T ()] i1
Ty Tl =

Au moyen de ces formules nous construisons le tableau II, qui donne
les arbres & un centre jusqu'a n = 43.



Il. — TABLEAU DES ARBRES A UN CENTRE.

: HAUTEUR 1 HAUTEUR 2 HAUTEUR 3 HAUTEUR 4 HAUTEUR & HAUTEGR 6
l‘f é —~—————~—————— —_— |~ e | || —~—~s—|| Totaux
:—x_: 2br.| 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4
1 1 » » » » » » » » » » » » » » » » » » 1
2 » » » » » » » v » » » » » » » » » » » o
3 » 1 » » » » » . » » » » » . > | o» » | » » 1
4 » » i » » > | » » » » » » » » » » » » » 1
5 » » » 1 1 » ‘ » b 1 > » » » » » » » » » » 2
6 » » » » 1 ! » R » » » » » s o » N » 2
7 » » » » 2 2 1 1 » » » » » » » ‘ » » » » 6
8 » » » » 1 3 2 2 1 » » » » » » » » » » 9
9 » » » » 1 3 b 7 3 1 1 » » » » » » » > 20
10 » » » » » 3 V12 |1t 3 3 1 » » » » » » » 37
11 » » » » » 9 510 23 | 2% | 12 | 14 i 1 1 » » » » » 86
12 » » » » , 1 40 030 | s | 98 || 39 | 19 4 4 1 » » » N 181
13 » » » » » 1 4| 42 | s | 66 ||108 | 63 | 20 || 23 5 t 1 » » 422
14 » » » » » » » || 47 » » || 244 > » | 8 » » 5 » » » LI

SANOIYLINOTD SAUGHY SHT ¥AS — °*XONNVIEAd ‘H

121
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Nous y avons ajouté les arbres 4 deux branches de quatorze nceuds,

qui sont nécessaires pour obtenir le nombre des arbres 3 deux centres
de treize nceuds.

Les ArBrES A DEUX cENTRES. — Dans les arbres bicentriques, il sort
de chaque cenfre une, deux ou trois branches.

Les arbres & deux centres de hauteur A ont, pour chaque centre, une
branche de hauteur 4 ; la hauteur des autres branches (s'il en existe) peut
varier de 1 & &.

En désignant par 4" le nombre des arbres bicentriques & n nceuds, de
hauteur h, ona:
h 1
by = 20':11'
En effet, si 'on prend I'un quelconque des arbres 4 un centre, de
hauteur (h 4 1), et & deux branches contenant (n 4 1) nceuds (fig. 7),

Fia. 7.

on peutle remplacer par un arbre bicentrique, de hauteur &, en suppri-
mant le nceud A et réunissant les nceuds B et C.

On trouve dans le tableau II tous les éléments nécessaires pour former
le tableau des arbres & deux centres.

IIl. — TABLEAU DES ARBRES A DEUX CENTRES.
HAUTEURS
N — Totaux
[s) 1 2 3 4 5 6
1 » » » » » » » (4]
2 1 » » » » » » 1
3 » » » » » » » o
4 » » 1 » » » » 1
5 » » 1 » » » » 1
6 » » 2 1 » » » 3
7 » » 1 2 » » » 3
8 » » 1 7 1 » » 9
9 » » » 12 3 » » 15
10 » » » 23 14 1 » 38"
30 39 & > 73
2 108 23 1 174
&7 244 84 5 380
| N | E—
“M
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En réunissant les totaux des tableaux II et III, nous obtenons le tofal
des arbres & un et & deux centres, c'est-a-dire le nombre des enchaine-
ments de boules pour les valeurs de n =1 an == 13, savoir:

1V. — TABLEAU RECAPITULATIF DES ARBRES A UN ET A DEUX CENTRES.

NOMBRE DE NEUDLS 1 2 3| 4|85 6 7 81 9(10(11]12 | 13

Arbres 3 un centre. . . 1 0] 1 1 21 2 6 91 20 | 37 | 86 |181 [422
Arbres 4 deux centres. . 0 11 0 j] 1 3 3| 9115 | 38| 73 [174 (330
TOTAUX . . . . 11 1] 1 2 31 51 9|18 1|35 | 75 | 159(355 |802

Il existe une légere différence entre nos résultats et ceux de Cayley qui,
d’apres les Berichte, a trouvé 183 arbres 4 un cenlre de douze nceuds et
419 de treize nceuds. L’autorité de Cayley est si grande qu’il nous en colte
d’avoir & signaler ces différences ; mais nous avons recommencé plusieurs
fois les calculs et toujours nous avons trouvé 181 et 422, au lieu de 183
et 419.

Les nombres d’arbres & deux centres étant exacts, ceux des arbres 3
un centre & deux branches le sont également. Par suite la différence porte
sur les arbres & trois ou quatre branches.

Pour permetire au lecteur de vérifier par lui-méme I'exactitude de nos

calculs, nous donnons le détail des opérations pour les arbres de douze
nceuds.

08, = TITIT, = 1;
@y = TILET, + TILET + TLTLT 4 T TT
=14+14+1+1=4;
,03, = T2T2 + TiT% 4 T2T5 = 4 + 10 4~ 16 = 30;
Wy = T 4 TITTG 4 TET; 4 TTSTG 4 TS 4 ToT5TS
+ TITS 4 TITTG 4 TETST 4 TiTSTS
x ' 2.3 2.
=3+84104+4-+8+444 +ﬁ+%—g+2:51’
@y = TTTE 4 TINTT + LT 4+ TILTT + T
DT + T 4 T 4 T -+ T
' 2:3
=b+ 844+ = +F2+2+1+2 -1+ 1=28;
gk
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oat, = T3 + T3 — 15 4 24 — 39;
ly = TOTVS + TOTIT -+ TUTITS —+ TYTSTS - T3S
3.4
-+ -1—@,—}—3—}—14—1:19;
Gy = TITITITE TS = 3 +1 = 4&;
o = TyT§ = 4;

5 mOTATSY —
% = TTVT = 1,

La récapitulation de tous ces a,, nous donne bien 181.

La méthode que nous avons employée permet d’obtenir les arbres
sans construction graphique ; mais elle ne les donne que de proche en
proche, c’est a dire que, pour trouver le nombre d’arbres & n nceuds,
de hauteur A, il faut avoir obtenu toutes les tiges de hauteur moindre et
d’un nombre de nceuds moindre.

Pour satisfaire au desideratum exprimé par M. Friedel, nous avons
cherché une autre méthode fournissant directement le nombre d’enchaine-
ments des n boules.

Voici celle que nous avons trouvée :

SECONDE METHODE

Désignons par b, une boule qui a a crochets d’engagés. Les boules
accrochées deux & deux forment une chaine, dont chaque extrémité est
terminée par une boule b,.

Si I'on accroche une boule au troisidme crochet de I'une des boules de
la chaine, on commence ainsi une chaine auxiliaire qui se terminera par
une boule b,. Si au quatriéme crochet on accroche une autre boule, on
~commence une seconde chaine auxiliaire, qui se terminera également par
une boule b,.

En désignant par B, la somme des boules b , on aura donc :

) B, =2 -+ B, 4 2B,.
Comme on a, d’autre pért:
(2) 'B1+Bz+B3+B£:n,

la combinaison des équations (1) et (2) donne :
38, + 2B, + B, = n — 2.

Cette équatioh indéterminée est toujours trés facile & résoudre. On
connaitra ainsi le nombre des boules b, b,, b,, b, entrant dans chaque
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chaine. En permutant ces boules, dans l'intérieur de la- chaine, de toutes
les maniéres possibles, en ayant soin d’éviter les répétitions, on aura le
nombre de maniéres dont les n boules peuvent s’accrocher les unes aux
autres.

Par exemple, pour n = 8, I'équation:

3B, + 2B, + B, =6

donne Jes valeurs de B,, By, B;; en les portant dans I’équation (2) on
obtient B,. Nous indiquons ces valeurs dans le tableau ci-aprés:

B, B, B, By 1'

1e 0 0 6 T2
20 0 1 & 3
3° 0 2 2 &
4° 0 3 0 5
Be 1 0 3 4
6° 1 1 1 5
70 2 0 0 6

On peut donc former sept chaines différentes.

Reste a trouver le nombre de permutations des boules dans chaque
chaine. Pour simplifier I'écriture, représentons les boules b,, b,, b, par
leurs indices et négligeons les boules b,, de telle sorte que la chaine
(fig. 8) sera représentée par la formule 2242'3%22,

-

Fis. 8.

La premiére chaine donne une seule solution: 222222,

La seconde en donne quatre: 32222, 23222, 22322 et 23222,

La troisiéme chaine donne cing solutions : 3322, 3232, 3223, 2332
et 3322. '

La quatriéme ne donne qu'une seule solution: 333.

La cinquiéme en donne trois : 4222, 2422 et 24*2,

La sixiéme, également trois: 432, 324, 243,
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La septiéme, une seule: 44.

Done, en tout: 18 solutions.

Quand une chaine se bifurque & ses extrémilés, il faut commencer par
la branche la plus longue ou, en cas d’égalité de longueur, par la branche
dont la premieére boule a le plus fort indice (c’est I'inverse pour I'extré-
mité finale).

Ainsi on n’écrira pas 34¥23%22,

Mais bien 224°23%'32.

Ceci est indispensable pour éviter les répétitions.

Nous avons appliqué cette méthode jusqu’a la valeur de n = 13 et nous
avous trouvé identiquement les nombres inscrits, sous la dénomination :
total, dans le tableau IV. Nous sommes donc en droit de regarder comme
exacts ces nombres obtenus par deux méthodes absolument différentes
l'une de l'autre.

Il serait, sinon impossible, du moins bien difficile de trouver une for-
mule générale donnant le nombre des enchainements des n boules pour
une valeur quelconque de n. Le probléme en question estun cas particulier
du probléme — non résolu — des Partitions, cas particulier peut-étre plus
difficile que le cas général par suite de la présence des chaines auxiliaires.

On peut cependant donner une formule qui fournit le nombre C des
enchainements de boules, pour les premieéres valeurs de n.

Dans le cas de n pair et égal 4 2p, on a

C=1+0@—D+@@—20p—1+E= (910’—!—31"20)
4 ’i-‘-(;_- (2p* + 62p* — 53Tp - 1053) — (2p — 9).

Pour n =2p 41, on a:

G~1+9(p—1)+(p—9)(3p—5)+ (Mp 66p + 82)
42 —6__ (18p — 42p* — 4T1p - 1491) — 2[(2p — 9)* 1]

Dans ces formules il faut remplacer par zéro les facteurs qui deviennent
négatifs par suite de la valeur donnée & n; on mne doit done pas faire de
réductions de termes.

De plus, ces formules, malgré leur complication, ne sont exactes que
jusqu'd n = 11. Pour des valeurs supérieures de #, il faudrait ajouter de
nouveaux termes, la valeur de C étant représentée par un polynome de
degré p — 1 (*).

(*) Un extrait de cette communication a paru dans le ne 3 de I'Inlermédiaire des Mathémaliciens
et dans le Bulletin de la Société chimique de Paris (3¢ série, t. XI, p. 239-248).



