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FORMULES RELATIVES AUX COEFFICIENTS DU BINOME

— Séance du 8 aoit 1890 —

On sait que la somme alternée des ¢ premiers coeflicients du binéme est:
1 2 i 3 —1 =1 q—1 q—1
1—C,+C—C+...4+ (=1 C, =1 €_

mais on ne connait pas de formule simple donnant la somme des ¢ pre-
miers cocflicients.

La formule, que nous avons obtenue en cherchant la limite de P'éeart
moyen cntre les gains et les perles, nous semble présenter un certain in-
térét, car clle donne la somme des ¢ premiers coctficients multipliés res-
pectivement par les ¢ premiers termes de la progression arithmétique :

P:P—Q,«P—‘i, L

Nous avons démontré, en effet, que I'on a :

PAFO=DC+p—HC + ... +(p—2+2C) =G
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Dans les mémes conditions, la somme alternée est :

pA—(p—2Cht (p— B — ...+ (=)' p—2 4+
gt g =241 o,
=(—1) -—p—_—i——'—' Cp

Plus généralement, si 'on multiplie respectivement les ¢ premiers
coefficients de (1 — x)?, par les q premiers termes d'une progression
arithmétique ayant pour premier terme @ et pour raison r, on trouve
pour somme :

(=" 5—(—1)—(]_‘]} [P"(q— H+a(p —D] c, -

En cherchant la moyenne des carrés des écarts. entre les gains et les
pertes d’'un joueur, j’ai aussi trouvé que:

k=p

3 (p —2%° C, =p2"
k=0
k=p
Comme on a : 2(1) — 2%) C}’: =0,
il en résulte encore : =
k=p
N p—2 (p—2% 1) ¢, =p2.
k=0

On trouve dans le calcul des différences I'égalité :

! 1 1 p!
— C —...
Cpt =5 — -

1 o 1 P
Tm—p P T m(m—1)... (m—p)

—C

m? m—1

Combinant cette formule avec :
aCy — @41 €+ (@ +2) G — ... + (=1 @@+ p) €, =0,
on trouve en faisant @« = m, r = — 1 et retranchant terme & terme:

(m-l-—i)(m—i)co__m(m—Q)C« (m —1) (m—3)C2__
— YT —C,— ...

m m—2

mm—1) ... (m—-p)'
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Faisant @ = m, r =1 et ajoutant terme & terme, on obtient

m><m+1 _(m41)(m—1) +1 (m+2)(m—-2)+1c
m m —1 "+ m—2 L

— p!
_:tm(m—-l) ceo(m—p)

Ces diverses formules sont nouvelles ou, du moins, je ne les ai vues
mentionnées nulle part.

Jai vainement cherché une expression simple pour la somme des g
premiers coefficients du bindme, je crois qu'il n'en existe pas.

J'ai trouvé les formules :

k=q

<y q q—1 q—2 1

26 =Co +2(C +CG + oo+ G 1)
k=0

—C:+1 + CZ: 4 ...+ Cq ® (0 élant le plus grand nombre
qui ne rend pas ¢ — 2) négatif)

7 211 1 91—2 971—3 3
=C! [p_____c — q+ 3¢, — ...

—g+1" p—q+t2 »—q+3
PAR 7
+ (= ———qC
—q+q " ]
7 i g 700
=Cp—1 -+ 2C 2-l—Z’CP s -{- -+ 20C,_
. 1 2 C(I
1 9 {/
=Gy 12 b e
Cp—i p—1 CP"“

q 1 q—i ‘1“2
=1 -+ C ‘p4g—1 C _{.q—g +Cq—3 ‘ptq—3 ~
q—hi
+ ( 1) Cq— (1) Cpﬂ-—(zx+n

A étant le plus grand nombre qui ne rend pas négatif ¢ — (2x 4 1).
Ces diverses formules sont, il est vrai, plus compliquées que celle qui
résulte de la définition méme :

k=q

k 1 2 q
2 C=1+C+C+...+C;
k=0

mais, en les égalant entre elles et en y remplacant les combinaisons par
leur valeur en fonction de p et de g, on obtient des identités qu’il scrait
plus long et plus difficile d’établir directement.



