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AVANT-PROPOS

La statistique inférentielle, qui est au centre degveautés introduites, en matiere de
statistiqgue, dans les nouveaux programmes de bepeis la seconde, est au programme de
la plupart des BTS tertiaires et industriels depms quinzaine d'années. Ce theme, absent de
la formation initiale de la plupart des enseignal@snathématique, a nécessité de gros efforts
de formation continue.

Les formateurs étant peu nombreux, notre commisgiter-IREM a organisé de
nombreuses journées d'information dans les acadéings stages que notre commission a
organisés sur ce théme a Paris pour les profesdeurmthématiques en BTS ont été ouverts
aux professeurs des académies voisines (Amiens), Capn, Orléans, Rouen). Bien que
portant sur de "nouveaux programmes de 1988", tages n'ont pas désempli jusqu'en
2000... Les épreuves d'examen de BTS n'ont intégeétrés progressivement ces notions,
pour laisser aux enseignants le temps de les apptiof Malgré cela il n'était pas rare, il y a
peu, de trouver dans des sujets de BTS des questibria distinction entre intervalle de
confiance et test n'était pas évidente, ou entranpetres a tester et observations... Quant a
l'accueil réservé au premier exercice du bac ESdgete 2003, il ne fait que confirmer la
difficulté d'introduction et de maitrise de cesions.

Je m'occupe de la formation continue depuis 197a statistique inférentielle est le
seul theme de formation qui ait nécessité duraite geriode un dispositif aussi étalé dans le
temps.

Bien entendu l'outil informatique a permis de dépeker récemment les activités de
simulation.

Notre réflexion sur l'enseignement de la statigtiguférentielle en BTS depuis une
guinzaine d'années nous a été tres précieuse pordes les nouveaux programmes apparus
en seconde a la rentrée 2000. Nous étions, parpteeon des rares groupes IREM (pour ne
pas dire le seul) a avoir travaillé et publié sursimulation, a la demande notamment de
Monsieur Jean-Louis Piednoir IGEN, dans le cadréaleaux commandés par la direction de
I'enseignement scolaire du Ministére.

La pénurie de formateurs sur ce theme s'étendart s@wies générales, tout
naturellement, nous avons mis en place des stagestatistique et probabilités sur les
nouveaux programmes pour les classes de secorataiepe et terminale S et ES, a Paris,
pour les académies d'lle de France. Philippe Dajtart s'appuyant notamment sur les travaux
de la commission inter-IREM lycées techniques, anams formations, ainsi que des journées
d'information sur l'usage des TICE en statistiquerebabilités dans les académies, a la
demande des IA-IPR.

La brochure suivante est le document papier remis articipants a ces stages et
séances d'information au cours desquels Philippgari2uprésente différentes activités sur
calculatrices ou ordinateurs.

Nous espérons gue ce "carnet de stage" rendraseruik collégues et les remercions
par avance de leurs remarques et suggestions.

Bernard VERLANT

Responsable de la Commission Inter-IREM
"Lycées technologiques"
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Séance 1:
L'ARTICULATION
STATISTIQUE / PROBABILITES

e‘gr Vous devez gagnes @i
Zf.”kﬂﬂh que ce sait le pla
o

| - LES ENJEUX DE LA STATISTIQUE

"Pour comprendre les pensées de Dieu, il faut
étudier les statistiques, car elles constituent la
mesure de ses desseins."

Florence Nightingafe(1820-1910).

! Traduit du livre de D. Salsbut@he lady tasting tea""To understand God's thoughts, we must study
statistics, for these are the measure of his pwpos
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L'objectif de ce paragraphe d'introduction est dentmer limportance de la méthode

statistique.

Florence Nightingale prétendait au XIX siécle, que c'était la le plus sir moyen de
"comprendre les pensées de Dieans un langage plus actuel (pour ne pas dida "a

mode"), nous dirions que la méthode statistiquaiesiutil puissant de modélisation de la
réalité.Nightingale("l'ange de la statistique"), est tres célébreeoltanche. Par ses études
statistiques, cette infirmiére permit I'amélioratimles conditions sanitaires dans les
hopitaux militaires britanniques. Elle utilisa legatistiques, développant les méthodes
graphiques, tant pour étudier les causes de ntértdkffet des améliorations apportées,
gue pour convaincre du besoin de réforme sanifaireertaines périodes de la guerre de
Crimée, on mourrait 7 fois plus dans les hopitaexcdmpagne, que sur le champs de
bataille, a cause d'épidémies).

Les différents textes officiels motivent a plusieueprise I'importance nouvelle donnée a
I'enseignement de la statistique :

"L'usage de la statistigue dans de nombreux dorsame releve pas d'une mode
passageremais de la diffusion d'une culture et d'un modepdasée anciens, diffusion
rendue possible par les progrés simultanés dedarie mathématique et de la technolopie
informatique." (Programme 2001 d€™1S.)

"Former les éléeves en statistique, c’est leur dohes moyens de développer une forme de
pensée critique sans laquelle ils seront excludéhat social et scientifiqué
(Projet de programme de TS.)

Bourse
Médecine
Environnement
Industrie
Opinion

: ;
?Taﬂate
Lorsque l'on évoque la statistique, le plus soudenméfiance T —

s'installe. L'utilisateur de la statistique est gent vu comme un}
manipulateur déguisant la réalité pour présenter Bejuges
comme une Vérité objective d'ou I'adage : "ondait ce que I'on
veut a la statistique" ou cette citation d’'un homodéebre : "la
statistique est la forme élaborée du mensonge', également
cette couverture récente du magazine "Tangente".
Comme l'enseignement de la statistique, jusqu’adate récente,
était quasi confidentiel ou bien réduit a quelgrezettes dans de

masdout
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enseignements supérieurs spécialisés (économémcesi humaines, biologie), on pensera
souvent a quelques applications vulgarisées pprelsse : sondages d’opinion, estimation
des résultats électoraux a 20h00. Pourtant lagquiaiile la statistique a beaucoup progressé
ces dernieres années dans la recherche, dansveesedans la production. Le systeme
éducatif en a pris acte. Depuis les années quatge-wn chapitre statistique est apparu
dans les programmes de college, de seconde géeméradehnologique. Les applications
industrielles, commerciales ont amené l'introductite ces techniques dans les classes de
techniciens supérieurs, dans celles préparant @londe d’études comptables et
financieres. Récemment plusieurs secteurs éconesiigumt demandé d’en intensifier
'enseignement.

On est loin de la méfiance exprimée plus hawgs techniques statistiques se sont
imposées du fait méme de leur efficacitéParmi les plus grands "consommateurs" de
statistique, citons :

* les compagnies d’assurance,

* les services marketing,

* les sociétés de sondage,

» les laboratoires pharmaceutiques,

* les services de contréle de qualité et fiabilité geoduits industriels,
* les sociétés de placement, de finance.

Quand une méthode statistique est classée "secretd  éfense”

Sil fallait une preuve de
limportance que peut avoir une

R Frﬁk) : ﬂ 9“" ‘f_{- méthode statistique, son classement
2 L 59 Lo us;]eecret défense" en est sans doute

Avec l'entrée en guerre en 1941 des
Etats-Unis, le statisticieAbraham
Wald travailla sur des projets
militaires, au sein du groupe de
recherches statistiques de
I'Université Columbia de New
York. Ses compétences en
statistigue  lui  permirent de
développer une méthode d'estimation de la vulnéealies avions. Il y inventa également
le concept d'analyse séquentielle en réponse anfenlde de méthodes plus efficaces de
contr6le de qualité dans la production industridibeguerre. Une procédure d'analyse des
données intégrant la dimension temporelle est @ke a celle qui consiste a d'abord
collecter toutes les données, puis a les anal{mns cette approche, on ne fixe pas a
priori la taille de [I'échantillon, mais on analysn temps réel et l'on stoppe
I'échantillonnage lorsque les résultats le justifiecCes procédures séquentielles furent
classées "secret défense" et déclassées par lergeavent américain en 194Wald
expose alors la technique des tests statistiqueeraels.




12

Quelques exemples...

L'objectif visé dans les quelques exemples qui esivest de montrer quelle est
l'originalité de la démarche statistique (ce netgmas des mathématiques ordinaires bien
gu'il y ait beaucoup de mathématiques), quel @stéfét des techniques utilisées mais
aussi leurs limites. Pour les décrire il nous faudaire appel a des structures
mathématiques diverses, certaines trés simples eoramproportion, d’autres plus

complexes comme la géométrie euclidienne et sultocélcul des probabilités. A chaque
fois, on montrera que le choix d’'une techniqueisigtie est profondément lié a l'usage

gue I'on veut en faire, et que sa pertinence éstdiun protocole rigoureux.

Exemple 1 (Santé)

Dans le classemeh§cience et avenirties hopitaux de France, on lit, pour deux hdpitaux
de province et pour une intervention analogue @wiche digestive :

Hopital A (Briangon) : 1 déces sur 12 interventions au total

Hépital B (Méru, dans I'Oise) : 3 décés sur 12 interventansotal.

Faut-il suspecter I'hopitdd ? Le ministere de la santé devrait-il diligenteelenquéte ?
Est-il vraiment raisonnable d'établir un classermsmtun €chantillor de taille 12 ? La
différence observée est-eflgnificative?

Un raisonnement simple peut nous éclairer. Supmogar la probabilite de décés dans
ce type d'intervention soip = 0,15 Dans ces conditions, la variable aléat&irgui, a tout
échantillon de 12 interventions indépendantes, céssia frequence des déceés sur cet

échantillon, est telle que EXuit la loi binomialeB (12 ; 0,15).
La variabilité de- correspond alors a un écart typge= 1—12\/12>< 015x 085= 0,10.

Dans ces conditions les résultats des hopita(xa = 0,08) etB ( fg = 0,25) sont dans les
limites définies par cet "écart type". On ne peahd pas considérer a priori que les
conditions d'opération y soient différentes.

On peut simuler cette situation par l'instruction(rand + 0,15) sur calculatrice, ou
ENT(ALEA()+0,15) sur le tableur Excel. Cette instruction fournitvieur 1 (déces) dans
15 % des cas et la valeur 0 sinon. On recopie Enbmistruction, avec la souris, jusqu'en
Al2 pour simuler 12 interventions. La somme eseattfée en Al4 par linstruction
=SOMME(A1:A12).

JDQE|E|n-ﬂv|ZﬁBZL|ﬂ 2| aria o ke z|=E]E % w8
Al =| =ENT{ALEA(+0,15)

A B | C | D | E | F | G | H | [
1 0 i i 0 0 i i i 1
[ 2] ] 1 i i i 1 0 1 i
[ 3| a a a i i 0 0 0 1
| 4| a a a i i 0 0 0 i
| 5 | i i i i i 0 0 0 i
6 | i i i i i 1 1 0 i
|7 | i i i i i 0 0 0 i
[ 5 | a 1 a i 1 1 0 0 i
El 1 a 1 i i 0 0 0 i
| 10| a 1 a i i 0 0 0 i
| 11 i i i 1 i 0 0 0 i
| 12] i 1 i i i 0 0 0 i
| 13]
| 14 1 4 1 1 1 3 1 1 )
15

On a ainsi simulé les résultats d'un hopital enrmoé A. On recopie avec la souris jusqu'en
colonne | pour avoir les résultats d'autres hopitdues écarts observés ne sont dus qu'au
hasard.
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En réalité la procédure statistique adaptée (qusuppose pas d'attribuer une valey) a
est celle d'un test d’hypothese sur la difféeremsefilequences.
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Exemple 2 (Sondage d'opinion)
Lecture du barométre présidentiede la SOFRES (sondage effectué sur un échantéon
1000 personnes).

Mai 2001 Juin 2001
Jacques Chirac 0,50 0,49
Lionel Jospin 0,50 0,51

Dans un tout autre contexte, la situation est @uaa I'exemple 1.
Si on lance une piéce a pile ou facp £ 0,5), la variabilité de la fréquence des "pile"
observée sur des échantillons aléatoires de talleO0 correspond a un écart type

o= 1/% = 0,016. Il n'y a donc pas grand chose a déduire des gesdarécédents,

si ce n'est que les deux candidats sont, a I'épdgusondage (et dans I'hypothése d'un
second tour Chirac/Jospin), au coude a coude.

L'exemple précédent pose de fagon plus générgmldeme des sondages (€lectoraux) et
de la confiance que l'on peut leur accorder. Lots ptemier tour des élections
présidentielles de 2002, le dernier sondage puylalid'institut B.V.A. , effectué sur 1000
électeurs le vendredi 19/04/02, prévoyait :

Jacques Chirac 19 %
Lionel Jospin 18 %
Jean-Marie Le Pen 14 %

La stupéfaction a été grande le dimanche 21/04i0&iales résultats :

Jacques Chirac 19,88 %
Lionel Jospin 16,18 %
Jean-Marie Le Pen 16,86 %

Doit-on considérer que le sondage était "faux”il?s@igissait de prévoir I'ordre des trois
candidats, la réponse est affirmative, mais c'eStep a la méthode statistique plus de
pouvoir qu'elle n'en possede. Il convient, en relan tenant compte de la variabilité
inhérente a la méthode du sondage, de définir feome de "fourchettes" la précision que
I'on est en "droit" d'attendre du sondage.

Exemple 3 (Relations commerciales)

Un commercgant d'articles de chasse recoit de saomnigseur un lot important de
cartouches. Le fournisseur affirme que celui-citmam une proportiorp de cartouches
défectueuses inférieure a 0,10.

La seule fagcon de contrdler ces cartouches estsdérér. On comprend que le commercant
ne peut contréler tout le lot (quand le contrélesh’'pas, comme ici, destructif, il est
souvent cependant onéreux, ce qui expligue qu'umirale exhaustif de la qualité est
généralement exclu).

Le commercant préléve un échantillon aléatoire @ dartouches et les tire. Il en trouve
14 défectueuses. Doit-il renvoyer tout le lot & $oarnisseur ? Ce serait compter sans
I'étude de la variabilité inhérente au tirage aliéat Pour la loi binomial& (100 ; 0,10) on

a en effeP(X = 14)= 0,22 (ce qui n'est pas rare).

Dans cette situation, commercant et fournisseuramgyvavant la livraison, s'accorder sur
la procédure statistique conduisant a I'acceptatioau refus d'un lot.
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Exemple 4 (Industrie)

La "révolution statistique" a joué un role déterarih dans la qualité de la production
industrielle. Dans les années 1970, les voitungsnaises étaient de meilleure qualité que
les automobiles américaines, pour un prix inférié&mr 1980 la chaine de télévision NBC
diffuse un documentaire intituldf"Japan Can, Why Can't W& On y décrivait comment
W. Edwards Demingl900 — 1993) avait profondément influencé les #tdels japonais.
Apres guerre, "made in Japan" était synonyme dliioit bon marché, de piétre qualité.
Lors d'une conférence effectuée la-bas a cette ugp@pming surprit son auditoire en
affirmant qu'il était possible, en suivant des rmd#s statistiques appropriees de controle
de qualité, de produire des objets de haute qualibds codts, qui leur permettrait de
dominer le marché. Il prédit alors que ceci segstisable en cinq années envirBeming
affirma par la suite s'étre trompé dans sa préxuticlies japonais la réalisérent en a peine

deux an$ .

Dans le cadre de la "Maitrise Statistique des RIEs® PO”“e_/‘/L
on étudie la variabilité de la production. Un dégeotifs

est de détecter les anomalies, en temps réel.
L'exemple étudié, issu de l'industrie automobil, e | Pompe
presse d'emmanchement de poulie sur une pompe th

direction assistée. Les performances de la presse s
variables, cette variabilité ayant de nombreusesas
possibles : main-d'ceuvre, matériel, matiere preamier
environnement de l'atelier, méthodes d'organisation <>
L'emmanchement de la poulie sur I'axe de la ponspe e
mesuré par la cote de 39,9 mm indiquée sur le szloégontre.

Pour la surveillance de la production a venir, ¢abit des cartes de contrdle "aux
moyennes" (on suppose qu'une dérive sur la moyested craindre). La cote de
'emmanchement pompe-poulie étant un "point Séeréglementation”, la norme prévoit
de prélever régulierement des échantillons1de5 ensembles pompe-poulie, sur lesquels
on calculera la moyenne des 5 cotes d'emmanchement.

En supposant que ces moyennes se répartissent watotoi normale (symétrique) de
moyenne 39,9 , on a, a chaque échantillon, unecehaar deux d'étre au dessus ou en
dessous de 39,9.

Les industriels adoptent alors la regle selon I|dguesi apparaissent 7 échantillons
successifs de moyenne supérieure a 39,9 (commdasfigure suivante), l'alerte est
donnée, car la probabilité dune telle

observation, a un instant donné, s'il n'y a pas | moyenne

dérive, est 0,5= 0,008.
Cependant, sur 200 échantillons consécutifs p%E) o 7/\_\././\
exemple, la probabilité d'observer au moins une™’"

fois, sans dérive, cette configuration est
importante (voir page 8). Il y aura donc de
fausses alertes. —
Dans le cas de 9 échantillons successifs au échantillons successifs
dessus de la moyenne, la production est arrétée

pour réglage éventuel (car 6,5 0,002).

cote 39,9 mm

2 D'aprésSalsburg-"The Lady tasting tea"
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Exemple 5 (Agronomie)

Dans un article de 1967Hxperimentation with weather contrg)"
Jerzy Neymanmontre limportance du choix de la métho
statistigue employée dans les expérimentations.
Des industriels (lesfdiseurs de plui§ proposent a partir des
années 1950 I'ensemencement des nuages par icahgendl
A Tl'appui de leurs services, ces industriels fagaient les
statistiques suivantes.

Tableau 1
Expérience Année Durée Pourcentage_d_‘au_gmentation des
précipitations
Pennsylvanie 1954 1 mois +17 %
Pennsylvanie 1955 2 mois +33%
Caroline du Sud 1957 2 mois +19 %
New Hampshire 1957 2 mois +21 %
Massachusset 1957 1 mois + 30 %
Pennsylvanie 1957-58 5 mois +6 %
New York 1962 1 mois +57 %
Pennsylvanie 1963 3 mois +5%
Connecticut 1964 1 mois +29%
New York 1964 1 mois +37 %
Maryland 1964 3 mois +14 %
Massachusset 1964 1 mois +8 %
New Hampshire 1964 19 jours +14 %
New Jersey 1964 3 mois +0%

Pour établir ces statistiques, uegtimationen l'absence d'ensemencement des nuages est
obtenue a partir de valeurs correspondant auxpt&ons enregistrées, sur les différents
sites, les années précédant I'expérience d'ensement

Neymansouligne d'emblée I'absence @@mdomisation(choix aléatoire des jours ou l'on
pratiguera I'ensemencement ou non, analogue lgsétion d'un placebo en médecine) dont
l'intérét, pour écarter les biais, était pourtaapuls longtemps souligné pkischer (le
hasard est souvent le meilleur allié du statisticie

Parallelement a ces résultats, obtenus par lestinels, 19 autres expériences, cette fois
randomisées, et beaucoup plus longues, avaienhét€es dans différents pays par des
laboratoires indépendants. Chaque jour ou les tiondi météorologiques semblaient
favorables a I'ensemencement (présence de nuamesiait au sort pour savoir si on
ensemencait les nuages a liodure d'argent ou denfacon a comparer ensuite les
précipitations obtenues, avec ou sans ensemencement

Tableau 2
- Année | Durée en| Pourcentage de changement dans les précipitations
Expérience . < . N
(début) années attribuable & I'ensemencement
USA 1l 1953 15 -3,3 ; +12,3 ; -0,4 ; +0,6+:23,9 ; +0,4
USA 2 1953 15 -5,6 ; -33,9 ; -16
USA Santa Barbara 1957 3 -8 ; +125 ; -39 24+1 -16 ;, +40 ; -27 ; +58
USA Arizona 1 1957 4 -30 ; -7
USA Arizona 2 1961 3 -30
USA Whitetop 1960 5 -54,8 ; -39,4 ; -23,5
USA Lake Almanor 1962 1 +41,6 ; -12,1
Australie 1 1955 5 +19
Australie 2 1957 3 -5
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Australie 3 1957 6 +4
Australie 4 1958 6 +4
Australie 5 1959 4 -5
Australie 6 1960 1,5 -13
Mexique 1956 10 +20 ; -8
Suisse 1957 7 +32,9 ; +0 ; +78,8 ; -16,2
Québec 1959 4 -2
Japon 1960 0,25 +48
France 1961 15 -6,6
Israél 1961 45 +6,4 ; +24,8

Neymanconclut a la nécessité de développer une méthggosmppropriée pour juger si les
différences (positives ou négatives) entre les tiigande précipitations ensemencées ou
non sont significatives ou l'effet du hasard. Cettéthodologie est celle d'un test de
comparaison sur des échantillons aléatoires, et amuages ensemencés, l'autre non.
Cette méthode conduit, a partir des données dundedableau, a penser que
I'ensemencement des nuages n'est pas statistiqguplug®fficace que la danse de la pluie

des indiens d'Amérique.

L'un des biais de la méthode d'estimation des iniéis (tableau 1) était la grande
dépendance de leur méthode a la durée des statistgéteorologiques utilisées : pour une
zone donnée, on s'apercoit que la fréquence d'ttaircdype d'orage peut varier non

seulement d'année en année mais aussi de décddeaai®.
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DES DEFINITIONS ...

Le schéma suivant présente les liens qu'entretigie® notions de statistique, probabilités
et simulation (et sur lesquels nous reviendroesinés qui sont définis ensuite.

PASSE CIHITIHID
STATISTIQUE
EXPLORATOIRE: | » PROBABILITE »| STATISTIQUE
Statistique descriptive] MOPELISATION S EXTRAPOLA| INFERENTIELLE
Analyse des donné TiAn
POPULATION
ECHANTILLON i
SIMULATION

STATISTIQUE EXPLORATOIRE

Elle repose sur ¢bservationde phénomeénes (dommassés Son but est deésumer
structureretreprésentelstatistique descriptivg I'information contenue dans les données.
L’analyse des donnéesregroupe les techniques de Vvisualisation de dannée
multidimensionnelles (analyse en composantes pahes...).

PROBABILITES
Théorie mathématique abstraimdélisantdes phénomenes ou le "hasard” intervient.

"Modéliser une expérience aléatoire, c'est lui assoune loi de probabilité (qui est yn
objet du monde mathématique)".
Programme 2001 de™t S.

STATISTIQUE INFERENTIELLE (OU INDUCTIVE)

Son but est @étendre(inférer = tirer les conséquencea)la population toute entiere, les
propriétés constatées sur un échantillon. Il s’dgistimerun parametre, ou dester une

hypothésestatistique, concernant la population étudiée.staistique inférentielle a un
aspectlécisionnelet le calcul des probabilités y joue un réle fandatal.

SIMULATION

La simulation est la méthode statistique qui, emdpisant des données sous un certain
modéle (probabiliste), permet d'en examiner lesséquences, soit pour juger de
adéquation du modele a la réalité, soit pour mibt€ou conjecturer) des résultats
difficiles, ou impossibles, a calculer.

"La simulation permet d'une part d'avoir des estioras de résultats impossible a calculer
explicitement et, d'autre part, par la comparaisib telles estimations avec des résultats
expérimentaux, de valider le modeéle choisi."
Programme 2001 de™t S.

QUELQUES REPERES HISTORIQUES

L'arbre de la page suivante schématise I'évolwgida filiation des différentes branches de
la statistique, fournissant les grands noms de lastoire. Il y sera fait plusieurs fois
allusion par la suite. L'histoire (et la petite thise, car les anecdotes sont souvent
frappantes et pleines d'enseignements) permeéctaier certaines notions et de mieux
comprendre leur role.
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Une généalogie de la statistique du XVII ©au XX° siecle

Statistique Arithmétique ilité :
tq netiq Probabilites | o~ N
descriptive politique s
Achenwall Graunt (1620-1674) | | Fermat(1601-1665) Ggeoo,lesne
(1719-1772) Petty(1623-1687) Pascal(1623-1662) Theorie des
(Allemagne) Huygens Leibniz || Huygens(1629- erreurs
description des Etats Halley (1656-1742) 1695) Legendre(1752-
tableaux croisés Deparcieux(1703- J. Bernoulli (1654- 1833)
Playfair (1759-1823 1768) 1705) Gauss(1777-
Angleterre) mortalité et Moivre (1667-1754) 1855)
premiers graphiques démographie Bayes(=1701-1761) \Moindres carrés/
Loi normale
Laplace(1749-1827)
Gauss
Synthese de Quételet
(1796-1874)
: : Distribut;[!oP nprmale en Calcul des
Biologie lologie probabilités
Hérédité Darwin) Homme moyen
Biométrie T Laplace
ot Poisson(1781-1840)
\ Str(:lt,lsthl_.le Cournot (1801-1877)
mat erlna}thue Bienaymé(1796-1878)
. - anglaise -
Georpetrle aton (%822—1911) | Tchebychey(1821-1894)
Alggpre Variabilité, régression Borel (1871-1956)
matricielle Karl Pearson(1857-1936) : Fréchet(1878-1973)
coeff. corrélation — khi 2 Lévy (1886 — 1971)
Kolmogorov(1903-1987)
Analyse des Statistique
données T inférentielle
Psychométrie _
Agronomie Fisher (1890-1962) :
Karl Pearsonet Industrie théorie de l'estimation
Spearman(1863-1945): ) Gosse{(1876-1937) :
ana|yse factorielle en ECOn0m|e loi de Student —statistique
composantes principales Médecine industrielle
Fischer ;/ Egon Pearson(1895-
analyse de la variance et 1980)
plans d'expérience etNeyman(1894-1981) :
Benzécri(1965) : tests d'hypotheses -
analyse factorielle des estimationpar intervalle d
correspondances confiance
Wald (1902-1950)
théorie des décisions
Shewhart(1891-1967)
cartes de controle
industrielles
Weibull (1887-1979)
fiabilité
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Il - LA PLACE DE LA SIMULATION

"La simulation joue un role important... et favorié@mergence din mode de pensée
proprea la statistique." (Projet de programme de TS.)

1 — Définitions

* Une définition "académique" :

Rappelons la définition d&adolah Dodge(Statistique. Dictionnaire encyclopédique
Dunod 1993) :

"La simulation est la méthode statistique permettameconstitution fictive de I'évolution
d'un phénomene. C'est uegpérimentationqui suppose la constitution d'un modeéle
théorique présentant une similitude de propriétés ou de iatet avec le phénomene
faisant l'objet de I'étude.”

* La simulation en seconde
L'aspect de modélisation par les probabilités nteddordé qu'en premiere, on adopte en
seconde un point de vue pragmatique :

"Dans le cadre du programme de seconde, simulerexpérience consistera a produire
une liste de résultats que l'on pourra assimileura échantillon de cette expérience”
Document d'accompagnement du programme 2000 daedeco

On peut dire que, pour nos éléeves de seconde,&imné expérience aléatoire consiste a
produire”virtuellement” des résultats analogues a ceux que l'on aur@hobten réalisant
"physiquement" I'expérience aléatoire.

* La simulation en premiere:
On peut replacer la simulation dans le cadre diodele probabilistejue I'on explore ou
dont on souhaite juger de la pertinence.

"Simuler consiste a produire des données a pattin anodéle prédéfini. [...] Pour simuler
une experience, on associe d'abord un modele peteence en cours, puis on simule la |oi
du modele." Document d'accompagnement du progra?dde de 1°S.

L'intérét pédagogiquale la simulation réside dansrature expérimentaleju'elle donne a
I'enseignement de la statistique et des probahiliténnant davantage de sens aux concepts
et motivant les éleves paadpect novateude cette approche (utilisation desculatrices
programmables et detdinateur).

2 — UN EXEMPLE EN SECONDE : Longueur maximale des s uites
de lancers consécutifs égaux a pile ou face

Pour illustrer les apports pédagogiques de la sitimnl d'expériences aléatoires en classe,
examinons la question des séries de lancers cdifségaux au jeu de pile ou face.

La simulation est aisée sur Excel. On donne ensuite exemple d'activités sur
calculatrices, réalisables en seconde avec dds getupes d'éléves.

La modélisation (admise) consiste a dire qu'a chdguacer, on a "une chance sur deux"
d'avoir pile ou d'avoir face. L'acceptation de cedéle ne pose pas de difficulté. On va
constater que, dans le cadre de ce modele, laatiopermet de conjecturer des résultats
non triviaux et, ici, non intuitifs.
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La question posée est la suivante :

au jeu de pile ou face, sur 200 lancers, quelldaekingueur maximale "habituelle” des

séries de lancers consécutifs égaux ? Ou encdfi,fiEgjuent, sur 200 lancers, d'obtenir

au moins une série de 5 lancers conseécutifs égaux ?

Le tableur permet une simulation rapide de la 8dna

Dans la colonne A, simulons les 200 lancers.

EnAl, on entre la formule :

=ENT(ALEA() + 0,5)

qui prend les valeurs 0 ou 1 avec une chance sur 2.

Recopions cette instruction vers le bas jusgd200: on approche le pointeur de la souris

du coin inférieur droit de la cellule Al, lorsquelu-ci prend la forme d'une croix noire,

on enfonce le bouton gauche de la souris et I'ssegljusqu'en A200 avec le bouton

enfonce.

Dans la colonne B, effectuons le décompte des tarmmmsécutifs égaux.

EnB1 on entre la valeur 1.

EnB2 on entre la formule :

SI(A2=A1:B1+1;1)

qui affecte a la cellule B2 la valeur de B1 + lascondition A2 = Al est réalisée, et la

valeur 1 sinon.

Recopier le contenu de B2 jusqu'en B200. Excel frmdutomatiquement les références

des cellules.

En C1, il suffit de rechercher la plus longue série aeckrs consécutifs égaux, en entrant

la formule :

=MAX(B : B)

@Fichier Edion AFFichage Insertion Format Outis Donr Sur I'écran ci-contre, la plus grande série de

lancers consécutifs égaux obtenus sur 200

Ct J -| =MAX(B: Ei) lancers est de longueur 7.

! || CH En appuyant sur la touche F9, on réalise

Lz | immédiatement une nouvelle simulation.
On constate que l'on ne descend guere en
dessous d'au moins 5 lancers consécutifs égaux.
On montre (voir page 26) que sur 200 lancers,
on a 96% de chances d'obtenir au moins une
série de 6 lancers consécutifs égaux. Ce que
laisse bien soupgonner la simulation.
Ci-dessous par exemple, on a observé une série
de 14 lancers consécutifs égaux.

D

—

—

=)

K

C1 J _| —MA}{(EI B
c__|

[ 14

[N [ [ [ [ ) ) (R (e PR DU RIPY) PN DY DR (P
*-|“J‘MH':'|“3‘m|‘*"G’M*-|M‘M|A‘D|‘”‘m|ﬂ‘m|m‘“|w‘”|:

s looocoo—=ao=l=ol=—=a==oal===oc=r
b= = w k= == == (= = == Wk = ha | = =|m

n‘m‘h‘m|m|_.

= o ===

sl =Wk = |m

Ces simulations mettent en évidence des propr&asntuitives du hasard, qu'il est bon
de connaitre si l'on veut, par exemple, détecter pi@ce truquée par des méthodes
statistiques.

L'activité suivante utilise le support de la cadttite, en petits groupes. Davantage peut-
étre que l'ordinateur, elle favorise le débat eleisetléves.
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T2 MES
BALGYLArRIGES

LANCERS CONSECUTIFS EGAUX
A PILE OU FACE

IACTIVITE EN SECONDE]

TEMPS D'ATTENTE DE 3 LANCERS CONSECUTIFS EGAUX

Avec une piece de monnaie

Lancer une piece de monnaie, jusqu'a obtenir 3 pile3 faces consécutifs. Effectuer cing
expériences, en notant dans le tableau ci-desksusgsultats des lancers effectués jusqu'a
obtenir trois coups consécutifs égaux, par exenfff®FFPPFPPFFF |, ainsi que le temps
d'attente pour obtenir 3 consécutifs égaux, iciab8ers ont été nécessaires.

Expérience Temps d'attente

o

o

o

o

333033
G WIN|[F

Simulation et temps d'attente moyen

Le programme suivant simule, pour N expérienceterngs d'attente moyen observé pour
obtenir trois lancers conseécutifs égaux.

CASIO Graph 25> 100 T.I1. 80 T.I.82-83 T.I.89-92
"N"O Input N :Prompt N :Prompt n
? - NO 0-S 0-S 0-s
0_- 90 :For(l,1,N) :For(1,1,N) :Fori,1,n
For1- 1 ToNO 3T 3T 3ot
3. TO sint(rand + 0.5)- A sint(rand + 0.5)- A sint(rand() + 0.5)- a
Int(Ran#+0.5)- AL sint(rand + 0.5)- B iint(rand + 0.5)- B ;int(rand() + 0.5)- b
Int(Ran#+0.5)— BO sint(rand + 0.5)- C sint(rand + 0.5)- C ;int(rand() + 0.5)- ¢
Int(Ran#+0.5)— CO ‘Lbl 1 :‘While (A=B) + (B=C)# | :While ab or bzc
While  (A=B)+(B=C)|:If (A=B) + (B=C)=2 |2 b-a
# 20 :Goto 2 B A c-b
B - AQ B - A .C- B iint(rand( ) + 0.5)- ¢
C . BM C-B sint(rand + 0.5)- C t+1ot
Int(Ran#+0.5)— CO lint(rand + 0.5)- C T+1-T :EndWhile
T+l - TO T+1-T ‘End S+t s
WhileEnd :Goto 1 S+T-S :EndFor
S+T o S iLbl 2 :End :Disp s/n
Next] S+T-S :SIN
SN :End

:SIN

= Pour obtenir certaines instructions :

10d :" par ALPHA ;? par PRGM ;For To Next While WhileEnd EndFor par
PRGM puis COM jnt par OPTN NUM ;Ran# par OPTN PROB = par PRGM REL.

. :

Utilisation possible de la foncticdATALOG (sur T1 83 — 85 — 89 — 92).

Input Prompt par PRGM /O ;- par STO" ; For While par PRGM CTL jnt par MATH NUM ; rand par
MATH PRB ; If While Lbl Goto End par PRGM CTL =ou# par 29 TEST (2¢ MATH TEST sur Tl 92).
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Simulation d'une expérience

A Tlinvitation du programme précédent, entrer ldeua 1 pour N. Vous simulez
I'expérience faite avec la piece de monnaie aGdnpléter le tableau suivant.

Temps d'attentes observés pour une expérience

Temps d'attente moyen pour 10 expériences

A l'invitation du programme précédent, entrer lieual10 pour N.
Recommencer cinq fois et compléter le tableau, leugsaphique ci-dessous.

Temps d'attentes moyens observés pour 10 expésience

o

Temps
d'attente
moyen 9l

e Quelle est I'ttendue d€ VOS 5 VAIBUIS 2 ...eeeeeeeeeeeeeee et e e e e et

Temps d'attente moyen pour 100 expériences

A l'invitation du programme précédent, entrer léeua 100 pour N (attention la durée de
calcul est d'environ 1mn sur Tl 83).
Recommencer cinq fois et compléter le tableau, leuisaphique.

Temps d'attentes moyens observés pour 100 expésienc
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Q.

Temps i 777777 T 7777777777
d'attente ! !
moyen 9l ! |
gl A— L —
T — S
67 1 1
7 T T
4] | | i i | ne
1 2 3 4 = d'échantilion
e Quelle est I'etendue d€ VOS 5 VAIEUIS ? ...eeeeeei e e e eee e

» Comparer aux observations obtenues au b- et domeeexplication. ...........cccooeeeeeiiiis .

» Calculer la moyenne de vos 5 temps d'attente nsogan 100 expériences. A combien
d'expériences correspond cette moyenne ?

LONGUEUR MAXIMALE DE LANCERS CONSECUTIFS
EGAUX SUR n LANCERS DE PILE OU FACE

Simulation

Le programme suivant calcule, pouarlancers de pile ou face simulés, la longueur
maximale des lancers consécutifs égaux.

CASIO Graph 255 100 T.I.80-82-83 T..89-92
"N"[O :Prompt N (Input N sur T180):Prompt n
? - N[O 1A 1l-a
Seq(1,1,1,2,1)- List 101 1L 1l-m
Int(Ran# + 0.5)- RO sint(rand + 0.5)-» R sint(rand() + 0.5)> r
For1l- | To NO :For(1,1,N) :Fori,1,n
Int(Ran# + 0.5)- SO sint(rand + 0.5)- S sint(rand() + 0.5)- s
If S = RO MfS=R Afs=r
Then List 1[1] + 1- List1[1]0 | Then ‘Then
S . RO A+l A at+l- a
Max(List 1)  List 1[2]0 S-R ST
Else 1 List 1[1]0 :max(AL) - L ‘max(a,m)- m
IfEndO :Else :Else
S ., RO A5 A - a
Next] ‘End :EndlIf
List 1[2] S-R ST
‘End :EndFor
'L :Disp m
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= Pour obtenir certaines instructions :
CASIO Graph 25 10d :Seq Listpar OPTN LIST jf Then Else IfEnd par PRGM COM [ ] par SHIFT
; Max par OPTN LIST.

*[TI 80 - 93 :max par MATH NUM.

* A linvitation du programme, entrer, pour N, ldew 10. Quelle est la réponse fournie
par le programme ? Que SIgNIfie-telle 2 ... oo
* A l'invitation du programme, entrer, pour N, ldew 200 (attention a la durée de calcul).
Recommencer 5 fois et compléter le tableau.

Longueur maximale des lancers consécutifs égaun@ulancers

COMMENEIEZ VOS FTESUILALS. . n e et

Le hasard n'est pas n'importe quoi ...

Il est généralement facile, entre deux listes de @fiffres O et 1 "au hasard" de détecter
celle qui a été imaginée par un étre humain e¢ cpll a été générée par un ordinateur (ou
une réelle expérience de pile ou face).

Des deux tables suivantes (en lignes), quelle el tnaginée au hasard par 'homme, et

celle généree aléatoirement ?

Ok |k |O|0|0O|F |k |O |0

olRr|k|k|lOo|k|O|F |~ |

OO | |F[F|O|(F|Fk|O|O

Ok |O|Fkr|O|O0O|O0|O | |O

ROk [OFR|Fk|Fk|O |0 (O

olr|lOolk|kr|kr|lO|Fk|~|O

Rlkr|krlOolkr|kR|lOo|lO|R|O

OOk |FkP|FP|O|O|OC|O|F
PP [O|Fk|Fk|O|Fk|O|0 |0

Rrlo|lojlo|lo|o|r|o|o|r
olo|lo|lo|r|o|o|r |~ |o
R|k|lolo|lo|k|o|lo|k |-
RlRrkrolo|Rr|k|k|Fk|k
o|lr|Oolk|O|k|k|lOo|o|o
N =l R = = =0
olo|lo|r ook |k, |k
olo|r |k |k|Fk|O|k|O|F
o|lr|r|lolo|o|r|lo|o|r
R|lo|lo|k|o|lo|k |k~ |o
olr|lolo|lr|kr|OR|Fk ]|k

OO OO |FP|FP|O|F

POk |kPrOO|O|O O |k

R|lo|lor|Oo|kr|O|k|O|R
R|lolkr|lo|lo|o|k|o|o|-
o|lr|lojlo|lo|lojo|o|o|o
clolRr|k|k|Fk|F|k |k~
ok |k|k|lOo|k|Oo|Oo|r|o
olo|lr|r|lo|lojlo|o|o|+
olo|lo|r|o|r|o|o|r|o
olo|lr|o|lo|r|o|o|o|o
A = R R = =)
A=A = = A A
A =1 N == == =)
olo|lr|o|lo|lojlo|o|o|o
PRk |lo|lo|k|k|lo|k|o
Rk ok|k|lok|o|k|o
ook ||k |lojo|O|F |+
P lojlo|lo|lolo|k |k |-
olo|lo|o|r|o|k|~|o|o
ololr|k|lO|FR|F|k O~

Comment avez-vous fait ? Justifier votre démarche............oooevee i



26

nde .

Corrigé commenté de l'activité en 2

"LANCERS CONSECUTIFS EGAUX A PILE OU FACE"

ICORRIGE COMMENTE|

TEMPS D'ATTENTE DE 3 LANCERS CONSECUTIFS EGAUX

Simulation d'une expérience EFFOMTPSS
=7
. L !
On observe des résultats généralement Dope
trés dispersés, par exemple : H=71
=
Dok
i
Temps d'attentes observés pour une expérience

3 | 8 | 3 | 15 | 6

Temps d'attente moyen pour 10 expériences
Temps d'attentes observés pour 10 expériences
5,8 | 6,1 | 8,1 | 6,5 | 7,6
L'étendue de ces valeurs est 2,3.
Temps d'attente moyen pour 100 expériences

Temps d'attentes observés pour une expérience
6,88 | 6,42 | 7,18 | 7,3 | 6,84
L'étendue est ici 0,76. Ce qui est bien inférieur au résultat précédent. Ceci est du au fait que
cette fois la moyenne est faite sur 10 fois plus de valeur, ce qui atténue les effets du hasard.
La moyenne de ces valeurs est 6,924 mn. Elle correspond a un temps d'attente moyen
calculé sur 500 valeurs.

[EENTRE NOUS| ...

Nous allons étudier les variables aléatoires suivantes :

Soit L, la variable aléatoire associant a n lancers de pile ou face, la longueur maximale des
coups consécutifs égaux. Cherchons a déterminer P(L, < 3).

Soit T la variable aléatoire associant a des lancers successifs de pile ou face, le temps
d'attente de 3 lancers consécutifs égaux. On montrera que E(T) = 7.

» Expression de P(L, < 3) par récurrence :

On note u, le nombre de suites de n lancers de pile ou face (x) , i allant de 0 & n, ne
contenant aucune séquence de 3 consécutifs égaux. Une telle suite peut étre de 2 types
disjoints :

= Xn_1 % Xn : il y au,_; telles suites.

D Xn_1=Xn €t Xn_2#Xn_1 :ilyau,_,telles suites.

On en déduit que P(L,<3) = % ou la suite (u,) est définie par :

up=2;u,=4 puis |un=un_l+un_2| pour n = 3.

» Expression directe de P(L,<3):
On l'a reconnu, la suite (u,) est du type "Fibonacci”. La recherche d'une suite géométrique
(q") vérifiant la relation de récurrence conduit & I'équation caractéristique q°>—q— 1 = 0 dont

145 +2‘/§ et @ :_1—2\/5 :

les solutions sont ¢ =

Ainsi,u, =C; ¢+ C, @ et les conditions initiales ug = u; = 2 donnent :
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P(Ly<3)= (L+ @)(%) + (1—%) (%)

» Expression du temps d'attente de trois lancers cons écutifs égaux :
pourtoutk=3,0onaP(T=Kk)=P(T>k-1)-P(T>K)=P(L«1 <3)-P(Ly < 3) = ==

ou encore, P(T = k) = ¢ = {(1+ ‘/_)( j (1—%) (%jmj.

2

» Espérance du temps d'attente de trois lancers consé  cutifs égaux :
OnaE(T) =) kP(T=k).

k=3

_ _ 3
Pourx<1,ona;kxk3:%k kxm:%%((l)—(x) —(;3( %( fx) .

On en déduit donc que E(T) = [(1+ ‘,/5_ % -(1- ‘/_) HES j

LONGUEUR MAXIMALE DE LANCERS CONSECUTIFS EGAUX SUR 200 LANCERS DE
PILE OU FACE

Simulation
La simulation donne, par exemple,

Longueur maximale des lancers consécutifs égam@Gfulancers
8 | 7 | 6 | 11 | 7

Sur 200 lancers consécutifs, on a , a chaque fois, observé au moins 6 lancers conseécutifs
égaux (et parfois beaucoup plus). Ce qui est assez contraire a l'intuition.

Le hasard n'est pas n'importe quoi

La table 1, ou la longueur maximale de consécutifs égaux est de 4, a été imaginée par un
étre humain. Ce n'est pas le cas de la table 2, ou on observe six 0 consécultifs, et qui a été
obtenue par un générateur de nombres aléatoires.

EENTRE NOUS| ...
La probabilité qu'une suite de 200 lancers de pile ou face contienne au moins une série de 6
lancers consécutifs égaux est environ 0,9653.

En effet, comme précédemment, notons u, le nombre de suites de n lancers de pile ou face
(x) , avec i de 0 a n, ne contenant aucune séquence de 6 consécutifs égaux. Une telle suite
peut étre de 5 types différents qui peuvent étre dénombrés ainsi :

= Xn_1 % Xn : ily au,_; telles suites.

2 Xn_1=Xn €t Xn_2#Xq_1 [ilyau,_,telles suites.

D Xn_1=Xn ; Xn_2=Xn_1 €t Xn_3 % Xn_> : il y a u,_3 telles suites.

D Xn-1=Xn ; Xn-2=Xn_1; Xn-3=Xn_2 €t Xn_4 % Xn_3:ilyau,_4telles suites.

2 Xno1=Xn [ Xn_o2 = xn 1, Xn3=Xn_2 €t Xn_4=Xn_3 €1 Xy_5% Xn_4:ilyau,_s telles suites.

Onadonc P(L,<6) = 2 ou la suite (up) est définie par :

Uy=2:U;=4;U3=8;Us=16; Us =32 pUiS |Uy = Upy + Upp +Upg +Uns +Uy g poUr N = 6.

Ceci permet le calcul de proche en proche, de P(L2op < 6). On a ainsi P(L2o = 6) = 0,965313.
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3 — COMMENT SIMULER LE HASARD ?

Hasard ou pseudo-hasard ?

Les premieresables de nombres au
hasard ont été construites a parti
desnuméros gagnants de la loterie
Cette pratique a conduit a désignt
par "méthode de Monte-Carlofes
procédes de calcul d'aire utilisant c
nombres au hasard.
Ainsi, alors que le statisticieKarl
Pearson (1857-1936) eut beaucoufs
recours a des lancements de pie :
ou de dés, embauchant pour ce fals
amis et éleves, son filsgon Pearson
(1895-1980), a l'origine de la théorl Vs
des tests, utilisa ce qu'on appela plc R
tard la simulation, grace a des tables de nomlrdésmsard prodwtes dans les années 1925.
En 1955, laRand Corporatiorédita une tabl&A Million Random Digits"obtenue a partir
debruits de fond électroniqueffluctuations du débit de tubes électroniquesyagit alors
d'un générateur aléatoire physique.

Avec l'apparition des ordinateurs, on chercha s&ggndes nombres aléatoires, a l'aide
d'algorithmes Il ne s'agit plus de hasard physique mais d'watdacalculé. On comprend
bien I'antagonisme entre les deux termes. On negasucalculer des nombres au hasard,
puisqu'il sont alors le résultat d'un algorithmesdainiste.

Cela nous conduit & nous poser la question : "qpauod-on dire qu'une suite de nombres
est une suite au hasard ?"

On peut se limiter a une suite de O et de 1, ejuestion devient : "quand peut-on
considérer qu'une suite de 0 et de 1 est une auiteasard ?" C'est a dire résultant d'un
tirage a pile ou face, ou encore, de fagcon plushémhtique, comme étant les résultats
successifs d'une suite de variables aléato{raadépendantes et valant 0 ou 1 avec une
probabilité 0,5.

Cette question est mathématiquement trés diffitliee réponse théorique a été apportée
en 1966 paMartin-Lof : "Une suite de chiffres est aléatoire quand le gdast algorithme
nécessaire pour l'introduire dans l'ordinateur cent a peu pres le méme nombre de bits
gue la suite!’ Cette définition, exclut donc toute possibilitéree regle effective.

Un objectif plus raisonnable est de trouver un itigme produisant une suite de nombres,
telle qu'un statisticien en I'analysant, ne sog papable de détecter si elle a été produite
par un procédé mathématique ou un réel phénoméaome physique : qu'il lui soit
impossible, par exemple, sur une suite assez gidaéeet de 1 (disons 200) de savoir s'ils
ont été générés par un ordinateur, ou en lancanpiéte de monnaie bien équilibrée. Une
telle suite estpseudo-aléatoireCes suites, construites sur des procédés rétsirisont
nécessairement périodiques, puisque l'on travaikr un nombre fini de décimales. On
cherche donc a ce que la période soit tres grandefaut étre sir de son générateur
lorsque I'on a besoin d'une tres grande quantitéoderes au hasard.

Pour simuler une variable aléatoire de loi donéeyrincipe consiste a "déformer" un
générateur de nombres pseudo-aléatoires correspoadane distribution uniforme sur
l'intervalle [0, 1].
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Il est important de noter qu'il n'y a pas de "gtednqu'un générateur de nombres
aléatoires fonctionne toujours correctement. Emiqaier, il y a toujours certaines limites
a la simulation.

Un exemple de générateur de nombres (pseudo) aléato ires obtenu selon la
méthode de Lucas-Lehmer 3

De nombreux générateurs sont obtenus a partir @@iptés arithmétiques, en particulier
suite aux travaux deehmer dans les années soixante dix. Certaines suitegruwentes
possédent, en effet, des propriétés structurefiesodtrées, comme la grande longueur de
leur période (pour les propriétés arithmétiques, Rencadré suivant), qui en font, a priori,
de bons candidats pour servir de générateur aléatdn leur fait subir ensuite toutes
sortes de tests statistiques pour sélectionndutegatisfaisant. Mais, cette fois, il n'y aura
pas de certitude. La méthode statistigue ne démquas qu'un générateur donné est
toujours satisfaisant pour une simulation donnée.

On choisit des entiera et m premiers entre euxr(grand, souvent un nombre premier),
puis on construit la suite) d'entiers positifs de [Om - 1], définie a partir d'une valety,

non nulle et premiere aveg et de la relation de récurrence :

rh+1=ar, modm) ,

c'est a dire que, + 1 est le reste de la division euclidienneadg parm.

La suite &, définie parx, = -~ fournit, pour certains choix d&etm, un générateur de
m

nombres aléatoires dans [0, 1].

Le choix dea etm est effectué selon des critéres statistiquesprdede la configuration
de l'ordinateur.

Pour un modeléBM des années 80, on avait par exemple choisi :

‘a:76 m=2"-1 ifm+1=arfn mOd@)‘

puisx, =rn/n.

Propriétés arithmétiques
de la suite rn+1 = ar, mod(m)
0<ro<m, rgetapremiersavec m

* Tout d'abord, pour toutdans N on a, non nul et premier aveu.

En effet, r, = O impliquerait I'existence d'un entietel quear, — ; = km mais, puisquen
est premier avea, le lemme dé&saussdonnerait quen diviser,_1, c'est a dire

rn-1=0 (nh-1est un reste modulm). Par récurrence, on remonterair@= 0, ce qui est
exclu.

De méme, s'il existad diviseur commun &, etm, alorsd diviseraitar, _ 1 et, puisquan
est premier avea, le lemme desaussdonnerait quel diviser,_ ;. On remonterait d
divisero qui est exclu.

» Dans ces conditions, la suitg)(a pour période I'ordre multiplicatif demodulom, c'est
a dire le plus petit entidrtel quea* = 1 modm.
En effetry+;=r, = ar, =r, modfm) - (@ — 1), =km aveck entier, c'est a dire, puisque
r, est premier avem, a' = 1 modm.
» Lorsquem est premier, le petit theoréme Bermat affirme que sim est premier et ne
divise pasa, alorsa™ ! = 1 modfn) , donc, pour premier aveen, I'ordre multiplicatif d
adivise m—1.

A\1”4

% Ce paragraphe peut étre omis en premiére lecture.
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Un théoreme ddé.egendreassure alors, poun premier, lI'existence de nombres d'ofdre

multiplicatif maximumm— 1 modulam.
Par exemple, modulo 5, le nombre 2 est d'ordreipticktif maximum 4 car 2= 4 mod(5
puis 2 = 3 mod(5) et 2= 1 mod(5) .

Il n'existe malheureusement pas d'algorithme peamietie trouver ces nombres d'ordre

maximum. Le théoréme desgendreprécise cependant qu'entre 1Iet 1 , il en existe
¢(m- 1) correspondant au nombre d'entiers premiegsrav- 1 dans {1, 2, ..m— 2}.
Les nombres d'ordre maximum ne sont donc pas rateayec l'aide de l'ordinateur,|on
peut trouver un tela, qui nous assurera une suite dont la plus peéitege estm— 1, m
étant un tres grand nombre premier.

* Lorsquem n'est pas premier, un théoremeuler donne que, sa et m sont premiens
entre eux, alors a*™ = 1 modfm) ou¢ est l'ndicateur &uler correspondant au nombre
d'entiers premiers avendans {1, 2, ... m— 1}. Ainsi, I'ordre multiplicatif dea est alor
un diviseur de¢(m). Mais on n'est pas assuré qu'il existe un tel bremd'ordrs
multiplicatif maximumdé(m), modulom.

Par exemple$(21) = 12 et, modulo 21, I'ordre multiplicatif de par exemple, est|6
(5° = 1 mod(21) ) qui est un diviseur de 12 et 'onugtiplicatif maximum, modulo 21.

U UJ

On donne ci-dessous les premiéres valeursxge gbtenue sur Excel, avet = 7 ;
m=2"1—1 et en débutant avec la valeyr 5 :

(n=2) 0,657688941
0,778026611 1
0,29325066 * * o *
0,663836187 0,9 T+ S‘

) L 4

0235723001 08 g t ‘ , il
0,394323584 0,7 J . * 5
0,396482029 0.6 - * "4 2 q ¢
0,67346448 : P :
0,917510387 0,5 p
0,59708186 04 - * t | 4
0,154826731 ' )L < <
0,172860553 031é < *
0,267308175 & & * «
0,648500967 0,2 1 . 3 Il
0,35574692 01 14
0,038490931 =T ¢ ° * ‘e
0,917078254 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0334211188 0 20 40 60 80 100
0,087429872

Remarque :

Le nombre 2" - 1 est un nombre ddersennepremier. Les nombres déersennene sont
pas tous premiers (la calculatrice TI 89 donnespample, en faisant factor(2"30 —1) :
2%0 - 1 = 3x7x11x31x151x331) mais leur intérét réside dans le fait quiilsexun test
(découvert par_ucas en 1878) permettant de savoir s'ils sont premietsque leur
manipulation est trés commode dans le systémerbinkis ordinateurs, puisqué'2 1
s'écrit avec 31 chiffres 1 consécutifs.

Edouard Lucag1842-1891), professeur au lycée St-Louis, puiarleimagne, a Paris, est

célebre pour ses résultats en théorie des nométrags "Récréations mathématiques” (il

est l'inventeur du probleme des "Tours de Hanoi™).
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Tester un générateur de nombres aléatoires  *

On construit, a partir de la suite,) fournie par le générateur, une suite de chiffres
aléatoires parmi 0O, 1, 2, ..., 9, en faisant Hh{) ou Ent désigne la partie entiere,
instruction qui ne retient que la premiere décimale

Le premier test a effectuer est celui de&xjuences d'apparition des différents chiffres
Chaque chiffre doit avoir une probabilité 1/10 deis, et sum chiffres consécutifs fournis

par le générateur, la fréquence observée d'unrehifioit se répartir, suivant les
1 9
S

10 10
n )’

, . o : 1
échantillons, approximativement selon la loi noendl (—,
10

d'aprés le

théoréme limite central (ces notions sont rappgdéesloin).
La dispersion "normale” des fréquences observégsges échantillons de taille doit

Jn
n =100 et 0,0095 si = 1000 (il est a noter qu'une dispersion tropléaést aussi suspecte
gue le contraire ). D'aprés les propriétés deolanbrmale, on devrait donc avoir 95
chances sur 100 d'observer les fréquences d'appaditin chiffre a moins dec2de 1/10,
alors qu'un écart dedBest peu probable.

Ainsi, sur des échantillons de tailhe= 100, on a 95% de chances d'observer la fréquence
de sortie d'un chiffre dans la bande [0,04 ; 0,46}rs que pour des échantillons de taille
n = 1000, les fréquences doivent, a 95%, se sitaes th bande [0,08 ; 0,12]. On peut donc
construire un premier test statistique, en écartant générateur fournissant trop
fregquemment une fréquence en dehors de ces inesval

Un second contréle peut étre celui goker, ou I'on regroupe consécutivement les chiffres
par quatre et ou l'on compare les fréquences obserdes différentes configurations
possibles a leur probabilité :

donc se faire, si le générateur est bon, avec art §peo = , c'est a dire 0,03 si

Chiffres Une paire : Deux paires : Trois chiffres | Quatre chiffres
Configuration | différents : 4849 ' 7337 ‘| identiques : identiques :
5872 5515 6666
10x9x8x7 | -210x9x8 | C; 10x9 | 4x10x9 _ 10
Probabilité 10* “o10 2" 10 10* 1 - 200l
= 0,504 =0,432 =0,027 0,036

Pour le générateur ALEA() d'Excel, on obtient peeraple, sur deux expériences, et pour
1000 groupes de quatre chiffres, les effectifsuivants, a comparer aux valeurs théoriques
ti:

Configuration diferems | Unepaire | Deuxpaires jicio® | ideniques
eﬁectifs:*ggfizgvfes ala’t 541 409 18 32 0
effectifsgxgtg%rr\]/f: EYEVE 497 439 31 32 1

valeurs ttihéoriques t, = 504 t, = 432 t; = 27 t,= 36 ts=1

* Certains passages de ce paragraphe font appsltaamiques statistiques qui ne sont vues quia saiite, il

peut étre omis en premiére lecture.
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Une certaine fluctuation des observations est @ttenmais dans quelles limites ? On peut
mesurer l'adéquation des observationsaux valeurs théoriques correspondartiesn
. . , . . S (x —t)?
introduisant I'écart quadratique rédyif . = Z%
i=1 i
Pour étudier la variabilité de ce critére, on idtrib les variables aléatoire$ qui, a chaque
échantillon de 1000 groupes de quatre chiffres @mutgs, associent le nombre de
: : o : s S, (X, —t,)?

configurations de type, ainsi que la variable aleat0|ré'=2¥ , avec

i=1 i

5
> X, =1000.

i=1
La loi deT suit approximativement une loi tabulée et conraesde nom de loi dy® a 4
degrés de liberté (en effet la relation ci-dessiisque la valeur d&s est déterminée dés
gue les valeurs d¥;, X,, X3 et X, sont connues).
La table permet alors d'obteniP(T < 9,48 = 0,95.
On pourra alors considérer comme suspect d'obseneevaleur dey’,, supérieure a 9,48.
Pour les échantillons obtenus précédemment aggniérateur aléatoire d'Excel, on a :

X2, =839 et y3 , =1,25.

Un générateur de nombres aléatoires existe sueddes calculatrices sous la forme de la

toucherandon? : (CASIO) ou[rand] (T. 1.).

Une activité éléves en seconde étudiant le générate ur ALEA
d'Excel

Une des difficultés de la simulation utilisant kEaulatrice ou I'ordinateur est le coté "boite
noire" du générateur de nombres aléatoires. On it I'impression, en partie justifiée,
de n'observer que les propriétés du générateupretcalles du hasard. La machine ne
ressortirait, sous une autre forme, que ce quali@mtré dedans.

Est-ce bien le hasard que I'on étudie ? Pour te &dcepter par les éléves, il est conseillé
de leur faire tout d'abord manipuler de vrais abjgieces de monnaie, dés, ...), comme
dans l'activité éléves décrite précédemment, afn constater que les simulations
fabriquées a partir du générateur sont de natwegue.

Il nous semble méme intéressant d'étudier en Ténérateur lui méme, et les fluctuations
des résultats. C'est ce que I'on propose danwif@duivante, a propos de celui d'Excel.
Les éleves, en demi-classe, sont au maximum deuwrdaateur. lls doivent rendre un
compte-rendu ("feuille réponse”) a la fin de lars®a pour les obliger a analyser les
résultats produits par l'ordinateur. Une "correttjoou synthése est ensuite rapidement
faite, en classe entiere.

® Le motrandomsignifie "hasard" en anglais, il vient du vieuaricaisrandon que I'on retrouve dans
randonnée.
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a7 Pl

ACTIVITE ELEVES EN SECONDE| & -
~ i)
STANSTIQUES

ETUDE DE LA FONCTION ALEA D'EXCEL

Simuler le hasard avec un ordinateur. Comment est-c e
possible ?

Comment un ordinateur qui est fait pour

calculer, selon des programmes précis qui
ne doivent rien au hasard, peut-il fournir

des nombres choisis "au hasard" ?

Bien sdr, ce n'est pas possible, le hasard
n‘habite pas la machine. En revanche, on
peut calculer des nombres qui "ont l'air"

d'arriver au hasard et ceci n'est pas
nécessairement compliqué.

Une formule de simulation de nombres "au hasard"

Lancer Excél.

Cliquer (avec le bouton gauche de la souris) darellule Al, taper 0.5 puENTREE.

Dans la cellule A2, taper lBormule (attention chaque formule doit commencer par le
signe =) :

=(9821*A1+0.211327)-ENT(9821*A1+0.211327) pEHTREE.

Dans cette formule, la fonction ENT désigne la ipagntiére (ce qui est situé avant la
virgule).

. Microsoft Excel - Clazseurl

”ﬁ Eichier Edition P.Ffichage Insertion Format Cutils Données Fenétre 7 -18] x|

D& o-c- @z AN BeS D

[ s -0 - EIE|§§§|§/UDD+U+ED =l ;AL
Az j =| =82 17A1H1 211327-ENTEE21%A1 +0 2113270

| o [ e [ F | 6 [ 3T

1 05 —
3

Approcher le pointeur de la souris du carré ndinésidans le coin inférieur droit de la
cellule A2. Celui-ci se transforme en une croixrapfaire alors glisser, en maintenant le
bouton gauche enfoncé paecopierjusqu'en A15, puis relacher le bouton de la souris

‘D Analyser les résultats sur la feuille répd)nse.

Les résultats semblent arriver au hasard. On efepburtant toujours le méme calcul,
assez simple, en boucle. Les nombres étranges, &301211327, ont été choisis (par
tatonnements) pour le caractéere imprévisible dedtags.

La fonction ALEA()
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Le générateur de nombres aléatoires d'Excel famotigelon un principe semblable.
En B1, entrer ldormule : =ALEA() puisrecopiercomme précédemment jusqu'en B15.

\D Comparer, sur la feuille réponse, aux résultata delonne A

Obtenir un entier "au hasard" entre 0 et 9
En C1 entrer ldormule : =ENT(10*ALEA()) puisrecopierjusqu'en C15.

‘D Compléter la feuille répodse.

Il ne suffit cependant pas d'étre imprévisible psiotuler le hasard, encore faut-il satisfaire
a certains critéres statistiques. Afin de testerquelité d'un générateur de nombres
aléatoires, on lui fait passer de nombreuses épsestatistiques.

APPARITIONS DES DIFFERENTS CHIFFRES

Sur 100 chiffres fournis par ALEA

Examinons par exemple, dans le cas de 100 nombtiesseentre 0 et 9, fournis a l'aide du
générateur ALEA, quelle est la fréquence d'apperitie chacun.

_ Cliquer sur lI'ongleFeuil2 en bas de I'écran.
Afin de ne lancer les calculs que lorsqu'on le

Tramsition | Listes pers. désire, configurer Excel ainsi :
Affichage Calcul | cliquer dans le menQutils/Options...puis dans
Mode de calcul l'onglet Calcul , puis a la rubrigueViode de
™ Automatique calcul, choisir « Sur ordre puisOK.
" automatique sauf les tables En Al entrer l[dormule : =ENT(10*ALEA())
0 e Puis recopier jusqu'en Al0, relacher le bouton
Recalcul avant 'enregistrement gauche de la souris et, de nouveeegopier

jusqu'en J10.
IAppuyer sur la touchE9 pour lancer le caldul.
Vous avez simulé le tirage de 100 chiffres "au fdisa

Pour étudier la répartition de ces 100 chiffresyartompter le nombre de fois que chacun
apparait. o | 5 T

De A12 a A21, entrer les 10 chiffres (en Al12 taPeen |73
Al3 taper 1, ..., en A21 taper 9). 12
Sélectionnerles cellules de B12 a B21 (pour cela cligy 13
sur B12 et glisser, en gardant le bouton gaucHa deuris | 14
enfoncé, jusqu'en B21, puis relacher le boutoradmuris). [-13

L et By R o e i o

Alors que les cellules sélectionnées apparaisselvidéo :2
inversée", écrire lformule : 18
=FREQUENCE(A1:J10;A12:A21) puis valider 19
appuyant en méme tempssur les touchesCTRL [zp
MAJUSCULE et ENTREE. 3

Excel calcule alors lesffectifsd'apparition de chacun des™
10 chiffres (et non leBéquencegomme semble l'indiquer le nom de la fonctionaé#).

Vous allez maintenant représenter ces effectifs mune d'urhistogramme
Cliquer sur l'iconéssistant graphique

[FR

H zl|ﬂ@@|@

Assistant graphique
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Etape 1 sur 4 : choisir Histogramme et le prenoeissype. Cliquer sur Suivant.
Etape 2 sur 4 :

Dans l'onglePlage de donnéesaper dans la fenétRlage de donnéesB12:B21
puis cocher Série err :Colonnes .

Dans l'ongleSérie a la rubriquéctiquettes des abscissdaper =Feuil2!A12:A21
puis cliquer suSuivant

Etape 3 sur 4 : cliquer sur Suivant.

Etape 4 sur 4 : cocheren tant qu'objet dans Feuil2 piisrminer.

Déplacer I'nistogramme, en gardant le bouton gadeHa souris enfoncé.
Cliquer avec le boutodroit de la souris sur l#gendepuis avec le boutogauchesur
Effacer.

ormat de I"axe

MakiF Echell Pali Marnb Ali | . . .
it Echele | polce | onbre | aignemen Cliquer avec le boutodroit de la souris, sur

I'Axe des ordonnéesuis avec le bouton

Echelle de I'axe des ordonnées () gauchesurFormat de l'axe...

Aukomatique Choisir I'ongletEcheIIe

™ Mipimum: O Ne pas cocheMinimum ni Maximum mais

™ Maimumn: 20| indiquer comme valeurs respectives 0 et 20.
¥ Unité principale: IS C"quer surOK.

W Unitssscondaire: 1| Pour obtenir un autre échantillon de 100
W fxe des abscisses (1) chiffres, appuyer surF9 et observer

coupe &: 0 I'histogramme.

‘D Consigner les observations sur la feuille rép|onse.

Sur 1000 chiffres fournis par ALEA

Cliquer, en bas, sur l'onglEtuil3.

Entrer en Al laformule : =ENT(10*ALEA()) puisrecopierjusqu'en A100. Relacher,
puisrecopierjusqu'en J100. Appuyer sk®.

Vous avez maintenant 1000 chiffres choisis "au fittisa l'aide d'ALEA, dont on va
étudier la répartition.

De A102 a A111, entrer les chiffres0;1;2;9.

Sélectionnerles cellules de B102 a B111 et tapefolanule :
=FREQUENCE(A1:J100;A102:A111) puis appuyen méme tempssur CTRL
MAJUSCULE etENTREE.

Procéder comme au paragraphe précédent pour eréistogramme avec:

Plage de données : B102:B11%n Colonnes puis

Série : Etiquettes des abscisses =Feuil3!A102:A111

Modifier le Format de I'axedes ordonnées avec ulBehelle dont leMinimum soit O et le
Maximum 200.

Faire plusieurs simulations en appuyantF=awr

\D Consigner vos observations sur la feuille rép|onse.

TEST DU POKER

Bien sdr, étudier la proportion de chaque réspitatsible n'est pad
suffisant. On pourrait avoir des résultats du typ
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000111222333444555666777888999000111.... Les gropsrsont respectées mais on
n'imite pas le hasard !

Un autre test statistique consiste a faire despg®ule 4 chiffres consécutifs et a examiner
la proportion de résultats ou tous les nombres diférents (5819), ou on a une paire
(1518), trois chiffres identiques (1151) etc.

C’est le test du poker.

Etudions le cas des groupes de 4 chiffres différent

Etude théorique

On choisit au hasard, avec ordre et remise, 4rekifparmi les 10 (de 0 a 9). On peut
obtenir, par exemple, 3893.

[ Indiquer, sur la feuille réponse, quelles charsé®n, théoriquement, d'obtenir, & un
tel tirage, un nombre de 4 chiffres différents ?

Simulation statistique

Dans le meninsertion, cliquer surFeuille.

En Al, entrer Idormule : =ENT(10*ALEA()) puisrecopierjusqu'en D1 et appuyer sur
F9. On a ainsi un premier tirage de quatre chiffres.

En E1, entrer |dormule suivante, qui affichera 0 ou 1 selon qu'il existe non deux
chiffres identiques : =SI(OU(A1=B1;A1=C1;A1=D1;BC%;B1=D1;C1=D1);0;1)
Sélectionnerles cellules de Al a E1 puiscopiervers le bas jusqu'en E100.

Appuyer sui=9.

En E101, cliquer sur l'icone desomme automatiquet faireENTREE.

\D Faire d'autres simulations et consigner vos olasiemns sur la feuille répor{se.
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[0 FEUILLE REPONSE

NOMS I

Simuler le hasard avec un ordinateur. Comment est-c e
possible ?

Une formule de simulation de nombres "au hasard"

Dans les cellules Al a Al5, est-il possible de piele résultat d'une cellule a la cellule
suivante ? DiStiNQUE-T-0N UN OFAIE 7 ... ... eeeeeeiiiiiiiiiaee et e e e e e e e eeeas
Cliquer dans la cellule A3. Examiner la formuledrie. De méme dans la cellule A4.
Comment est effectué le calcul d'une cellule &l suivante ? ..........ccccccvveeevieiiiceeennennnnee.

La fonction ALEA()

La fonction ALEA simule un nombre choisi "au hasaedtre 0 et 1. De méme que dans
les opérations précédentes, peut-on prévoir, danslbnne B, le résultat d'une cellule a la
CEIIUIE SUIVANTE 2 ..ottt e e e ettt e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaans

Obtenir un entier "au hasard" entre 0 et 9

La formule 10*ALEA() donne un nombre décimal conspentre ...... et...
En prenant la partie entiere, quels sont les r#sultpossibles de la formule
A I 0L I ) PR

APPARITIONS DES DIFFERENTS CHIFFRES

Sur 100 chiffres fournis par ALEA

Théoriquement, pour un hasard "parfait”, quelleancles a-t-on d'obtenir le nombre 0 a un
L1122 10 [P UPPPPPPPTTPPPPRPIN
Quelle devrait étre, théoriquement, la proportiéapparition de chaque chiffreur un

grand NOMDIe de tIFAGEB .........oooiiiiiiiiiiiiai ettt bbb s s e e e e e e e e e e eeeeeeeeessnnanneeeesees
Sur 5 simulations de 100 tirages, indiquer la difée de hauteur entre le plus grand et le
plus petit rectangle de I'histogramme :

Simulation n° 1 2 3 4 5

Différence
maximale des
effectifs

Différence relative

en poucentage
(résultat du dessus| % % % % %

divisé par 100)

Les fluctuations d'apparition des différents nomsbentre les simulations sont assez
importantes. Doit-on mettre en doute la qualitdadéonction ALEA ou considérer qu'un
échantillon de taille 100 €St INSUfISANT ? .ceeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiece e
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Sur 1000 chiffres fournis par ALEA

Sur 5 simulations de 1000 tirages, indiquer |laédihce de hauteur entre le plus grand et le
plus petit rectangle de I'histogramme :

Simulation n° 1 2 3 4 5

Différence
maximale des
effectifs

Différence relative
en poucentage
(résultat du dessus| % % % % %
divisé par 1000)

Comparer aux fluctuations observées précédemmendesiechantillons de taille 100.

TEST DU POKER

Etude théorique

Pour compter le nombre de résultats possibleseandire que I'on a 10 possibilités pour
choisir le £ chiffre, multiplié par 10 possibilités pour le ¢halu second, et ainsi de suite
jusqu'au 4™

Soit au total 1810x10x10 = 1d résultats possibles

Combien peut-il y avoir de résultats ou les 4 cbdfsont différents ?

Montrer que l'on a, théoriquement, 50,4 % de chalfagtenir, & un tirage, un nombre de 4
chiffres différents.

Simulation statistique

Sur 10 simulations, de 100 groupes de 4 chiffres,dourcentages de tirages ou les 4
chiffres sont différents ont été :

Simulation 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n

%

Faire la moyenne des pourcentages et comparesaltiatéhéorique.
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Corrigé de l'activité en 2 "* :
"ETUDE DE LA FONCTION ALEA D'EXCEL"

SIMULER LE HASARD AVEC UN ORDINATEUR 0.5

0,711327

Une formule de simulation de nombres "au hasard" 0,153794

Il s'agit de montrer que I:on peut générer de facon assez simple 0.62219935

des nombres pseudo-aléatoires.

; , . 0,83119106

En recopiant vers le bas, le numéro de la cellule est automatiqguement 0.33872289
incrémenté. Le calcul d'une cellule est donc fait a partir du résultat de la :

cellule précédente. 0,80881084

Voici, ci-contre, les premiers résultats. 0,54262732

0,35427095

La f?nCtion ALEA() ) ) . 0,50631348

Apres avoir observé quelques résultats de la fonction ALEA() d'Excel, 0.71599532

on se ramene, par ENT(10*ALEA()), a des entiers aléatoires entre 0 et 9, 0’00132503
ce qu'il est plus aisé a manipuler que les réels entre 0 et 1. :

0,22447315

0,76211535

0,946207

APPARITION DES DIFFERENTS CHIFFRES

Sur 100 chiffres fournis par ALEA()
Sur 100 nombres, on observe des fluctuations assez importantes, de part et d'autre des 10%
attendus.

20 20
15 15 —
10 I 10 -
0 T A
0 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[EENTRE NOUS ../

Considérons la variable aléatoire F, qui, a tout échantillon aléatoire de taille n, associe la
fréquence d'apparition, dans cet échantillon, du zéro (par exemple).
On sait (voir séance 2) que, pour n assez grand, F suit approximativement la loi normale

1,9
N| -1 ,/10710

10’ n

Ainsi, I'écart type entre les fréquences d'apparition du zéro (ou de tout autre chiffre) sur
différents échantillons de taille 100 est environ 0,03.
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Sur 1000 chiffres fournis par ALEA()
En prenant une échelle relative analogue, on constate que les fluctuations sont tres
amorties, lorsque l'on passe a 1000 données.

200 200
150 150
100 ] —

AT =000 Wil

[ENTRE NOUS ../

L'écart type entre les fréquences d'apparition du zéro (ou de tout autre chiffre) sur différents
échantillons de taille 1000 est environ 0,0095.

TEST DU POKER

Pourcentages, sur 100 groupes de 4 chiffres, des cas ou les 4 chiffres sont différents :
On observe par exemple,

56% ; 47% ; 48% ; 52% ; 52% ; 49% ; 54% ; 46% ; 44% ; 55%.

Soit un pourcentage global de 50,3 %, proche de celui attendu.

[ENTRE NOUS ../

On peut juger ici de I'efficacité de la simulation, puisque la probabilité est connue : p = 0,504.
En simulant le prélévement aléatoire de n = 1000 groupes de quatre chiffres, on doit

s'attendre a un écart type (autour de p = 0,504) de I'ordre de 1/%0%496 = (0,016.
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Il — L'APPROCHE STATISTIQUE DES PROBABILITES
Loi normale et théoremes limites

Est-ce que simuler permet de bonnes conjecturas,ldaadre d'une situation aléatoire ?

Combien de fois doit-on répéter les expérienceséll®incertitude a-t-on ?

La simulation est fondée sur la loi des grands nmes)lprécisée par le théoréme central-

limite, ou apparait le réle primordial de la loirnale.

"L'invention”, au début du XIXsiécle, de la loi "normale", dont 'usage est faméntal en

statistique, s'est faite par deux voies :

- celle, dans le cadre de la "théorie des erredis'laméthode des moindres carrés
qui aboutit ave€arl Friedrich Gauss(1777-1855),

- et celle des théorémes limites, avec I'énoncéedjppremiére version dthéoreme
limite central parPierre Simon Laplac€1749-1827).

1 — La loi des erreurs ;

Pl -
SN, = (R

* La moyenne est la meilleure "estimation" du paiatvue 7
de la géométrie euclidienne :

Adrien-Marie Legendre(1752-1833) publie en 1805, dar
ses"Nouvelles méthodes pour la détermination des esbi 77
des cométes'la méthode consistant & minimiser la somi 77
des carrés des écarts. Cette méthode correspon 7/
ajustement optimal pour la structure géométrig // ‘
euclidienne. Soit une quanti®@inconnue, pour laquelle or o
posséde plusieurs mesures différentes, xo, ..., %, (il y a [
toujours des erreurs aléatoires irréductibles,eilstagit pas [/l
des erreurs "systématiques" que l'on sait détettévaluer). | i
On cherche a "résumer" au plus proche le vecl
(X1 , X2, ..., Xn ) par une valeur uniqué c'est a dire par le
vecteur @, ..., 6).

Pour la distance euclidienne, on a :

d4(8.6...0), (4 % %)) = 25 (6=%)*.
L'estimation & de 6 rendant minimale la somme des carr
des écartsz (8- >g)2 correspond a la moyenne.

T

En effet, ce minimum sera obtenu en annulant lavéeér par rapport ag, soit
d N2 _ oy — . A X tLX,
@2(6’ X)*=2>(6-%)=0 qwdonne@—lT.

Ainsi, la moyenne est la caractéristique de positioptimale, du point de vue de la
géométrie euclidienne

"Il est important de démontrer que la moyenne miggnta fonctionx — Z()g -x)* qui
i

mesure la dispersion, et que ce minimum est apfgel¢ariance. Commentaires du
programme 2001 de™t S.
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» La loi normale est celle qui rend l'estimation Emoyenne "optimale" d'un point de
vue probabiliste :

Indépendamment deegendre Gauss alors
directeur de I'observatoire de Gottinge
parvient, dans le cadre de I'étude des orb
planétaires, a cette mémméthode des
moindres carrés dit-il des 1794 (il en
conteste la paternité Begendre mais ne
publiera qu'en 1809). L'originalité deauss
est d'établir les liens qui existent entre ce
méthode et les lois de probabilite
aboutissant ainsi a la "loi gaussienne".
Gausspose ainsi le probleme :

ZEHN DEUTSCHE MARK

Quelle est la loi des erreurs pour Iaqueﬂ;li % est la valeur d& rendant maximale la

probabilité d'observer les valewss ..., X, ?
En envisageant la question d'un point de vue pibbia) on considérera donc que les

erreurs e, = x; — @, ..., e, = X — @ sont des réalisations devariables aléatoires
indépendante&;, ..., E, de méme loi continue de densite, dépendant de la valeur
inconnued.

La méthode du "maximum de vraisemblance" :

Pour@donné, la probabilité d'effectuer des erreurseantete; + dey, ...,e, ete, + dg, est
alors, en vertu de l'indépendance, le produit dekabilités, soit f(e;) de x...x f(e,) de..

On peut alors retourner le raisonnement (a la falgBaye$ et se demander, les mesures
X1, ..., Xn €tant connues, quelle est la valeur@a plus vraisemblable. C'est a dire, quelle
est la valeur d&9 qui rendra maximale la probabilité d'observati@s dhesuresy, ..., X
(réellement observées) donc des erreyrs e.

Il s'agit donc de recherché, doncf, de sorte que f(x; — §x...x f(x, — 6) soit maximum
(ce qu'on appellerait ultérieurement "maximum desemblance”).

Le produit|_| f(x, —6) est maximum lorsque la somnEIn(f(xi —-6)) est maximale.
din f(x —6)

=0.
dé

En dérivant par rapport& on obtient la conditiori

e A X X R )
Sachant que la moyenne arithmétiqiee ———" correspond a la valeur recherchée de
n

Get que cette moyenne vérifie I'équationéenZ(xi —6)= 0 ,Gaussen déduit que, pour

dinf(x-6) _,

2 _ Ky -
- 56—
%+ cte soitf(x -~ =Ce 2"

allant de 1 an, il suffit de poser :

2
On a, en intégrant, litx - 6 = —k , ou l'on

retrouvera l'expression de la densité de la lomade : le réek est strictement positif (sans
quoi il ne peut s'agir d'une densité de probabiktédépend de la dispersion (ce que l'on
nommera plus tard I'écart type), le r€ebst calculé de sorte que l'intégrale sur R fdsse

kef k3 e
2% alors [1f@=Ce 2 est

maximum lorsque la somme des carrés des é@leé est minimale.

On remarque rétrospectivement quefég) = Ce
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Ainsi, la moyenne, parametre déja optimal du podd vue euclidien, I'est également du
point de vue probabiliste (la moyenne est la valéaplus probable) lorsque la "loi des
erreurs” est normale.

C’est la justification réciproque moindres carrés moyenne-écart type + loi normale,
qui explique I'usage presque exclusif de la moyeppesqu’a une époque récen{@oir la
séance 2).

RAPPELS A PROPOS DE LA LOI NORMALE

A propos de la loi normale"Tout le monde y croit cependant, me
disait un jour Monsieur Lippmann, car les expéritagaurs
s'imaginent qu'il s'agit d'un théoreme de mathéqess et les
mathématiciens que c'est un fait expérimental.”

Boutade rapportée patenri Poincaré— 1912.

Il s'agit d'une loi & densiwontinuepouvant prendre n'importe quelle valeur réelle.

BE =] =] =LOI NORMALE[A5; 5653, 5B54; FAL)
A | B | C | 3] | E | F | G | 3

| 1 |ECART T¥PE DE LA LOI HORMALE J
2
| 3 |0 0 1
| 4 |0 1
| 5 | 0.8 o
| 6 | 51,2567 E-06]
| 7 | 49 2 A3BEDR 06 -
| & | 45| 39613E-06 '
ER -4 7| B,369BE-06
| 10 | -AF 1 0141E-05
11 45 1 59B4E-05

—
8]

-4 4| 2 A942E05
-43| 3.8535E-05
-4.2| 5 5943E05
-4.1| G 92626058

-4| 000013333

—
(3]

—
=

—
m
1
L]

—
o

i|

Une variable aléatoir® dont I'ensemble des valeurs possibles est R]asloi normale de
parametresi et g, notéeN (u , 0), lorsque :
pour tous les réelsetb (aveca < b oua valant -co oub valant +«), on a:
_1(x—ﬂj2
b 1 2\ o
Plas X<b)y=| f(x)dx avec|f(X) =——e :
( )=], 10 W=

La fonction f est ladensitéde la l0iN (U, 0). OnaE(X) = ; oX) =0 .
La loi normale posséde des propriétés fondamentdedinéarité. Une combinaison
linéaire de variables aléatoires indépendante®idenbrmales suit une loi normale. Xi

u

suit la loi normaleN (u , 0), alors T X suit la loi normale standard (centrée,

réduite) de moyenne 0 et d'écart type 1. On pent dacilement se ramener a cette
derniere, dont la fonction de densité (courbe "leche") est représentée sur l'image ci-
dessus et pour laquelle les résultats suivants gamiculierement importants (et utilisés
par la suite) :

P(-196<T <196) = 095 et P(-258<T < 258 = 099.



44

2 — Les théoremes limites

C’est Pierre Simon de Laplaceui va consacrer,
avec lethéoreme limite centrala prépondérance
en statistique de la loi normale.

L'approche dd.aplace se situe dans la voie de
lois limites, ouverte padacques Bernoulliavec
laloi des grands nombres

a) Loi des grands nombres

"De fagcon apparemment paradoxale, Il'accumulation
d'événements au hasard aboutit a une répartitiorfai@ment
prévisible des résultats possibles. Le hasard néegiricieux
gu'au coup par coup."

"Le Trésor" -M. SERRES et N. FAROUKI,
article loi des grands nombres.

L'approchefréquentistedes probabilités est fondée sutda
des grands nombredont Jacques Bernoulliest a I'origine
("L'Art de conjecturér1713).

Loi des grands nombres (énoncé vulgarisé pour
probabilité d'un événement) :

On répete de facon indépendante la méme expéris
aléatoire ou I'on observe ou non I'événenfent

Plus on fait d'expériences, plus la fréquence d'apjtion
deA se rapproche de la probabilité de

/M ¢ éﬁwu%

Le choix du programme de®dest, non pas dintroduire la notion de probabititén
événement, mais celle de loi de probabilité :

Le lien entre loi de probabilité et distributionesifréquences sera éclairé par un énonce
vulgarisé de la loi des grands nombres :
[0 Pour une expérience donnée, dans le modele dédinune loi de probabilité P, les
distributions des fréquences calculées sur degséle taille n se rapprochent de P quand
n devient grand. (Programme 2001 ¢& 8).
ou encore :

[0 Si on choisit n éléments d’'un ensemble fini E seloe loi de probabilité Pj
indépendamment les uns des autres, alors la digtab des fréquences est proche de la
loi de probabilité P quand n est grand. (Documeatdompagnement™f S 2001).

Voir la séance 3 pour cette approche statistiquealloi de probabilité.

Voyons comment, dans [|'édition "méthodique” dendyclopédie Condorcet montre
I'intérét de l'approche fréquentiste, en rappotemtravaux ddacques Bernoulli
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ENCYCLOPEDIE
METHODIQUE.

s

MATHEMATIQUES,

Par MM. ’A1EMBERT, P Abbé BossurT, pE L4 Lanpe,

le Marquis de CoNDORCET, &c.

TOME PREMIER.

A PARIS,

Chez Pancroucxe, Libraire, hétel de Thou

A Liztece,

Chez PLonTEUX, Imprimeur des Etats.

» ruc des Poitevins;

M. DCC LXXXIV.

AvEc APPROBATION, ET PRIVILEGE Dpu Ror

Article PROBABILITE de |IEncyclopédie
parCondorcet(1751)

A propos dessources de probabilité..

Nous les réduifons & deux efplees 5 l'one’

renferme les probabilités tirdes de la confidéra—
tion de Ia nature méme , & du nombre des cau-
fes ou des raifons qui peuvenr influer fur la yé—
rit¢ de la propofition dont il s'agit; Vautre n'eft
fondée que fur Pexpérience du paflé , qu peut
rous faire tirer avec confiance des conjectures
pour lavenir , lors du moins que nous fomxpr.les
affurés que les mémes canfes qui ont pro_dulr"c
pafi¢ exiftent encore, & font prétes & produire la-
venir. -

M. Bernoulli , le géométre , qui entendoit le
mieux ces fortes de caleuls , geft propofé I'obe
jethon & en donne la réponfe. On la trouvéra
dans fon livre de arte conjedandi , p. 4, dans
toute {on ¢tenduc; probléme , fuivant lni, auffi
difficile que la quadrature du cercle, 1 y fait
voir que la probabilite, qui maiffoit de Yexpérience
répétée , alloir toujours en croiffant , & croiffoit
tellement , qu'elle Sapprochoit indéfiniment de
la cerrrude. Son calculpnous apprend a déter-
miner ( queflion propofée dune maniére fixe )
combien de fois il faudroit réitérer lexpérience
pour parvenir & un degré afligné de probabilite.
Ainfi, dans le cas d’une urne pleine d’un grand
nombre de bonles hblanches & noires, on veur
saffurer par I'cxpérience du rapport des blanches
aux noires ; M. Bernoulli trouve que.pour qu’il
foit mille fois plus probable qu'il y en a deux
noires fur rrois blanches , que non pas toute
autre fuppofition, il faut avoir tiré de T'urne
2554¢ boules , & que, pour que cela for -deux
mille fois plus probable , il falloit avoir fait
31243 épreuves; enfin, pour que cela devint fept
mille fois plus probable , il falloit 36960 tirages.

. La difficult¢ & la longueur du calcul ne permear-

tent pas de le rapporter ici cn entier , on peut le
voir dans I'ouvrage cité.

Par-la il eft démontré que Pexpérience du pafié
eft un principe de probabilite pour ’avenir ; que
nous avons lien d’attendre avec raifon des. éve-
nemens conformes 4 ceux” que Nous . avons ‘v
:arriver fréquemment , & plus nous avons lien de
desartendre de nouveau. Ce principe recu, on fent
de quelle wilité feroient dans les ,queftions de
phyfique , de politique , & dans ce qui regarde la
vie commune , des tables exactes qui fixeroient
fur une longue fuite d’¢événemens la proportion
de ceux qui arrivent d’une certaine fagon a
ceux qui arrivent antrement. Les ufages qu'on a
tiré des regifires baptiftaires & mortuaires font fi
grands , que cela devroit engager non-feulcment

. & les perfe¢tionrer, en marquant, par exempie ,

JFage, la condition , lc tempérament, le genre de
mort , &e. mais aufli A en faire de plufieurs au-
tres €venemens , que l'on dit trés-mal-A-propos

* €rre Peffet du hafard; c’eft ainfi que 'on pourroit

former des tables qui marqueroient combien d'ina
cendies arrivent dans un certain tems, combien de
maladies ¢pidémiques fe font fentir en certains
efpaces de tems , combien de navires , &c, ce qut
deviendroit trés-commode pour réfoudre une ine
finit¢ de queftions utiles , & donneroir aux jeuw
nes gens attentifs toute expéricnce des vieil-
fards,
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De facgon plus précise, on a le théoréme suivant :

Loi faible (convergence en probabilité) des granasmbres :
Soit un événement A avét(A) =p.
SoitX;, 1<i<n, des variables aléatoires de Bernoulli, indépeteta de paramétpe
(X vaut 1si A est réalisé a I'expériencet 0 sinon).

1=n 1
On note S, :Z X (qui suit la loi binomialeB (n, p) ) et F :ES“ , la variable
i=1

aléatoire correspondant a la fréequence d'observdgoA sur les expériences.

1- 1
Alors, pour toutt > 0, P(|F— d> t wj <

_t_z.

Démonstration :
C'est une application de l'inégalité Beenaymeé-Tchebichewui affirme que, pour une
variable aléatoirX d'espéranci(X) = u et d'écart type(X) = g% 0, on a, pour tout> 0,

1
P(|X—/1|>ta)st—2 .

On peut, dans le cas d'une variable aléatoire ptamanombre fini de valeurs , ..., X, ,
justifier cette derniere inégalité ainsi :

Onao®= Y (x - P(X=x) 2 3 (x-m)?PX=x)
i=1 i % -H>ta
et i (x, —()’P(X =x) = t?c’x Zn: P(X =x).

jlx-u >t jl%-u >to

Dot o®2t? 0% x P(X - 1] >10).

Remarques :

» La majoration est trés grossiére et conduit avdé=urs den trés grandes. Pour retrouver
I'ordre de grandeur des nombres cités dans I'exedgBernoulli, on devra préciser la loi
de la variable aléatoite.

Prenons I'exemple de I'urne Bernoulli, rapporté dans I'Encyclopédie.

On a p = 3/5 etBernoullirecherche, dans Alts conjectandl une valeur de de sorte que :

P(% - 002< % < % + 0,0Z) = 0,999 ou S, suit la loi B (n, 3/5). Probléme énoncé ici

avec des notations modernes (I'expresSgue non pas toute autre suppositiamest pas
suffisamment claire dans l'article de I'Encycloegdi

On veut doncF{% —% > 0,0ZJ = 0,001. L'inégalité deBienaymé-Tchebichedonne, en
3x2
prenant = 32 : ‘i -31>32122 |< 0,001
n 5 n
3x2
5 5 = 002 d'ou n = 614400.

Ce qui conduit a choisir tel que32 -

En étudiant soigneusement, dans le développemebindume, les rapports d'un terme a
son précédentBernoulli parvient a une majoration bien meilleure meC'est la valeur
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25550 rapportée p&ondorcet mais, comme le dit ce derniéla difficulté et la longueur
du calcul ne permettent pas de le rapporter iceatier.”

L'utilisation parMoivre de la formule dé&tirling pour approcher la factorielle nous conduit
sur la piste de la loi normale et permettra undlewiévaluation da (voir plus loin).

» La loi forte des grands nombres énonce un résaftatogue pour une convergence
presque sdre (dite aussi convergence forte), &'dst sauf sur un ensemble de probabilité
nulle.

b) Théoreme de Moivre-Laplace

On sait que la somme devariables aléatoires d&ernoulli, valant 1 avec la probabilifg
et 0 sinon, suit la loi binomiale de paramétrexp.

En utilisant la formule dé&tirling pour approcher la factoriell®]oivre, dans ladoctrine
des chancesubliée en 1718, montre |'approximation de larihistion binomiale, poun
grand et dans le cgs= 1/2, par la loi "normale”.

Pierre Simon Laplacegénéralise en 1812 ce résultat au pagielconque.

Si lesX; sont des variables dgernoulli indépendantes et de méme paramgtieas
tres voisin de 0 ou de 1, alors

1=n
Sn:ZXisuit approximativement, poum assez grand, la loi normaldN

(vp. = ).

Ce théoréme fournit ainsi une approximation d'usiebinomiale par la loi normale de
méme moyenne et méme écart type.

La planche de Galton

La "planche de Galton"est une illustration
physique (classique... mais spectaculaire)
I'approximation d'une loi binomiale par une I
normale.

Galton, qui n'était pas mathématicien, éprou
le besoin d'imaginer et de faire réaliser ¢
procédés physiques pour comprendre
propriétés de la loi normale.

EcoutonsLucien March introducteur en France
de la statistiqgue mathématique anglaise, ni
décrire linstrument dans son ouvragkees
principes de la méthode statistiquedaru en
1930.

"La concentration des effets de I'association
séries primaires[il s'agit du théoréme limite
central] peut étre réalisénécaniquementdans
un appareil fort simple, analogue a cet ancit
jouet dans lequel une bille descend a travers un

guinconce de clous pour finir par se poser dans ease numérotée qui indique le gain du
jeu. Cet appareil est figuré ci-aprés. Il compremge trémie débouchant au-dessus d'un
prisme dont l'aréte partage l'orifice de la trémimns une proportion donnéette
proportion est de 6/7 sur la figureJe sorte que des grains, des grains de sable par

Lz B
E)ww E0°
1764 @ZM

@ 264680
12096
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exemple, jetés dans la trémie se répartissent dquehcodté du prisme dans la proportion
fixée sur l'autre face du prisme."

Puisqu'il y a 8 rangées de prismes et qu'un gmisathle a, pour chaque prisme rencontré,
6 chances sur 7 d'aller a gauche, la répartiteffestue selon le modele de la loi binomiale
B8 ; 1/7).

En augmentant le nombre de rangées, on se trodeaales conditions d'approximation
par la loi normale et I'on mettra ainsi en évideleckrofil" de la courbe d&auss

” Eichier  Affichage |

OPTIONS , + . ACTIONS
b L
PN mise & zéro
- oD =
L T S S S
P T S Y
D T T S Y
: L N
vitesse P T T nombre de billes
P T S S S S S S S Y |
'I [} __|’ L R R T T T T S =

L S S N I N I A A I

+ + + + + + + + + + + * + +
A
- Ié‘:her
nombre total de
hilles
300
Francis Galton(1822-1911)

On a réalisé ci-dessus une simulation sous Exaeeddlanche de Galton ayant 14 rangées
avecp = 0,5. On peut comparer I'histogramme observé,aene part, I'histogramme
selon la loi binomiale et, d'autre part, la dendéda loi normale.

» Fréquences observées dans le schéma de Bernoulli

échantillon
de taitle
fréquence observee

Si lesX; sont des variables dgernoulli de

méme parametrep alors, d'aprés le
théoreme deMoivre-Laplace la variable

aléatoire

“”13‘75 F = Z X (fréquence
p:

observée sur un echantlllon de tailesuit
approximativement, pour assez grand, la

loi normale N (p, @j .

Appliquons ce résultat au probléeme poséBennoulli et rapporté dansHhcyclopédie
Si la proportion de boules blanches dans I'urnepest§, la variable aléatoiré& suit

approximativement la loN §,£ )
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1) Calculons, en fonction de le réel positith tel que P(:—é—hs F s:—53+h) =099. On

détermine ainsi un intervalle autour de 3/5 daogidé la variable aléatoirE prend ses
valeurs dans 99 % des cas.

F-3
On poseT = TS de sorte qué suit la loi normaleN (0, 1).
5/n
Ona P(§ ~—h<F<3+ hy="P —h <1< D | oron sait (loi normale standard)
5 5 6 6
n n
queP ( —2,58< T < 2,58)=0,99.
. _ 258/6
On en déduit qué = .
! 5Un

2) On peut expérimenter, en fonction de la tailldes préléevements, les fluctuations des
frequences de boules blanches observées en effecsia calculatrice, le programme
suivant.

L'écran illustre la "convergence” (presque sten!peuvre dans la loi des grands nombres.

:DrawF 3/5+2.58(6)/(5V(X))
:DrawF 3/5-2.58(6)/(5V(X))

TI 83 Accés aux fonctions
:FnOff FnOff par VARS Y-VARS On/Off puis choix 2
:ClrDraw ClrDraw par 2° DRAW DRAW puis choix 1
:PlotsOff PlotsOff par 29 STATPLOT puis PLOTS et choix 4
:0 - Xmin Xmin Xmax Xscl... par VARS Window...
‘500 - Xmax DrawF par 29 DRAW puis DRAW et choix 6
100 - Xscl For par PRGM CTL et choix 4
0.5 . Ymin int par MATH NUM et choix 5
. . rand par MATH PRB et choix 1 o
;8:1 N igl?x If par PRGM CTL et choix 1 Limite de '3
: = par M TEST zone a 99 9
:DrawF 3/5 selon la

Pt-On par 29 DRAW POINTS puis choix 1
End par PRGM CTL puis choix 7

taille n

‘For(J ,1, 4) . .
0. P Ordonnées :
:For (I, 1, 500) fréquence b
int(rand+3/5)— A des boules  “|f- _
MfA=1 blanches Abscisses :
P+1. P dans le taillen,
:Pt-On (1,P/1) prélévement 13 de 0 a 500, d«
End , - .-_______——___ prélévements
:End = . . . . .

- Sipestinconnu et que la question est de savcpjrzsig, on est dans la situation d'test d'hypothése

5

(situation décrite dans l'article d&ricyclopédig et les limites sont alors celles deziane de rejetle

I'hypothésep = % selon la taille de I'échantillon.

- Sip est "totalement inconnu" et que I'on cherchesiiiteer indépendamment de toute référence, on a la
situation (plus délicate) deestimation On parle alors ifitervalles de confiancedont les bornes
fluctuent en permanence, selon chaque échantillohagjue valeur de.

(Ces notions seront abordées dans les séancasurikérde ce stage)
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3) Déterminons (pour comparer aux résultats Bernoulli, cités patCondorce} de sorte

ve : PUF —§‘> oozj—i
que-- 5/~ °74)7100C”

On veutP (|T| < o,oz%j = % On recherche donc, pour la Ni(0, 1) la valeur

—1 =999 st adiret = /741999y op i
det telle que 2/7(t) — 1 100¢ c'est a diret = /7 (200() ou /7 est la fonction de
répartition de la loi normale centrée réduite (tébu La table, ou la calculatrice,
donnet = 3,29.

On a donc 0,02ﬂ = 3,29 d'ou n= 6495 (a comparer avec 25550 obtenu par

V6

Bernoulli).

c) Théoréme limite central

Laplaceva plus loin quéaussen montrant, en 1810, que"saconde loi des erreurs{la

loi "normale”) approche la distribution des moyennarithmétigues den erreurs
indépendantes de méme loi. Avéaplace la loi normale s'impose comme presque
universelle, puisque, méme si la distribution indiixelle des erreurs ne suit pas une loi
normale, celle des moyennes des erreurs suit ajppatixement, sous certaines conditions
(indépendance, lois identiques), une loi normalestCsur ce résultat que va s'appuyer
toute la statistique du XfX*siécle.

La dénomination déloi normale” est utilisée paPearsonen 1893. Quant au nom de
"théoreme limite centra)"il a été proposé pdtolya en 1920 qui parle d&entral limit
theorem of probability theory"

Théoreme limite central (TLC) :
Soit X des variables aléatoires indépendantes, de mémddanoyenne u et d'écart type
o. Pour n suffisamment grand, la variable aléatoire

- 1 1 o
Xn=ESn :—Z X, suit approximativement la loi normalé ( —j .

U n

n

Vn J,
N (0, 1) (c. a d. convergence simple des fonctioasrépartitions vers celle de la loi

normale centrée réduite). Ce théoreme est, poteg @son, aussi dénomminéoreme de
la limite centréé

De facon plus précise, la suite de variables ailéest converge en lovers la loi

L'étude statistique de hariabilité, qui sera I'objet des séances suivantes, s'ajppsierie
théoréme limite central.

® Laplaceavait introduit en 1774 une "premiére loi des @rs& de densit§x) = (k'2)e "™ avecx O R, en
considérant les écarts absolus des mesures partaplp médiane.
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Séance 2 :
FLUCTUATIONS - SONDAGES

ET VARIABILITE

| — FLUCTUATIONS D'ECHANTILLONNAGE D'UNE
FREQUENCE

"L'esprit statistique nait lorsque l'on prend comlsce de l'existence de fluctuations
d'échantillonnage." Document d'accompagnement dgnamme 2000 de seconde

La citation précédente a pour but de montrer l'irtgowe de I'étude, en classe de seconde,
des fluctuations d'échantillonnage, pour la comgmnélon de l'approche statistigue des

situations variables. Elle est cependant un peutérigase. Qu'est-ce que cet "esprit

statistique" qui naitrait de cette prise de comsme?

Plutét que d'esprit statistique, parlons de meéthetigistique. Nombre de méthodes

statistiques, comme [l'estimation par intervalle amfiance ou la théorie des tests

d'hypothéses, sont fondées sur I'étude de la vi#éadiun phénomene. Il s'agit souvent de

distinguer entre variations "normales”, habituelletues au hasard, et variations

"significatives”, signes d'autres causes. Prenersrhple du pile ou face. Sur 100 lancers,
il sera bien rare d'observer autant de pile quéade, méme si la piéce est parfaitement
equilibréee. La fréquence des piles fluctue. Cepenidan peut penser qu'un écart
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"significatif" (en un sens a préciser) entre lafrénce des piles et celle des faces pourra
faire penser que la piece est truquée.

Le premier objectif est de prendre conscience ggefluctuations d'une fréquence, par
exemple la fréquence des piles sulancers, entres différents échantillons, dépenthde
taille n de I'échantillon. Lorsque est trop petit (par exempte= 10 lancers) la fréquence
fluctue trop pour que I'on puisse se faire une iopirau vu d'une expérience. C'est ainsi
gue dans l'exemple du classement des hdpitaux detdace 1, le nombren = 12
opérations chirurgicales est insuffisant pour dgtier sérieusement la qualité des
différents établissements.

Ce n'est pas une notion évidente que lorsque lie tdés échantillons augmente, la
variabilité diminue. Il s'agit, en seconde, degé&xmenter (cela ne sera théorisé, par la loi
des grands nombres, ou le théoréme limite cemjual plus tard).

L'échantillonnage consiste a modéliser les fluctuations observédee das différents
échantillons que I'on peut prélever dans une ptipulaSa compréhension est un préalable
aux théories statistiques de I'estimation et d&s.te

1 — Théorie : distribution des frequences des échan tillons

Un modéle utile est celui de I'urne Bernoulli : une urne contient des boules blanches et
des boules noires en proportiqn

On souhaite étudier comment fluctuent les fréquenicede boules noires, observées sur
des échantillons (sondages) de taille
Dans la pratique, se pose bien sir le probléemesay| Population (connue)

(inférer & partir d’'un échantillon, par exemple pon Proportionp de
controle de qualité ou un sondage), mais I'étude boulesnoire:
:’echantl!lonnage est nécessaire pour construille de Echantillon

estimation. de taillen

Rappelons le théoreme de Moivre-Laplace(cas Frique”gf
particulier du théoréme limite central). observe

On effectuen tiragesavec remisalans une urne contenant des boules blanchesresnoi
Soit X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 sfT&boule tirée est noire, et 0, si elle est
blanche. LesX; sont des variables indépendantesBdenoulli de méme parametge Un

calcul simple montre que I'espérance V&(X) =p et I'écart typex(X) = +/ p(L- p) .
n
La variable aléatoir&, = z X; (nombre de boules noires sur un eéchantillon dke tia)
i=1
suit alors la loi nommée binomiale, de paramétresp : B (n, p) . On aE(S) = np et
a(S) = ynp(l-p).
Le théoréme déoivre-Laplaceaffirme que cette loi binomiale est proche, powssez
grand, de la loi normale de méme espérance ettgpartN (np, 4/np(1- p)) (que l'on se
souvienne de la planche @altonqui matérialise cette approximation).
En posantF = %Sq (variable aléatoire correspondant a la fréquertsemwée des boules

noires apres tirages), on obtient le résultat important suivant
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i=n
La variable aléatoireF :Ez X, (fréquence observée sur un échantillon de tajlle
i=1

l_
suit approximativement, poarassez grand, la loN (p : ,/@] .

2 — Expérimentation

Expérience physique
L’appareil ci-contre permet

et TSI T de réaliser physiquement
‘ robabﬂlté' des échantillons et d'etudier
ey Statistiques:P la distribution
d'échantillonnage des
fréquences.

Il contient 200 billes dont
10 billes noires.

e On a doncp = 0,05

T En secouant, on vient

%‘ 0 e "‘"":.'. :.'-TL".“."'"" -, remplir lesn = 32 alvéoles
i S : qui matérialisent un
== échantillon. On observe

alors une fréquencé de billes noires.

Il s’agit bien sr d’'un échantillonnagxhaustif (sans remisg ce qui complique un peu la

théorie précédente.

La variable aléatoirX qui, a tout échantillon de taille= 32 prélevé sans remise parmi les

N = 200 billes, associe le nombre de billes noim#enues dans I'échantillon, suit la loi

hypergéométriquéd (N, n, p),
k n—k

Cy.Cho
avecP(X:k):% JE(X)=np=1,6 etg(x):\/u

n
N

(I'écart type avec la loi binomiale serait d’envir,23).

:2 npl-p) =1,13

Avec une calculatrice ou l'ordinateur

La calculatrice (ou l'ordinateur) permet de simules tirages avec remise dans une urne,
de facon simple, et répétable un grand nombreide fo

On considére par exemple une urne qui contient d6%

oC © pU:r%eL;O boules noires p = 0,40) et 60% de boules blanches.
[ e o) o) . . . ,
° Simulation d'un tirage sur calculatrice :

Echantillon n
taille 100 o
fréquencd;

En mode "normal" :

Sur CASIO :| Int(Ran# + 0.J4)
o e = Sur CASIO :Int s'obtient par OPTN puis NUM, dRan# par

OPTN puis PRB.

Sur T.I. : [int(rand + 0.4) du int(rand() + Q.4 U89 et TI92.
= Sur T.I. :int s’obtient par CATALOG ou MATH puis NUM, eand par MATH puis PRB.
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L'obtention du chiffre 1 signifiera "boule noiretelle du chiffre O signifiera "boule

blanche".

Simulation d'un échantillon de taille n = 10(rélevéavec remise :

CASIO (anciens 5
Commentaires modéles sans | A5 G;af&% a T.. 81 T..80-82- 83 - 85 T..89-92
l'instruction For) rap
S compteur desy | g0 0. S
eomptour debd 1 0~ SO 1 | 0. s 0 s
. "Lbl 1 0 For 1 - | Tof:Lbl1 o T
io_oglralges | int (Ran# + 0.4} 1000 ‘int (rand + 0.4 ;i';‘t’r Egialof)o . ;i';‘t’r "ﬁjr?é’ .
o 2 beid s~ sO Int ( Ran# + 0.4)+ S S '+S( s b4)+(s SO
blanche. I+1- 10 +S- SO A+l -1 :Endq :IéndFor_)
Affichage de |3 | < 100 = Goto| Next[ Af1 <100 DISp S= 100 DISp s+ 100
fréquencef de|lD S+ 100 :Goto 1 . '
l'échantillon. | S+ 100 :Disp S+ 100

On peut alors simuler une vingtaine d'échantillgngs comparer la moyenne des

fréquences observée® #0et I'écart type des fréquences observeésqutiw06 = 0,049

Simulation sur Excel :

Il suffit d'entrer dans la cellule Al la formule
=ENT(ALEA() + 0,4)
En amenant le pointeur de la souris dans le

inférieur droit, celui-ci se transforme en une xrg
noire. Il suffit alors de recopier vers la drofigsqu’'en

CV1 pour constituer un échantillon de taille 100.

En CWL1 on peut calculer la fréquent@bservée sur
I'échantillon, en entrant la formule :

CW

N

=[ =SOMME(AT:CY1)/100

=

cT | ¢Uu

| o

= aoo o

e o= ==

0,34

e o B
ool = oo

Dans la colonne CW :
fluctuation des fréquences sur
des échantillons de taille 100

ralpafralralba| === w|l=|m || —= | ==
2 RR~Eezs 55 =R M|

= oo =0 —=0O|= =00 —| —|d

| 25 |

O = | = | OO O = | == O O O 5| o

—_

—
Q

Q)
o
>S5
Q
6
(9]
O
o
3

©
jab)
=
0]
-

OO0 =0 = 00000 —=—

O =lsooco—=o|lal =

0,33
0,42
0,43
0,42
0,28
0,46
0,35
0,43
0,54
0,52
0,33

04
0,33
0,32
0,31
0,36
0,49
0,43
0,34
0,34
0,41
0,51
0,41
0,37

@Fichier Edition  Affichage  Insertion Format  Cutils

=SOMME(A1:CN100

G E|hﬁ|nvﬁ-v = & 8|l
=| =ENT(ALEA)+H 4)
A B | C |
1 1
| 2 |
3
En sélectionnant la premiére

ligne, puis en la recopiant vers le
bas jusqu'a la ligne 1000 (par
exemple), on visualise les
fréquences observées sur 1000
échantillons de taille 100.

On  peut visualiser cette

distribution des fréquences en
demandant un histogramme.

La théorie prévoit que les

fréquences observées se
distribuent approxi- mativement
selon la loi normale de moyenne
0,40 et d'écart type 0,049.

On peut superposer la courbe de
Gauss a [l'histogramme des

fréequences observées sur les 1000
échantillons de taille 100, de
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Il suffit d'appuyer sur la touche F9 pour simuléfQ autres échantillons.
Voici deux exemples :

0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6

0,2 0,25 0,3 0,35 04 0,45 0,5 0,55 0,6

On pourra ainsi considérer que les variations "abesY de la fréquence observée sur les
échantillons de taille 100 se situent ici entre &,®,5 , alors qu'observer 60% de boules
noires est pratiguement impossible sur un échantille taille 100 prélevé dans une urne
contenant 40% de boules noires.

De facon générale, le calcul sur la loi normale reoque 95% des réalisations se situent
entre la moyenne plus ou moins 1,96 fois I'écam tyici 0,40 +/ — 1,96),049 c'est a dire
entre 0,30 et 0,50.

L'indicateur des fluctuations est donc I'écart t (1\/__ P) pour un échantillon de taille
n

n. On peut dire que, lorsque la taille de I'échbomtiaugmente, les fluctuations diminuent
en % C'est la prise de conscience de ce phénoméndppservation et la simulation,
n

qui est l'objet du programme de seconde dans |lahende 'aléatoire.
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3 — ACTIVITES D'ECHANTILLONNAGE SUR LES THEMES DE
SECONDE

D'aprés le programme de seconde, les éleves
doivent étre capable de :

* "Concevoir et mettre en oeuvre djss
simulations simples a partir de chiffres au
hasard."

* "Avoir compris que le terme de fluctuatio
d'échantillonnage exprime le fait qu'entre
plusieurs  séries  d'expériences, a
distribution des fréquences varie, et que
varie avec elle tout ce qui se calcule |a
partir de cette distribution, notamment |
moyenne."

* "Que les variations des distributions des
fréequences calculées sur des séries |de
taille n, diminuent lorsque n augmente."

>

je )

Parmi les thémes d'étude du programme de
seconde pour atteindre les objectifs ci-dessus,
NOUS Proposons ci-apres trois activités.

On nous dit gu'il ne s'agit pas de faire un cours
mais d'expérimenter. Pour les TP utilisant la
calculatrice, nous avons réparti les éléves en
groupes de 3 ou 4, pendant les séances en
demi-classe, éventuellement avec un théme difféf@mhque groupe rendant un compte-
rendu. Ce qui permet ensuite de faire une syntbaselasse entiére, sur les principaux
enseignement a tirer de I'expérience. Pour lesufrFEscel, les éléves sont & 1 ou 2 par
machine, avec une "feuille réponse” a rendre @nldd la séance (cela les oblige a analyser
les résultats a I'écran).

Les activités proposées sont les suivantes :

* T.P. sur Excel :Fluctuations des sondagésCe TP est nécessaire a I'élaboration
d'une formule de fourchette de sondage. Il s'agitndntrer I'impact de la taille de
I'eéchantillon sur les fluctuations des résultatssdndage. Ce TP pourra étre suivi
d'un autre sur I'estimation par "fourchette".

e T.P. Calculatrice :Une martingalé. Etude des fluctuations du temps d'attente du
premier pile au jeu de pile ou face dans un jenorodouble la mise a chaque lancer.

e T.P. Calculatrice :Le cube et la fourmi. Un classique des "marches aléatoires" ou
I'on étudie les fluctuations de la moyenne, sedomdmbre d'expériences effectuées.
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T.P. SUR EXCEL EN SECONDE|

FLUCTUATIONS DES SONDAGES

FLUCTUATION DES SONDAGES DE TAILLE 100

On considéere une population importante parmi

® ®  Population : laquelle 40% f§ = 0,40 ) sont satisfaits de I'action de

) © © p=0,40 leur président (ou encore, une urne qui contiefb 40
O de boules noires et 60% de boules blanches).
Sondage numéro ° On effectue d_es sondages en prélevant au hasasd dan
O taillen = 1006 cette population des échantillons de taille= 100
ON©)
fréquence p, PErsonnes. . .
' Pour chaque sondage on calcule la frequence,
O c e d'opinions favorables.

On désire étudier comment se répartissent les

fréquencesp, des différents sondages.
Remarque : la population étant supposée importamesonsidérera que la proportipnreste la méme a
chacun des 100 tirages.

Simulation d'un tirage

Lancer Excél. Dans la cellule Al, taper lformule : =ENT(ALEA()+0.4) puis faire

ENTREE.
Le résultat est 1 si la personne interrogée estrédle au président (fréquence 0,4), et 0 si

la personne n'est pas favorable (fréquence 0,6).

a) Simulation d'un premier sondage (100 tirages)

Arial 0 FlE I 5| E = . . .

” | - Approcher le pointeur de la souris du carré
Al | =| =ENT(ALEA)+]4) ir situé dans le coin inférieur droit de |

m 5 | 5 | [ noir situé dans le coin inférieur droit de la

1 = cellule Al. Celui-ci se transforme en une
5 croix noire, faire alors glisser, en

ecopier . p

3 maintenant le bouton gauche enfoncé pour

4 recopier jusqu'en Al100, puis relacher le

bouton de la souris.
Pour conserver cette simulation par la suite, eliqians le men@utils/Options...puis

dans l'ongleCalcul , puis a la rubrigudode de calculchoisir « Sur ordre puisOK.

La frequencep, d'opinions favorables de votre premier sondagdaesomme des O et des
1, divisée par 100. Calculer cette fréquence dansllule A 101 en tapant farmule :
=SOMME(A1:A100)/100 puisENTREE.

O Indiquer le résultat sur la feuille réponse.
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b) Simulation de 50 sondages de taille 100

Revenir sur la cellule A1, a l'aide de l'ascens8étectionneres
cellules de A1l a A101 : pour cela, glisser de ARED1 en
gardant le bouton gauche de la souris enfoncé.cReda les
cellules sélectionnées sont\wadéo inversédsur fond colore).
Approcher le pointeur de la souris du carré nairésdans le coin
inférieur droit de la cellule A101. Celui-ci serisforme en une
croix naire, faire alors glissey gy g o =l a AL
vers la droite, en maintenar

le bouton gauche enfonc
pour recopier jusqu'en
AX101, puis relacher le

Awlﬂxlxg

bouton de la souiris.

= = O

1
a
a
]

0.28] 041

o

IAppuyer sur la touch&9| pour lancer le calcul de I
simulation des nouveaux sondages.

Calculons la frequence moyenne d'opinions favosapteir les 50 sondages de taille 100.
En A103, taper : moyenne.
En B103, taper lformule : =SOMME(A101:AX101)/50. Puis faireNTREE.

Tri des données et histogramme

On va regrouper les données en 14 classes d'adg®25. Il faut, pour cela, entrer les
bornes supérieures de ces classes.

En A105 entrer la valeur 0,25 . En A106, entrdptanule : =A105+0,025.

Recopier vers le bas jusqu'en A118, puis fBBe La cellule A118 devrait ainsi contenir la
valeur 0,575.

Indiquons en face les centres des classes : en @10 la formule =A105-0,0125 puis
recopierjusqu'en B118 et faire F9.

Sélectionnerles cellules de C105 a C118, puis inscrire dabsitee de formules

= FREQUENCE(A101:AX101;A105:A118) puis appugemultanémensur les touches
CTRL MAJ ENTREE

J Assistant ﬂ’v’JME' | Excel calcule et affiche

graphique [X «/ =| =FREQUENCE{&101:AX101;A105:A118) les effectifs de chaque
J B C D | E classe (et non les

105 0,25 023754105 A118) fréquences ! ).

106 0275 02625 Barre de Sélectionner les cellules

107 03 02875 formule C105 a C121

108 0,325 03125 oo a ' .

109 035 03375 Cliquer ~ sur  licone

110 0,375 03525 d'assistant ﬂ)hlque

111 0.4 03375 Etape 1/4 :

Choisir Histogramme
puis cliquer suSuivant
Etape 2/4 :Cliquer sur l'ongletSérie puis, a la rubriquédctiquettes des abscisses (X)

. A . . 5.2 T .
cliquer sur l'icbne d&ortie vers la feuille de calci==4, sélectionner les cellules de puis

revenir dans la boite de dialogue de I'assistagigque, par I'ic@nE .
Etape 3/4 :Dans I'onglet. égendedésactiveAfficher la Iégende Cliquer surSuivant
Etape 4/4 :ChoisirEn tant qu'objet dans Feuil Jpuis cliquer suferminer.
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Déplacer et agrandir le graphique.

Dispersion des sondages de taille 100
Vous allez déterminer le pourcentage de sondagesigsant une fréquence comprise

1 1
entre 0,4 et 0,4 +~, c'est a dire, pour= 100, entre 0,3 et 0,5.
n Jn’

En A120, entrer la formule :
=(NB.SI(A101:AX101;">=0,3")-NB.SI(A101:AX101;">0,9)*2
puis en B120, taper "% entre 0,3 et 0,5".

Faire F9 pour de nouvelles simulations.

IO compléter la feuille réporise.

FLUCTUATION DES SONDAGES DE TAILLE 1000

Simulation d'un premier sondage (1000 tirages)

Cliquer sur lI'ongleFeuil2 en bas de page.

Dans la cellule Al de la feuille 2, taper farmule : =ENT(ALEA()+0.4) puis faire
ENTREE.

Recopierla cellule Al vers le bas jusqu'en A1000 puisef&.

En A1001, calculer la fréquence des opinions faWesade ce premier sondage de taille
1000.

Simulation de 50 sondages de taille 1000
Sélectionnerles cellules de A1 a A1001, puicopierjusqu'en AX1001. FairE9.

Histogramme et dispersion

Cliquer sur longlet Feuill. Sur la feuille 1, |[®]) Eichier Edition affichage Insertion Fc
sélectionnerles cellules de A105 a B118 puis chqu“ B i | =
sur l'icéneCopier.

Cliquer sur l'ongletFeuil2. Sur la feuille 2, cliquer [faa ol
dans la cellule A1005 puis sur l'icé@eller. A1018 [ =/
Sélectionner les cellules de C1005 a C1021 p T B |:|25| [ Coller i
inscrire dans ldarre de formule: — e

=FREQUENCE(A1001:AX1001;A1005:A1018)
puis faire simultanéme@TRL MAJ ENTREE .

Cliquer sur licéne de dssistant graphiqueet, en suivant la méme procédure que
précédemment, représenter I'nistogramme des rissdéia 50 sondages de taille 1000.

1 1
L'intervalle [0,4 ——= , 0,4 +—=] peut mesurer la précision du sondage en fonation
Jn Jn

nombren de personnes interrogées. Ainsi, poar 1000 on a l'intervalle [0,37 ; 0,43].
En A1020 taper léormule

=(NB.SI(A1001:AX1001;">=0,37") — NB.SI(A1001:AX100%0,43"))*2

puis en B1020, taper : "% entre 0,37 et 0,43".

Faire F9 pour d'autres simulations (attendre ledlozil").
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‘D Compléter la feuille répodse.

[0 FEUILLE REPONSE

FLUCTUATION DES SONDAGES DE TAILLE 100

a) Simulation d'un premier sondage
Fréquence des opinions favorables pour le preromage p,= .........
Comparerp, avec la frequengede la population & ...........coocuvviiiiirimmmmmriee e

b) Simulation de 50 sondages de taille 100

» Sur une simulation de 50 sondages de taille 100 :
Quelle est la moyenne des 50 fréquenpedes SONAJES & ......ovviviiiieiiiiiiee i remmm e

Comparer avec la fréquenpale [a POPUIALION : .........cooiiiiiiiiii i

Répartition par classe des fréquenges

Classes | p;<0,25 |10,250,275]| 10,275;0,3]| 10,3;0,325] 10,325;0,35]0,35;0,375]| ]0,375;0,4]
Effectifs

Classes | 10,4;0,425] | 10,425;0,45] ]0,45;0,473] 10,475;0,5] 0,%;0,525] | ]0,525;0,55] p, > 0,55
Effectifs

Quel est le pourcentage des sondages donnantaqesfrcep comprise entre 0,3 et 0,5 :

* Sur plusieurs simulations de 50 sondages de taille 100 :
Indiquer le pourcentage de sondages donnant ugacinée comprise entre 0,3 et 0,5.

Simulation n° 1 2 3 4 5
%

(Ode] o (o] 11 (<IN T TRRRT

FLUCTUATION DES SONDAGES DE TAILLE 1000

* Sur une simulation de 50 sondages de taille 1000 :
Répartition par classe des fréquenges

Classes | p;<0,25 |10,250,275]| 10,275;0,3]| 10,3;0,325] 10,325;0,35]0,35;0,375]| ]0,375;0,4]
Effectifs

| Classes | 10.4,0,425] | 10,425,045] 10.45,0473] 10,475,0,%] 0,3;0,525] | 10,525,0,55] f >0,55 |
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| Effectifs | | | | | | | |

Quel est le pourcentage des sondages donnant @émeefrce p. comprise entre 0,375 et
0,425 ?

Comparer les histogrammes de répartition des sesddg taille 100 et des sondages de

(2= 11 =300 000 PRSP

* Sur plusieurs simulations de 50 sondages de taille 1000 :
Indiquer le pourcentage de sondages donnant ugacinée comprise entre 0,3 et 0,5.

Simulation n° 1 2 3 4 5
%

(Ode] o (o] 11 (<IN RRPRT

A votre avis, pourquoi la plupart des sondages-somffectués sur la base d'environ 1000
personnes interrogées et pas 10000 ?
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Eléments de solution

FLUCTUATION DES SONDAGES DE TAILLE 100
a) Simulation d'un premier sondage
Fréquence des opinions favorables pour le premier sondage : p,= 0,47 (par exemple).

Comparer f, avec la fréquence p de la population : fp, > p.

b) Simulation de 50 sondages de taille 100

La moyenne des 50 fréquences p, des sondages est proche de la fréquence p de la
population.

En faisant F9, on peut faire de nombreuses simulations. On constate, en moyenne, que
95 % des sondages donnent une fréquence comprise entre 0,3 et 0,5.

J@ Eichier Edition Affichage Insertion Format Qutls Données Fenétre 7 =l =]
CIELICRERMER A" EIES LRI R
A120 | =] =(NB.SI(A101:A%101;">=0 3"} NB. SI(A101:A%101;">0 52
A | B I B I D I E I F I G I j
[105| 025 0,2375 0
| 106 0,275 0,2625 0 12
107 03 0,2875 2 N
[108| 0,325 03125 5 10
[109| 035 0,3375 3
|10 0,375 0,3625 2 g
[111] 04 0,3875 ikl
[112] 0425 04125 7 51
[113] 045 04375 9
[114] 0475 04625 3 4 —
|115] 05 0,45875 4
[116| 052 05126 1 2
17| 055 05375 i 0 || —|T 1]
[118] 0575 0,5625 ] N % ‘{; '/\Q‘\ '{3‘ '/\; '{3‘ i
119 SN
120 BEl% entre 0,3 et 05 F
[121]
122 =
1[4 » w4 Feuilt {Feuilz { Feula 0 | |

FLUCTUATION DES SONDAGES DE TAILLE 1000

Simulation de 50 sondages de taille 1000.

Les histogrammes de répartition des sondages de taille 1000 sont beaucoup moins
disperseés que ceux de taille 100.

|87 Fichier Edition Affichage Insertion Format Qutls Données Fepdtre 7 =15
IR I ERIEICEE I
A1020 | =] =(NB. SI{A1001.AX1001;">=0 37")-NB. SI(A1001 . AX1001;"=0 43")2

A | B I B D I E I F G I 3
11005 | 025 02375 0
1006 | 0275 02625 0 30
11007 | 03 02875 0
11008 | 0,325 0,3125 0 2%
11008 | 035 03375 0
11010 0375 03625 2 20
11011 | 0.4 03675 24
11012 0425 04125 23 15
11013 045 04375 1
11014 0475 04625 0 0
11015 | 05 04875 0
11016 | 0525 05125 0 5
11017 | 055 05375 0
11018 0575 05625 0 o il =
1020 IR

5

:ggﬁl 941% entre 0,37 1 0,43 & &F & F F
[102] =
1[4 [ oI Feuilt ), Feuil2  Fevils KN LlJ—‘

En faisant F9, on peut faire de nombreuses simulations. On constate, en moyenne, que
95 % des sondages donnent une fréquence comprise entre 0,37 et 0,43.

L'intervalle analogue pour n = 10000 est [0,39 ; 0,41].

Le gain en précision est assez minime par rapport au codt financier d'un tel sondage. C'est
pourquoi la plupart des sondages sont effectués sur la base d'environ 1000 personnes
interrogées.
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T. P. CALCULATRICES EN SECONDE|

UNE MARTINGALE A PILE OU FACE

Reégle du jeu : on joue a pile ou face, avec une mise de dépdtOd® Lorsqu'on perd, la
"banque'conserve la misesi I'on gagne, la "banquebuble la mise
Martingale : jouez pile (par exemple). Si vous perdez, regopide etdoublez votre mise
jusqu'a gagnerAvec cette stratégie, on gagne a tous les coups !

Quelques essais, avec une piece

Jouez quelques parties, en notant le nombre derameEcessaires avant de gagner, et
combien vous rapporte chaque patrtie.

Vous est-il arrivé de devoir lancer la piece plasl@ foiS ? .....cccoevveiiiiiiiiiiieee e
Combien rapportent les parties (gain final moingiige totale) ? ..........ovvveiiiiiiiiiiiiiieieeeiiiies
Compléter le tableau suivant, pour chaque partssipte, d'au plus 5 lancers.

lancer lancer lancer lancer | nb de | mise sur| gain | mise
1 2 3 4 lancers letapis | final | totale

~ P 1 10| 20| 10] 10
F \ P 2 20 | 40| 30| 10

F\—p .
F

5

bénéfice

On constate que, pour un bénéfice assez modesseit iEtre capable de miser beaucoup,
surtout si pile tarde a sortir. )

Quelle est la mise totale si pile n‘apparait qUBTIaNCEr ? ........ccovveveeeieeeeeee e,
(@ TU L= T L= 1= 0 1= o = PSPPI
On va étudier la question suivante : le risquerel'&uiné" avant de pouvoir gagner est-il
négligeable ? Pour cela, vous allez simuler undyremmbre de parties.

Simulation des temps d'attente de pile

Ce premier programme simule une partie et affiehedmbre de lancers nécessaires avant
I'apparition de pilettmps d'attente de pjle

CASIO Graph 255 100 TI 80 (sans While) T182-83 T189-92
1- NO ‘0> N 1N 1-n
While Int(Ran# + 0.5) F:Lbl 1 :While int(rand + 0.5) F:While int(rand() + 0.5) 3
o0 N+1- N 0 0
N+1- NO Af int(rand + 0.5) =0 N+1- N n+1-n
WhileEnd :Goto 1 :End :EndWhile
N :End :Disp N :Dispn
:Disp N

= Pour obtenir certaines instructions :
¢ CASIO Graph 25- 100 :While et WhileEnd par PRGM COMint par OPTN NUM ;Ran# par OPTN PROB 5 par PRGM REL.
« T180 82 83 While et End ou EndWhile par PRGM CTL jnt par MATH NUM ; rand par MATH PRB ;Disp par PRGM 1/O.

Observer, sur quelques parties, le temps d'attenfele.
Quel a été le temps le plus long ?
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Ce second programme permet d'obtenir, sur 100epatt répartition des fréquences des
différents temps d'attente de pile.

CASIO Graph 2% T1 80 TI182-83 TI89-92
100
Seq(l,1,1,15,1)- List 10| :seq(l,1,1,15,1)- L, :seq(l,1,1,15,1) L, :seq(i,i,1,15,1)- L1
Seq(0,1,1,15,1) —» List|:seq(0,l,1,15,1) L, :seq(0,1,1,15,1) L, :seq(0,i,1,15,1)- L2
20 :For(1,1100 :For(1,1,100 :Fori,1,100
For1- 1 To 100 ‘0-N 1- N 1-n
1. NO ‘Lbl 1 ‘While int(rand + 0.5) z:While int(rand() + 0.5) 3
While Int(Ran# + 0.5) #:N+1 - N 0 0
oQ JIfint(rand + 0.5) =0 N+1- N n+1l-n
N+1- NO :Goto 1 :End :EndWhile
WhileEndJ ‘End iLa(N) + 1 — Lo(N) L2[n] + 1 - L2[n]
List 2[N] + 1 — List 2 ‘Lo(N) +1 - Ly(N) :End :EndFor
[N]O :End :L,/100 - L, :L2/100 - L2
Next] :L,/100 - L, :Plot 1 (Histogram}:1 - xmin
List 2= 100 - List 200 |:Plot 1 (Histogram|Ly,L,) 15 _ Xxmax
S-WindMart] Li,Lo) :PlotsOn 1 1 - xscl
ViewWindow 1,15,1,0, |- 100N 1 1 ~ Xmin :0 — ymin
0.7,0.0 :1 » Xmin 115 - Xmax 0.7 - ymax
0 _ HStarf] 15 ~ Xmax 11 - Xscl 0.1 - yscl
1 . Hpitchil L~ Xscl 0 — Ymin :PlotsOn
S-Gphl DrawOn , Hist ,20 - Ymin :0.7 - Ymax :NewPlot 1,4,L1,,L2,,,,1
List 1, List 2 , Bluél :0.7 - Ymax :0.1 - Yscl Disp Ly, L,
DrawStat 4 :0.1 - Yscl :Dispgraph
List 2 :Dispgraph :Pause
:Pause Disp Ly, L,
DISp L, L

= Pour obtenir certaines instructions :
CASIO Graph 25 10d :Seqpar OPTN LIST List par OPTN LIST [ et ] au clavier ;S-Wind Man par SET UP Man ou SHIFT
SET UP S-WIN ;Hstart et pitch par VARS STAT GRPH S-Graphl par EXIT FA(MENU) STAT GRPH GPH1Draw On par,
éventuellement EXIT F4A(MENU) STAT DRAW ONHist par STAT GRPH Blue (si couleur !) par STAT COLR DrawStat par
PRGM DISP Stat.

. Seqpar 2 LIST OPS L, au clavier par® ; For End Pausepar PRGM CTL Plot 1(Histogram,L1,L2) par 2¢ STAT
PLOT PLOTS puis TYPE Xmin par VARS Window... PlotsOnpar 29 STAT PLOT PLOTS Dispgraph par PRGM I/O.

* Particularités sur certains modeéles :

CASIO Graph 25 et 30 : Les instructions-OHstart et 1 - pitch 0 sont a supprimer.

Faire EXE ou ENTER apres l'affichage de [I'histograam puis pour faire une autre
simulation.
Noter les fréquences des temps d'attented,Euparties pour quatre simulations :

emps 1 4 | 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9 1d 11 1

d'attente
fréquences
(1 simulation)
fréquences
(2" simulation)
fréquences
(3® simulation)
fréquences
(4° simulation)

™

Quel est I'écart maximum entre vos quatre simuiatite taille 100, pour les fréquences du
temps d'attente €gal @ 1 2 .....cooiiiii e ceeceeee e ——————— e e e e e e e a e

Modifier le programme en remplacant, a deux enslyd@0 parties pad00Q
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Effectuer deux simulations (durée du programmeCABIO Graph 60 = 1 mn).

emps 4 | o | 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10 11 1]

d'attente
fréquences
observées
(1°® simulation)
fréquences
observées
(2" simulation)

™D

Quel est I'écart entre les deux simulations déetdiD00, pour les fréquences du temps

(o oV =] 0] (ST =To F= L= U USSR
Comparer avec les simulations de taille 100. . .eeeiiiiieeeeeeeeiiieeeee e e e e
Sur les données de votre premiere simulation die th00, calculer le temps d'attente
MOYEN AU PreMUET PIE. ..o e e e e e e e e e e e e eeeeaernnnne

Eléments de solution

Quelgues essais, avec une piéce

Il s'agit de s'approprier les regles du jeu et de donner du sens aux simulations qui suivent.
On observe trés rarement un temps d'attente de pile supérieur a 10.

On constate qu'a chaque fois, certes on gagne, mais seulement 10 €.

nb de lancers mise sur le tapis gain final mise totale bénéfice
1 10 20 10 10
2 20 40 30 10
3 40 80 70 10
4 80 160 150 10
5 160 320 310 10

Simulation des temps d'attente de pile
Exemple de distribution, sur 100 parties, des temps d'attentes :

Si pile n'apparait qu'au 10°™ lancer, il faudra, pour gagner 10 €, pouvoir miser :
10 +20 +40 + 80 + 160 + 320 + 640 + 1280 + 2560 + 5120 = 10 230 €.

L1 L& L= c
i [Ch |
c e
= A=
Yy AIE
E Ay
b Al
7 0
e Lziii=, 54
Exemple de distribution, sur 1000 parties, des temps d'attentes :
' L1 L2 Lz s
i (01 | ———
c L3
3 Az
Y JEE
E WIL ]
B Jizl
r i
Lziii=,5

[EENTRE NOUS ../
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Si I'on considére la variable aléatoire T qui associe, a chaque partie, le temps d'attente de

k-1 k
pile, on a, pour toutk =1, P(T = k) = [%} X(EJ = [ij .

2 2
C'est a dire que T suit la loi géométriqgue de paramétre % :
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0,5 | 0,25| 0,125 0,063| 0,031 0,016| 0,008 0,004| 0,002| 0,001 0,0005| 0,0002

P(T=Kk)

(les hauteurs des rectangles de I'histogramme sont successivement divisées par 2).
1-p
2

L ] 1 )
La loi géométrique G(p) ayant pour espérance — et pour écart type ,ona:
Y

E(T)=2et ofT) = /2.

Fluctuations d'échantillonnage

On considére une urne, remplie de boules portant les temps d'attentes possibles, selon les
proportions théoriques données par la loi géométrique.

 Pour les fluctuations de la fréquence  F du temps d'attente égal & 1, sur des échantillons
de taille n, on a p = 0,5 et I'on peut considérer que, pour n assez grand, F suit

05x05 _ 05
n Jn
 Pour les fluctuations du temps d'attente moyen X, sur des échantillons de taille n, on a
M=E(MT =2eto=0oT) = \/E et I'on peut considérer, d'apres le T.L.C., que, pour n assez
grand, X suit approximativement la loi normale de moyenne yu = 2 et d'écart type
o 2

Jno Vn

IA propos du paradoxe de Saint-Petersbourg |

Le theme de ce T.P. (au programme de seconde) est issu du "paradoxe de Saint
Petersbourg" posé par Nicolas Bernoulli a Montmort en 1713 :

Pierre joue contre Paul a pile ou face. Paul s'engage a donner 1€ a Pierre si pile sort et a
doubler cette somme tant que pile sort. Quelle doit étre la somme que Pierre donne a Paul
au début du jeu pour que celui-ci soit équitable ?

Le calcul de I'espérance de la somme que Paul donne a Pierre est :

approximativement la loi normale de moyenne 0,5 et d'écart type

Ixleoxlye?x 1 141,14 soit une somme infinie !
2 4 23 2 2 2

Le calcul de l'espérance mathématique est ici trompeur car il ne tient pas compte des

conditions humaines du jeu : sommes d'argent supposées gigantesques mises en jeux, pour

des probabilités extrémement faibles, d'événements humainement non observables.
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T. P. CALCULATRICES EN SECONDE|

LE CUBE ET LA FOURMI
UNE FABLE CRUELLE

a) Description de I'expérience

Une fourmi se déplace sur
AZ les arétes d'un cube. Elle
part du point O. A chaque
G F sommet, elle choisit au
hasard Il'une des trois
D E arétes qui s'offrent a elle.
Au sommet E l'attend un
oiseau, qui la mangera
aussitot.
On désire étudier la durée
y de vie de la fourmi,
O > sachant qu'elle met une
C minute pour parcourir une
aréte.

A B On rapporte I'espace a un
repere orthonormal, de
sorte que O est repéré par
les coordonnées (0, 0, 0)

A(1,0,0);C(0,1,0)et
G(©0,0,1).
Donner les coordonnées des points B, D, E et F.

b) Avec un dé

Pour simuler une promenade aléatoire de la fouraus allez utiliser un dé. S'il tombe sur
1 ou 2, vous allez modifier I'abscisses'il tombe sur 3 ou 4, vous modifierez I'ordonpée
et, enfin, pour 5 et 6, vous modifierez la catet ce, jusqu'a atteindre le point E fatal.

Exemple :
dé : 3 1 4 5 6 5 4
départ O C B A D A D E

La durée de vie de la fourmi a été de 7 mn.
A vous (ca peut étre assez long) !
dé :
départ O

deé:
point :

dé :
point :
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SIMULATION ET DUREE DE VIE MOYENNE

Le programme suivant simule, pour N expériencesdueée de vie moyenne des N

fourmis.

CASIO Graph 25> 100 T.1.80 T.I.82-83 T.1.89-92
"N"[O Input N :Prompt N :Prompt n
? - NO 0-5S 0-S 0->s
0_- 1 :For(l,1,N) :For(l,1,N) :Fori,1,n
For1- | ToNO 0-D 0~ D 0-d
0 - DO 'seq(0,J,1,3,1) L, 'seq(0,J,1,3)% L, :seq(0,j,1,3)- L1
Seq(0,J,1,3,1) List10 [0 - T 0T 0ot
0. TO Lbl 1 ‘While T# 3 ‘While t£ 3
While T # 30 T =3 :1 + int(3rand)- M :1 + int(3*rand())—~ m
1 + Int(3Ran#)— MO | :Goto 2 11— L(M) - Ly(M) :1—L1[m] - L1[m]
1 — List 1[M] - List|*L *int@Brand)- M 1+D-D 1+d-d
1[M] 0 1 - Ll(M) — Ll(M) :Sum(l_l) S5 T :SUm(Ll) >t
1+D- DO 1+D-D ‘End :EndWhile
Sum(List 1) TO sum(ly) - T S+D-S s+d- s
WhileEnd] :Goto 1 ‘End :EndFor
S+D_ S ‘Lbl 2 :SIN :Disp s/n
Next] S+D- S
S+ N :End

:S/N

= Pour obtenir certaines instructions :

OPTN LIST.

+[T180 - 93

Utilisation possible de la foncticddATALOG (sur Tl 83 — 85 — 92).

Prompt Input par PRGM I/O ;- par STO” ; L, au clavier par b seqpar 29LIST OPS ;For par PRGM
CTL ; int par MATH NUM ; rand par MATH PRB ;If While Lbl Goto End par PRGM CTL ;= ou # par

2" TEST (2 MATH TEST sur Tl 92) sumpar 2% LIST MATH.

CASIO Graph 25- 10d ;" par ALPHA ;? par PRGM ;SeqList par OPTN LIST ;For To Next par
PRGM COM ;Int par OPTN NUM ;Ran# par OPTN PROB # par PRGM REL [ ] par SHIFT ;Sum par

a) Simulation d'une expérience

A linvitation du programme précédent, entrer phyda valeur 1. Vous simulez la durée

de vie d'une fourmi (expérience faite avec le d§.a@Dompléter le tableau suivant.

Durées de vie observées pour une expérience

b) Durée de vie moyenne pour 10 expériences

A l'invitation du programme précédent, entrer pufa valeur 10.

Recommencer cinq fois et compléter le tableau, leugsaphique ci-dessous.

Durées de vie moyennes observées pour 10 expésience
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Durée d¢ 7 i i

vie e i i

moyenne 4o S [
11
16 i i

LS oo B
87 1 1
7 ‘ 1

| ; | n°
1 2 3 4 = d'échantillon
e Quelle est I'etendue d€ VOS 5 VAIEUIS 2 ...eeeeeeiiieeeeee e e e e

c) Durée de vie moyenne pour 50 expériences

A linvitation du programme précédent, entrer pbiyda valeur 50 (attention la durée de
calcul est d'environ 1mn sur Tl 83). Recommenaeq &bis et compléter.

Durées de vie moyennes observées pour 50 expésience

3

Durée d¢ i 777777 T 7777777777
vie ! !
moyenne 19 ! !
. - e
oo R R
97 1 1
8§ T T I
7. ‘ ‘ | | .
| I n
1 2 3 4 d'échantillon
e Quelle est I'etendue d€ VOS 5 VAIBUIS ? ...eeeeeeieeeeeeee e e e e e

» Comparer aux observations obtenues au 2) et domeeexplication. ..........ccooveeeeeeeiss

 Calculer la moyenne des 5 valeurs. A quoi cornedp@tte moyenne ? .......ccccoeevvveeeeeeeeeeennn.
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Eléments de solution

Simulation et durée de vie moyenne

a) Exemples de résultats obtenus pour une expérience :

Durées de vie observées pour une expérience

3 | 15 | 5 | 13 | 25
b) Exemples de durées de vie moyennes
pour 10 expériences : FramCUEE
H=71@
11.&
H=71@
3
H=71@
15.4
Durées de vie observées pour 10 expériences
11,6 | 9 | 13,4 | 11 | 12,6
L'étendue est ici de 4,4.
c) Exemples de durées de vie moyennes
our 50 expériences : FramCLEE
P P H=758
Q.42
H="32a
14,82
H="32a
11.4
i
Durées de vie observées pour 50 expériences
9,48 | 10,68 | 11,64 | 9,6 | 10,88

L'étendue est ici de 2,16. Elle est inférieure a celle observée sur des échantillons de taille 10,
les effets du hasard sont atténués par la plus grande taille d'échantillon. Ce qui apparait
immédiatement sur les graphiques. La moyenne est de 10,456 et correspond a la durée de
vie moyenne observée sur 250 fourmis.

[ENTRE NOUS ../

Justifions que I'espérance de vie d'une fourmi est de 10 mn.

Pour cela, considérons I'éloignement possible d'une fourmi, par rapport a son point de
départ. Celui-ci peut étre de 0, 1, 2 ou 3 (fin du voyage). Les probabilités avec lesquelles
une fourmi passe d'un niveau d'éloignement a un autre sont résumées par le graphe ci-
dessous :

hasard.

1 2/3 1/3
éloignement —— |  éloignement —— —Pp{ éloignement —— Pl éloignement
0 D EE— 1 ] 2 3
1/3 2/3

Considérons la variable aléatoire D correspondant a la durée de vie d'une fourmi prise au

Le tableau suivant donne, en fonction du temps t, la probabilité d'éloignement de la fourmi
par rapport a l'origine.
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variable probabilité probabilité probabilité probabilité
temps aléatoire "durée éloignement | éloignement | éloignement | éloignement
de vie restante| 0 1 2 3
t=0 D 1 0 0 0
t=1 D-1 0 1 0 0
t=2 D-2 1/3 0 2/3 0
t=3 D-3 0 7/9 0 2/9

On constate qu'a l'instant t = 3, la fourmi a 7 chances sur 9 d'étre au méme niveau
(éloignement 1) qu'a l'instant t = 1, et 2 chances sur 9 d'étre sur le point d'étre mangée (au
niveau 3).
En désignant par N la variable aléatoire correspondant au niveau atteint par une fourmi a
l'instant t = 3, on peut faire le calcul d'espérance conditionnelle suivant :
E(D-3)=E(D-30N=1)xP(N=1)+E(D-30N=3)xP(N=3)

=E(D -1) x (7/9) + 0 x (2/9).
D'ou E(D) -3 = (E(D) — 1)(7/9) etdonc E(D) = 10.

Référence : 0 Engel - Varga - Walser - "Hasard ou stratégie" - Ed. OCDL - 1976.
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Il — INTERVALLE DE CONFIANCE POUR UNE FREQUENCE

1 — Le probléme de I'estimation

C'est le probleme ‘inverse" de celui ( ..

I'échantillonnage, et celui qui se pose dans l& Population (inconnue)

ec ge, gd " P - \q]ma Proportionp ? de
des sondages ou des contréles de qualité : a dart boules noires
la fréquencd observée swin échantillon,estimerla

fréquencep correspondante, dans la population. Un échantil
D'un point de vue logique, la situation est tn (connu)
différentede celle des fluctuations d'échantillons. de taillen
Alors que dans l'étude de I'échantillonnage Fréquencé

démarche est déductive (on connait la fréquempce
sur la population et on en déduit les variations €fequences f sur les difféerents
échantillons possibleshour l'estimation, la démarche esinductive : de la valeur f
obtenue sur un échantillon, on cherche a induiraleur de la fréquence sur la population
(@ "inférer").

La démarche de la statistique inférentielle essiaimhabituelle en mathématiques. Son
objectif est d'apporter une aide a la décision, wmjai pas la "rigueur" habituelle en
mathématiques.

On procéde par sondages pour des raisons écon@nigoene peut pas toujours se payer
le luxe d'un recensement et il se peut, en paricuju'un contréle de qualité nécessite la
destruction des pieces testées (mesures de régistar chocs...). C'est donc par nécessité
gue I'on procéde par inférence, faute de mieuila gsistance a ces pratiques, qui ne se
sont imposées que par leur efficacité, fut forte.

Quelqgues reperes de I'histoire de I'estimation :

* 1912 :Ronald A. FISCHERCcrée les bases de la théorie moderne de I'esbimati

» 1934 — 1937 Jerzy NEYMAN expose la théorie de I'estimatiqrat intervall€'.

* 3 novembre 1936 :F.D. Roosevelt remporte I'élection présidentielle. Uaterary
Digest avait prédit la victoire déandonsur 2 000 000 de personnes interrogées (par
téléphone... d'ou un biais) alors qBeorge GALLUPavait annoncé celle de Roosevelt sur
un échantillon aléatoire réduit.

2 — Intervalle de confiance d'une fréguence

Une notion délicate...

En 1934 Jerzy Neyman(1894-1981) fit un exposé devantRayal
Statistical Societyintitulé "Sur deux différents aspects de
meéthode représentative'La partie la plus importante de c
exposé est contenue dans un appendice dans |&pyghan
propose une méthode nouvelle pour reéaliser un valler
d'estimation. Il intitule cette nouvelle procéddiiatervalle de
confiance”. Comme nous allons le voir, ce n'est @ raison.
que Neymanévite d'utiliser le mot probabilit¢ pour nommer .

procédure. Le professeuBowley présent dans l'assistance, sc = -

montre plutbt sceptique, lors de la discussionsqitil'exposé %Je fais allusion aux limites
de confiance du Dr. Neyman. Je ne suis pas dusinugue la "confiance" ("confidence")
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n'est pas une "escroquerie” (“confidence trick"Et de poursuivre "Les fondements de
la théorie ne sont pas convaincants, et tant queejsuis pas convaincu je douterai de sa
validité." Cette réaction, de la part d'un éminent statesti@n 1934, montre bien que la
notion d'intervalle de confiance est délicate et vee pas de soi. Une mauvaise
compréhension conduit a des contre sens. L'exp@tatien, par simulation, est sans doute
la meilleure facon de comprendre le sens de I'sgpye "confiance" et d'étre convaincu.
Pour enseigner cette notion en sections de BTS isgleda nombreuses années,
I'expérimentation nous a semblé absolument nécesgaiplus forte raison sans doute en
classe de seconde, si I'on souhaite aborder leetlBtude (intéressant) sur les fourchettes
de sondage.

Un peu de théorie...

On considere une urne ou la proportion de bouleesestp .

Rappelons les résultats de ['étude de
I'échantillonnage. On introduit la variable
aléatoire d'échantillonnageé qui, a tout
échantillon de taillen prélevé au hasard
avec remise, associe la fréquerfcedes

échantillon
‘ de taille n

fréquence observée
f

y 4 boules noires contenues dans I'échantillon.

urne : On sait quenF , correspondant au nombre

dgggﬁ{é‘g” de boules noires dans I'échantillon, suit la
noires loi binomiale B(n, p) laquelle est proche,
p="? lorsquen = 30,np=5 etn(1 —p) = 5, de la

loi normaleN (np, np@- p)) de méme

espérance et de méme écart type.
En divisant pan, on considérera donc giesuit approximativement, pourassez grand,

la loi normaleN [p , MJ
n
On peut, par exemple, déterminer le réel pohiti
tel que : N(©, 1)
P(p—h<sF<p+h)=0,95.
Pour cela, on se raméne a la loi normale cen
r 95%
réduite, en posant = P qui suit la loi -1,96 0 1,96
pd-p)
n SiTsuitlaloiN(©, 1),ona:
normaleN (0, 1).
n P(-1,64<T <1,64) =
On trouve alorsh = 1,961/u . N
. . no. AII’M e 2dx =0,90
La théorie de échantillonnagefournit ainsi, pour N2 Y 164
chaque valeur dep fixée, un intervalle de P(-1,96 < T <1,96) = 0,95
probabilite P(-2,58 < T £2,58) = 0,99.

o-196[PE) 1o [PED | ou

variable aléatoir€& prend ses valeurs avec une probabilité de 0,95.

" Rapporté dans le livre de D. SalsburtThe lady tasting tea“"l am not at all sure that the "confidence" is not
a "confidence trick"."
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Si l'on cherche a'retourner" [I'égalité correspondant a lintervalle de probsbil
d'échantillonnage, on peut écrire I'équivalence :

o 9190 2L < 1o PP |- s
- F{F—Lg@/@s ps F+l96/p(1r: p)}: 095.

La seconde écriture correspond a ce que I'on gbapgeler un "intervalle dont les bornes
sont aléatoires”, centré sur les valeurd=det contenantp avec une probabilité de 0,95 ,
sauf que I'expression exacte de cet intervalleieonta valeur p a estimer !! Et voici la
pirouette, on remplacera, dans l'expression déefinlle de confiance, la quantifg
inconnue par la valeuf observée. Mais on ne parlera pas de "probabilgie'‘comme le
professeuBowley vous n'étes pas convaincu, c'est normal, atteladaznte).

De facon générale, on proposera conintervalle de confiancele la fréquencep sur la
population totaleau coefficient de confiance de A %intervalle :

{f i, [fa-0 ., /f(l—f)}
n n

outa est donné par la table de la loi norm&gO , 1) tel que 2/7(ta) — 1 =A %.

Par exemple, pouff = 0,6 obtenu sur un sondage de taille 100 et A = 95 %, la loi
normale donnety = 1,96 et on prend comme intervalle de confianoer p, l'intervalle
[0,504 ; 0,696] , centré sur la valeur obserivée0,6 .

Si I'on veut parler de probabilité, on peut direegaur un grand nombre d'intervalles de
confiance (obtenus a partir d'un grand nombre did#ilons), environ (a cause du
remplacement dp parf ) 95 % contiennent effectivement la valeur deou encore, que
I'on a environ 95% de chances d'exhiber un intervedntenant p (avant le tirage de
I'échantillon).La probabilité est dans la procédure

En observant que, ayank@ < 1, on a 196,/ p(L- p) <1, on peut dire que :

F{F—\Es psF+\/%]2 F{F—L% @s psF+L96/@J=095

On alors une probabilité supérieure a 0,95 d'exhibefourchette de sondageontentant
la valeur p a estimer.

Le programme de seconde suggeére :

W

"On incitera les éléves a connaitre I'approximatiguelle de lafourchette au niveau d
confiance 0,95, issue d'un sondage sumdividus (n > 30), dans le cas ou la proportjon

A~

observéep est comprise entre 0,3 et 0,7 , & savoir[:p — 1MWn , p + 1NN ] "
(Programme 2000 de seconde)

La conditionn > 30 et 0,3 <p < 0,7 assure la validité de I'approximation noemal
De plus, dans ce cas]96x+/p(1-p) est proche de 1 et majoré par ce nombre : lorsque
0,3 < p < 0,7 , létude des variations dpr 196x.p(l-p) montre qu'alors

0,898 <196x%/p(1-p) < 0,98 (on peut toujours majorgp(L-p) par 1/2).
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AN

Ainsi, l'intervalle (de "sécurité") p — 1¥n, p + 1Mn] contient l'intervalle de confiance

a 95%, tout en en étant tres proche, on le nomifauechette de sondage de p au niveau
0,95".

Quelques remarques encore :

» On ne peut pas dirgue p a 95 % de chances d'appartenir & un intervalleodéance
donné tel que [0,504 ; 0,696]. Cette expressiosamdient rien d'aléatoirgy est, ou non,
dans cet intervalle, sans que le hasard n'intameien

» Dans les cas < 30 ounp< 5 oun(1 —p) < 5, on utilise la loi binomiale, ou wbaque

* A propos de la formule de la "fourchette” :

- Le gain en précisionest en%, c'est a dire qu'avec 100 fois plus de personnes
n
interrogées, un sondage n'est que 10 fois plusspréc
- La formule ne dépend pas de la taillésupposée trés grande devamtde la
population Pour une précision donnée, on doit interrogearstutle personnes pour
sonder toute la population francaise pour I'élecpoésidentielle, ou celle d'une ville
pour les élections municipales.
- Ces formules ne sont valables que lorsque I'ditloanest tiré "au hasard". Le tirage
au sort est encore la meilleure méthode pour abteréchantillon représentatifCela
ne va pas de soit et il y a eu longtemps débaeaude I'Institut International de la
Statistique dés 1895, entre le "choix raisonnél'@antillon et le choix aléatoire, au
moins jusqu'a I'élection américaine de 1936. Lasorai humaine est mauvaise
conseillere en la matiere et introduit trop souvdsd biais cachés.
Dans de nombreux sondages cependant, on utiligehantillonnage "stratifié", selon
le sexe, l'age, la catégorie socioprofessionnekglivant leurs proportions dans la
population. Mais, a l'intérieur de chaque classdidsard est encore le meilleur allié
pour garantir la représentativité (voir le parapmpd4 a propos des sondages
politiques).

La compréhension de la notion (délicate) d'interlalde confiance nécessite de se
confronter a I'expérience.

3 — EXPERIMENTATION EN SECONDE : ESTIMATION APRES
SONDAGE PAR UNE FOURCHETTE

Le T.P. sur Excel qui est présenté ci-aprés a pbjactif la compréhension, par les éléves,
de la notion de coefficient de confiance. Ce fam@b86, que I'on modifiera dans le TP, de
facon a comprendre pourquoi on se prive souvenhed'confiance a 99%. On y
expérimente également l'efficacité, toute rela(@e5%), de la procédure. De quoi étre
convaincu de son intérét (a 100% ?).
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T.P. SUR EXCEL EN SECONDE|

ESTIMATION APRES SONDAGE
PAR UNE FOURCHETTE

On considére une population importante ou une
o o Population : élection oppose deux candidats X et Y. La
o O p inconnu proportionp des personnes qui voteront pour X
est inconnue.
® O 1A :
On préléve au hasard dans cette population un

- ° - : ;

o t;ﬁgar‘]”f"'l"o”o échantillon de taillen = 100 personnes et on
& A O O calcule la fréquenced d'opinions favorables a
réquencep connlie o ) R :

X. Il s'agit, a partir de la valeup donnée par le
O c e sondage, d'estimer la valeur inconnug@de

L'observation des fluctuations d'échantillons a trérgue, pour tenir compte de la
précision plus ou moins grande apportée par letd@ I'echantillon, il est préférable de
donner, a partir ded, une fourchette, dans laquelle se situerait, ghes ou moins de
"confiance", la valeur inconnue

C'est ainsi que les statisticiens ont établi gedugervalle :

{@—1,645/ p(llo_op) ; f)+1,645/ p(llo_op)] calculé avec la fréquencp sur un sondage

de taille 100, on a environ 90 chances sur 100tei@bune fourchette contenant la
fréquence inconnuge

FOURCHETTES A 90% DE CONFIANCE

Travaillons sur un exemple ou les scores étaierticpherement
YIFTTERRAN?) serres.

Le 10 mai 1981, Francois Mitterrand a été élu ave@5 % des
voix, alors que Valery Giscard d'Estaing n'a rdtugue 48,25 %
des suffrages.

On suppose que l'on effectue des sondages surnddiewss, le jour
de I'élection.

a) Premier sondage

Lancer Excél. Cliquer (avec le bouton gauche de la souris) dansellule Al, taper
0.4825 puiENTREE (c'est la valeur dep).

B1 4 =| =ENT{ALEA+5AS1) En A2, taper 1,645 (c'est la valeur qui
A B : apparait dans I'expression de la
1 0.4825 T Recopier fourchette & 90%).
2 1645 Dans la cellule B1, entrer farmule :

=ENT(ALEA()+$A$1) (avec des parenthéses videgsglEA).

(le symbole $ permet de fixer les références deeldule Al lors des opérations de
recopie).Le résultat est 1 si I'électeur est pour Giscard €l s'il est pour Mitterrand.
Approcher le pointeur de la souris du carré ndinésidans le coin inférieur droit de la
cellule B1. Celui-ci se transforme en une croixr@pfaire alors glisser, en maintenant le
bouton gauche enfoncé paecopierjusqu'en B100, puis relacher le bouton de la souri
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TS \V/ovs avez simulé les résultats d'un sondage de

100 personnes.

Transition | ustespers. Afin de ne lancer les calculs que lorsqu'on le
Affichage Caleul | désire, configurer Excel ainsi :
Mode de calcul cliquer dans le menQutils/Options...puis dans
" Automatique l'onglet Calcul , puis a la rubriqueMode de

" Butomatique sauf les tables

calcul, choisir « Sur ordre puisOK.

™ Recaloul avant l'enregistrement , "
On va calculer la fréquencp sur le sondage et

une fourchette pour p & 90% der™ g e tormule L=l =SOMME(! B100y100
confiance. . . - | B T = | 5
En A102 taper inf puis, en A103, tap 02t

sup eten Al04 p* (on obtient * g3 sup

appuyant simultanement sur ALT GR {1p4]p~ [3100)1100 .I

c). 105

En B104, entrer lformule :

=SOMME(B1:B100)/100

En B103, entrer lformule : =B104+$A$2*RACINE(B104*(1-B104)/100)

pour la borne supérieure de la "fourchette".

En B102, entrer léormule : =B104-$A$2*RACINE(B104*(1-B104)/100)

pour la borne inférieure de la "fourchette".

En B105, entrer lformule :

=ET($A$1>=B102:$A$1<=B103)

(la formule ET¢ondition 1; condition 3 renvoie la valeur VRAI si lesonditionssont
vérifiées et la valeur FAUX sinon).

b) Visualisation des fourchettes données par 10 son  dages

Sélectionnerles cellules de B1 & B105 (pour cela cliquer siureB glisser, en gardant le
bouton gauche de la souris enfoncé, jusqu'en BaS relacher le bouton de la souris).
Recopierla sélection (en glissant apres avoir obtenu tnxcnowe au coin de B105)
usqu'en K105. Appuyer sW9 pour lancer === == =
JIegalcul ind i @|“‘“‘%@|zﬁ‘alal”7§@
Vous avez maintenant 10 sondages mat'al t = ——
chacun 100 personnes.

Cliquer sur l'icbnéAssistant graphique Types standard | Types persmrmmamrry
Etape 1/4 :choisir Boursier et le premier  Ivpede araphigue:
Sous-typepuis cliquer suBuivant |ad Histogramme =
Etape 2/4 :dansPlage de donnéesnscrire = [& Barres
B102:K104 |zt Courbes

. ) L. . i} Secteurs
puis cocher Série ene ngneS .+ Muages de paints
et cliquer suSuivant [y Sires
Etape 3/4 :cliquer surSuivant @ Anneau

Etape 4/4 :cocherinsérer le graphiques %’:‘jﬂ?ﬁ -
Sur une nouvelle feuillepuis cliquer sur ' fe; e

Terminer. U Eoursier

Sur le graphique, cliquer avec le bouton

droit de la souris sur la légende et cholsfifacer, puis cliquer avec le boutadroit de la
souris sur Axe des ordonnéegt choisirFormat de l'axe.... Dans l'ongletEchelle
décocher la rubriqgu®aximum et inscrire la valeur 0,8 (attention a taper uingule et
non un point). Cliquer su®K.
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Appuyer sur la touchE9 pour simuler 10 nouveaux sondages et observeafimgue.

c) Sondages donnant une fourchette ne contenant pas la valeur a
estimer
Revenir sur ldeuille 1.

En A106 taper "FAUX". En B106, entrerfarmule : =NB.SI(B105:K105;FAUX)
En C106 taper "sur 10"

FOURCHETTES A 95% OU 99% DE CONFIANCE

a) Fourchettes a 95% de confiance
Sur lafeuille 1, remplacer en A2 la valeur 1,645 par 1,96.

b) Fourchettes a 99% de confiance
Sur lafeuille 1, remplacer en A2 la valeur 1,96 par 2,58.

ESSAIS D'ESTIMATION DE VALEURS INCONNUES

On considére cette fois une autre élection pourdie on cherche a estimer le score d'un
candidat.

Sur lafeuille 1, inscrire en A2 la valeur 1.96 , puis entrer enl&fbrmule suivante :
=(8*ALEA()+1)/10

Sur legraphique cliquer avec le boutodroit de la souris surAxe des ordonnéepuis,
dans l'ongleEchellg régler leMaximum a 1.

Sur la feuille du graphique, faifle9 et essayer d'estimer la valeur plegrace aux 10
fourchettes du graphique. Venir controler votreaessir lafeuille 1 en considérant la
valeur de la cellule Al.

Recommencer en faisaR® sur la feuille de graphique.
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Eléments de solution

FOURCHETTES A 90% DE CONFIANCE

a) Premier sondage

La colonne de O et de 1 correspond aux résultats du sondage (0 pour les sondés favorables
a Mitterrand et 1 pour ceux favorables a Giscard.

On obtient (par exemple !) p = 0,44.

La fourchette correspondante pour p est alors [0,439 ; 0,522].
La valeur VRAI signifie que la fourchette contient effectivement la valeur p = 0,4825 (c'est le
cas ici). La valeur FAUX signifie que le fourchette ne contient pas la valeur p = 0,4825.

b) Visualisation des fourchettes données par 10 son  dages
Chaque simulation de 10 sondages (touche de "recalcul" F9) donne lieu a un graphique de
ce type (10 fourchettes)

0.8 - Valeur de

p = 0,482

0,7 -
"y I i I
os 1 i |

04 -

0,3 ) \

0.2 Fourchettes
' "fausses"”
0,1 (et disjointes !)
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sur cet exemple de 10 sondages, trois donnent une fréquence p (centre de la fourchette) en
faveur (a tord) de Giscard (P> 0,5) (on peut contrdler les valeurs sur la feuille de calcul).

Sur cet exemple de 10 sondages, une fourchette prévoit complétement la victoire de
Mitterrand (fourchette entierement située sous la valeur 0,5).

Deux fourchettes sont-elles obligatoirement les mémes ? Non.

Deux fourchettes ont-elles obligatoirement le méme centre ? Non.

Deux fourchettes peuvent-elles n‘avoir aucun élément commun ? Oui (mais il faut parfois
faire un certain nombre de simulations pour I'observer).

Est-ce que p = 0,4825 appartient nécessairement a la fourchette donnée par un sondage ?
Non (fourchettes fausses).

¢) Sondages donnant une fourchette ne contenant pas la valeur & estimer
Le tableau suivant donne (par exemple), pour chaque groupe de 10 sondages simulés, le
nombre de ceux qui fournissent une fourchette ne contenant pas la valeur a estimer.

Simulations de 10 sondages 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombres de fourchettes & 90po
ne contenant pas 0,4825 2 1 0 0 3 1 0 1 1 0

Le pourcentage de fourchettes a 90% de confiance "fausses”, globalement obtenu sur ces
exemples, est 9 % (sur un grand nombre de sondages, on obtiendrait 10 %).
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FOURCHETTES A 95% OU 99% DE CONFIANCE
a) Fourchettes & 95% de confiance

Sur le graphique, on observe des "fourchettes” plus longues. Par exemple :

Simulations de 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
sondages
Nombres de fourchettes
4 95% ne contenant pds 0 0 0 0 2 1 0 1 1 1
0,4825

Le pourcentage de fourchettes a 95% de confiance "fausses", globalement obtenu sur ces
exemples, est 6 %.

b) Fourchettes & 99% de confiance

Sur le graphique, on observe des "fourchettes” plus longues. Par exemple :

Simulations de 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
sondages
Nombres de
fourchettes 2a99% ne¢ O 0 0 0 0 1 0 0 1 0
contenant pas 0,482b

Le pourcentage de fourchettes a 99% de confiance "fausses"”, globalement obtenu sur ces
exemples, est 2 %.

L'avantage des fourchettes a 99 % est qu'on se trompe moins, mais l'inconvénient est leur
grande amplitude, qui fait que l'information est peu précise.

Le pourcentage de confiance le mieux adapté a cette situation de sondage est 95 %. C'est
un bon compromis entre un trop grand nombre d'erreurs (90 % de confiance) et une trop
grande amplitude (manque de précision au coefficient 99 %).

ESSAIS D'ESTIMATION DE VALEURS INCONNUES
Exemple de situation :

A partir du graphique ci- 1
contre, on peut, en 0.9
considérant une "moyenne" 8'3
parmi les fluctuations 0:6 1

observees, estimer que p est 05+

de l'ordre de 0,35. 04+ I I I I
Aprés vérification sur la feuille 03+ I I I I
de calcul, on constate que 02

= 0,32. 01
P 0 —

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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4 — A propos des sondages politiques

En décembre 1965, a l'occasion de la premierei@heptésidentielle au suffrage universel,
les francais découvrent les sondages pré-électo@omtre tous les observateurs, I'lfop
avait prévu le ballottage du génébd Gaulle "C'est un triomphe pour I'lfop, sinon pour
le général’; déclarait alors un ministre en privé. Cependans, des trois dernieres grandes
élections en France (présidentielles 1995, |égvslat 1997, présidentielles 2002), les
instituts de sondage se sont en grande partie pigstnRegardons de plus pres.

a) Un exercice autour de I'élection présidentielle de 2002

Aucun sondage n'avait réellement prévu l'évictienLibnel Jospindu second tour de
I'élection. Et pourtant...si I'on avait fourni lesufahettes de sondage, on aurait vu que la
prudence s'imposait ! Voici un exercice a prop@eseseconde.

Exercice :
Lors du premier tour des élections présidentiellesiernier sondage publié par l'institut
B.V.A. , effectué sur 1000 électeurs le vendredd482, prévoyait :

Jacques Chirac 19 %
Lionel Jospin 18 %
Jean-Marie Le Pen 14 %

La surprise a été grande le dimanche 21/04/02 aleswésultats :

Jacques Chirac 19,88 %
Lionel Jospin 16,18 %
Jean-Marie Le Pen 16,86 %
0,24
0,23 +

1) On rappelle la formule des fourchettes ¢ o022 |
sondage a plus de 95 % de confiance, calculé o021
partir d'une fréquence f obtenue sur un| 027
échantillon aléatoire de taille 1000 : 0.19 "

1 1 0,18 ]
f-——,f+—]. 0,17 +
[ 41000 «/1000] 0,16
Calculer les trois fourchettes obtenues a par 015
du sondage B.V.A.. 0.14 1 u
P . 0,13
Représenter ces fourchettes sur le graphique 7, |
contre. 011 |
0,1
2) En se basant sur ces fourchettes, peut; g9 |
prévoir I'ordre des candidats a I'élection ? 0,08 1
0,07
3) Placer sur le graphique les résultats ( o,06 |
I'élection. 0,05 1

Doit-on considérer que le dernier sondag ©94

B.V.A. était "faux" ? Expliquer votre réponse. | o> |

0,01
0

Chirac Jospin Le Pen
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Eléments de réponse

0,24
0,23 +
0,22
0,21
0,2 +
0,19
0,18 +
0,17 +
0,16
0,15 +
0,14
0,13
0,12 +
0,11
0,1 +
0,09 +
0,08
0,07 +
0,06
0,05
0,04 +
0,03
0,02 +
0,01 +
0 f f

Chirac Jospin Le Pen

e ——

e —

e —

b) Des sondages pas toujours aléatoires

La méthode des quotas

En France, a la différence semble-t-il des EtatsUa méthode des sondages aléatoires
est peu utilisée et les instituts ont souvent ressopour leurs enquétes d'opinion, a la
méthode des quotas. Dans cette méthode, on exfaasteucture connue de la population
(par exemple grace au recensement) pour reproduimeme structure dans I'échantillon.
On choisit pour cela certains caractéres de la lptipa, que I'on pense devoir étre en
rapport avec l'enquéte menée, comme le sexe, lagatégorie socioprofessionnelle, le
type de commune... Ces caractéres sont nommeés \eidbl contrdle. Si I'on connait la
distribution de la population selon ces variablesadntrdle, on obtient ainsi des quotas qui
devront étre respectés par les enquéteurs.

Le gros avantage est celui du codt, nettement meélegsé que celui des sondages
aléatoires. Il y a moins de déplacements des eegget le rendement est environ deux
fois plus élevé lorsque le choix des personnedearroger est laissé libre, au lieu d'étre
imposé par une liste. Le gros inconvénient estred'geu scientifique. Les personnes
interrogées étant "choisies" par les enquéteuest iimpossible de savoir quelle probabilité
avait a priori chaque individu d'appartenir a lautillon. "Avec la méthode des quotas, il
n'existe pas de loi mathématique permettant dermiéter la marge d'erreur d'un
sondage!' expliqueJean-Francois Doridgtdirecteur du département opinion d'|gs6en
pratique toutefois, on considere que la marge éerrdes sondages par quotas est égale,
voire inférieure a celle des sondages aléatoird3es études ont cependant montré que

8 Journal'Le Monde"du 17/03/02.
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cette méthode avait tendance a sous représenteavesleurs de l'industrie, les personnes
les moins instruites ou ayant peu d'activités sesia

On peut douter de l'affirmation ci-dessus selomuddle la marge d'erreur par la méthode
des quotas est égale "voire inférieure” a celle stesdages aléatoireke hasard est
encore, pour éviter les bials, meilleur allié du statisticien

Ecoutons, a propos du réle du tirage au $2ahiel Schwartzpionnier de l'introduction de
la statistique dans la médecine en France

"On ne dispose en général que d'estimations oleseisudr des échantillons qui s'écartent
plus ou moins des vrais valeurs en raison desuffticins d'échantillonnage. Aing
hasard rend toute conclusion certaine impossilblest notre maitre, notre ennemi
Cependant l'intervention du hasard ne se limitelpas L'établissement d'une fourchette
dans la description d'une population suppose gabdhtillon considéré soit représentatif.
On peut montrer que ceci n'est en principe réglisesi I'échantillon résulte d'un tirage au
sort. De méme, dans la description comparée, pangbe dans la comparaison des taux de
guéris avec deux traitements A et B, le test s$igtis permet de savoir si la différence est
significative. Mais, dans ce cas, elle ne peut @itelbuée au traitement que si les
échantillons des deux groupes sont, a part leetraiht, comparables a tous égards ; la
encore on peut montrer que ceci nécessite queeles groupes aient été constitués par
tirage au sortAinsi le hasard cette fois nous est utile, ce ndss notre ennemi, mais
notre allié...

On constitue souvent des échantillons par des géscéommodes, en s'imaginant qu'ils
sont "représentatifs”. Dans la population des a@nidi suivant un cours, on choisira ceux
du premier rang dans I'amphithéatre. Dans un grolepsouris d'une race donnée, quand
on souhaite faire une expérience sur 20 sourighorsira les 20 premieres attrapées dans
la cage. Ces méthodes sont mauvaises. Dans unthédihe, les éleves du premier rang
(quand il y en a...) different des autres : souvengant les plus consciencieux, les plus tot
arrivés ou ceux qui entendent ou voient moins Hies.souris attrapées en premier... sont
des nigaudes. L'expérience montre qu'elles sostypllnérables aux maladies."

La méthode de stratification

La stratification est, comme la méthode des qudtasiée sur l'idée d'une exploitation des
connaissances que I'on a de la population pouritearda représentativité de I'échantillon.
Apres le choix des criteres de contrble, on décdapmpulation en groupes homogenes,
appelés strates. La différence essentielle avetéthode précédente est, qu'a l'intérieur de
chaque strate, on procéde par tirage au sort. Ltatifisation permet d'améliorer
considérablement la précision de l'estimation et dm facon mathématiquement
guantifiable. On montre que pour obtenir la meill@stimation possible, le taux de
sondage dans chaque strate (rapport du nombrendésdans la state a I'effectif de celle-
ci) doit étre proportionnel a I'écart type danstlate considérée. Ainsi, le taux de sondage
est d'autant plus élevé que la dispersion de lahlarétudiée a l'intérieur de la strate est
plus grande. Un échantillon de ce type est nomraédtillon deNeymat d'apres l'auteur
de la méthode.

Le sondagepar grappesconsiste a constituer I'échantillon en interrogemutes les
personnes appartenant a un méme sous-ensemblexgraple toutes les personnes d'un
méme foyer.

9 Extrait de"Chiffres en folie"— Association Pénombre — Editions La Découver@919
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Des difficultés spécifiques

Des difficultés spécifiques aux sondages politiq(eas aux enquétes d'opinion) tiennent
non plus aux problemes de biais affectant la ctigth de I'échantillon, mais aux

réponses des sondés : abstentionnistes répugraardu&r qu'ils n‘ont pas l'intention de
voter, indécision jusqu'au dernier moment, sympgatits d'extréme droite hésitant a
afficher leurs opinions... A la lumiére des électiopgécédentes, des coefficients
rectificatifs sont alors appliqués, faisant alons sbndage politique davantage un art
alchimiqgue qu'une science. Une difficulté égaleménportante dans les sondages
politiques est la faible détermination des intemdiale vote. Selon IPSOS la proportion
d'électeurs estimant pouvoir changer d'avis laidegrsemaine est de 40%.

* Premier tour des élections présidentielles de 1995
Dernier sondage (non publié) du 21/04/95 :

Jacques Chirac 24 %
Edouard Balladur 20 %
Lionel Jospin 19 %

Résultats du premier tour (23/04/95) :

Jacques Chirac 20,5 %
Edouard Balladur 18,5 %
Lionel Jospin 23,2 %

Ainsi Edouard Balladurest éliminé du second tourlgbnel Jospinest en téte du premier
tour, alors que les sondages le prévoyaient ersi@éroe position, derrier@®alladur.
Réaction immédiate deicolas Sarkozy"C'est une formidable défaite pour les instituts de
sondage."

* Premier tour des élections |égislatives de 199Kk s la dissolution de I'assemblée par
Jacques Chiracsans doute mal conseillé par les sondages...) :

La gauche est en téte alors que les sondages piémbyne victoire en siéges de la droite.
Le cas des législatives est en effet particulierdgndéficile a modéliser. Dans le modéle
utilisé par la SOFRES, on tient compte des votes antérieurs & une éfecomparable
pour accorder des primes aux "sortants" (déja aceplpour le second tour, d'environ 3%,
des "matrices"” de reports de voix pour le secondl, ton "redresse” le score du Front
national apparaissant dans le sondage... C'est unaeéle qui simule la projection en
sieges aprés le second tour. Le mode de scrutidanénl'exercice de simulation
particulierement délicat, tres sensible aux modifans d'opinion. Ainsi, le modele de la
SOFRES estimait, avant la dissolution, I'avancéadiroite a 95 siéges. Au vu du premier
tour, la droite modérée a perdu 3% des intentiomsvates. En tenant compte d'une
nouvelle matrice de reports de voix, estimée algr@semier tour, améliorés des Verts vers
le PS et détériorés du Front national vers la droibdérée, le modele prévoit alors la
victoire de la gauche. Le modele de la SOFRES,fautél'avoir prévu la victoire de la
gauche avant le premier tour, a au moins permigjdmtifier I'impact des différents
transferts de voix.

10 source "Chiffres en folie™— Editions La Découverte 1999.
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* Election présidentielle de 2002 :

Paris, mardi 30 avril 2002, ageriReuter:

"Le président du tribunal de Paris a rejeté une dade présentée par neuf journalistes et
particuliers qui souhaitaient contraindre les quaforincipaux instituts de sondage (Ipsos,
CSA, Ifop et BVA) a mentionner obligatoirementrieghodes de correction utilisées, les
modes de calcul et les marges d'erreurs.

"Le matraquage de sondages faux au premier toufédiection présidentielle a eu pour
résultat un abstentionnisme massif et les électentrsubi un préjudice”, avait plaidé lors
de l'audience l'avocat des demandeurs. Le jugeparmant estimé que "la responsabilité
des manquements allégués ne sauraient incombernatituts de sondage, des lors que
seuls les organes d'information assument la missa&inla responsabilité qui y est
afférente, de publier les résultats."”

[...] Les demandeurs devront payer 3000 euros ds ftaiprocédure."”

Les seules données que les instituts de sondagacoellement contraints de mentionner
sont les dates de leur réalisation, la taille dehkntillon et la méthode générale. En
revanche, les instituts (et a plus forte raison rfesdias) ne précisent jamais que les
résultats bruts aprés enquéte sont systématiquetmehtessés” par des méthodes de
pondération, faisant appel aux résultats des sesrntérieurs, puis "lissés" lorsque les
résultats redressés paraissent trop fantaisistes.

Ainsi, pour I'élection de 2003,ionel Jospin lorsqu'il recueille 26 a 27% en données
brutes, est crédité de 22% apres pondération, deed@cques Chirapasserait de 30% en
brut a 27% en pondéreé, dean-Marie Le Peme 4% a 8% en pondéré (chiffres cités par
Philippe Méchetle la Sofres). Ces pondérations sont établiesté garplusieurs élections
antérieures et de questions posées par le sontigaarraettant de mesurer le degré de
certitude du choix de I'électediToutes ces opérations obéissent a des réglessfiage
début des campagnes électorales et ne changenteplesurs de route. La pondération
d'un échantillon n'est pas du bricolage ou une mnid'anticiper ce qui pourrait se
passer, mais bien un calcul statistique issu deshémaatiques. Rien de plus, rien de
moins", affirmePhilippe MéchetDirecteur des études politiques de la Sofres.

Vous avez dit alchimie ?
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Il - MESURER LA VARIABILITE EN 1 °"

Comme on l'a vu a propos des fluctuations d'éclhamiage, I'étude de la variabilité est au
centre des méthodes statistiques. Voyons par gaedsnetres on peut la mesurer.

Il s'agit d'abord de déterminer une valeur "ceatrghr rapport a laquelle sera mesurée la
dispersion.

1 — Moyenne contre médiane : quel "milieu” ? Une ap  proche
historique

Les débuts de la moyenne arithmétique
Il est difficile de dater avec précision la premiatrtilisation statistique de la moyenne
arithmétique en tant que telle, avec utilisatiopliete de son expression mathématique.

Dans IArs conjectandi (1713) de Jacques| ,JACOBI BERNOULLI,

Profefl Bafil. & utriufque Soctet. Reg. Scientiar.

Bernoulli, on trouve ce conseil, pour obtenir Gall. & Prufl. Sodal.

hauteur "moyenne" sur plusieurs mesures Mazuzsazict Crieszarin,

l'aide d'un barometre : ARS CONJECTANDI,
"Rassemble toutes les hauteurs que tu OPUS POSTHUMUM.
observées, qu'elles soient différentes Accedie

identiques, en une somme que tu divises pa TRACTATUTUS

nombre d'observations, ou, ce qui est p

avantageux, si les mémes hauteurs ont DE SERIEBUS INFINITIS,

observées plusieurs fois, les différentes haute EtErisToraGallict feripta
sont multipliées par le nombre d'observatio DE LUDO PIL E
qui ont été faites de chacune d'entre elles, RETICULARIS.

somme de tous ces produits divisée par
nombre de ces observations donne la haut
"moyenne" (mediamdans le texte original ef
latin) [...] il est évident qu'ils se trompent cel
qui, pour rechercher la quantité moyenne
mercure, font la moyenne arithmétique d ,
extrémes (aujourd'hui nommée  étendu BASILEE,

moyenne)' Impenfis THURNISIORUM, Fratrum.

clbo Iocc xrI1I.

L'usage de la moyenne arithmétique sera développe lé cadre de théorie des erreurs
dans un contexte probabiliste.

Lagrangepublie en 1774 unMémoire sur ['utilité de la méthode de prendre ldiem
entre les résultats de plusieurs observations, deagel on examine les avantages de cette
meéthode par le calcul des probabilités, et ou Ikésout différents problémes relatifs a
cette matieré.
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L' article"Milieu" de MILIEU 2 prendre  entre les obfervations 5
'Encyclopédienéthodique1784), { Arith. ) Ce fujet me paroft éire devenu un de
ceux qui fonr le plus dun reffort dun ouvrage

dont le début est reproduit ici, L ) . 1 ¢ .
. Is étai pt| . tE;l‘ que cclui-ci. Le Didionnaire raifonne des
Precise quels etaient Ies enjeux Sciences , &c. femble promertre au mot ARITH-

on ny trouve pas fon attente remplic 3 je
tacherai de fuppléer du moins en partie 3 cette
omiffion. '

Quand on a fait plufieurs obfervations d'un
méme phénoméne, & que les réfiulrars ne font
pas wut-a-fait d'accord enor’eux, on cft fiar que
ces obfervations font toutes, ou an moins ecn
partie peu exactcs , de quclque fowrce que Ler-
reur puific provenir; on a comume alors de
prendre le miliew entre tous les réfultars, parce
que de certe mani¢re les différentes erreurs fe
I’Fpémﬁ'anr‘égglt:ment dans toutes les obfervations,
lerrenr qui-“pepg~fe wrouver dans le refuleat
moyen dcvient anffi-ameyenpe entre tourcs les
arenrs, 1l n'eft pas douteux: gae cette pratique
ne {oir trés-utile pour diminuer Fingergitude gui
mit de l'imperfection des inftrumens & des
erreurs in¢vitables des obfurvarions 3 mais Jl eft
aif¢ de s'appercevoir qu'elle ne la diminue pas
awant quon le defireroit, & qu'clle el fufcep-
tible 4 plus d'un dgard..d’dre perfedionnée ,
parce quen grenant fimplement e milien arich-
meique, on ne tient pas compte du plus ou moins
de probabilite de Uexadlitude des obfervations,
des différens degrés d’habileté des obfervateurs,
e, Dillérens grands géoméires ont cntrepris
cetie utile recherche, ils l"onr confidérée tous
diff¢rens points de vue, & Pent maitde plus ..
ou moins en déraity il eft forr & fouhairer que
les aftronomes , les phyficicns & généralement
tous les obfervareurs; profitent des réfulars de-
ces recherches dans la difcuffion de leurs obfer-

vations.
En 1774 Laplaceobtient cependant sa premiére loi des erreurdedsité f(x) = %e_M X‘,
avecx O R, en considérant les écarts des observatioam&diane

Dans les ouvrages d'astronomie ou de topographigétut du XIX siécle, une certaine
ambiguité existe dans la terminologie. Ainsi uneression telle que "erreur moyenne",

désignera, dans les ouvrages francgais, la moyeesi@chrts a la medlaneZ|xi - M¢
n

) Zl -
et, dans les ouvrages allemands, I'écart 1&){32(xi -x)?.
n

Le triptyque moindres carrés — moyenne — loi normal e
C'est I'ensemble moindres carrés — moyenne — lonale, les uns justifiant les autres, qui

consacrera l'usage de la moyenne (et de I'éca}.typ
En 1805,Legendre dans sesNouvelles méthodes pour la détermination de I'erloies

cometes'explique que La régle par laquelle on prend le mili€il s'agit de la moyenne
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arithmétique)entre les résultats de diverses observations (pouseul élément), n'est que
la conséquence tres simple de notre méthode généyak nous appelons méthode des
moindres carré$.Et de poursuivre en indiquant que ce minimum chrsés des écarts est

obtenu en annulanéld;Z(x—xi)2 =2) (x-x) d'ol x:%Zxi =X.

En 1809,Gaussfait le lien avec la loi "normale”, montrant quel'sn considéere que les
erreurs sont aléatoires, alors la loi de probabilit
validant la moyenne comme meilleure
estimation, est la loi normale.

En 1810, Laplace en établissant ce qu'on
appellera le théoréme limite central, ira plus Join
en montrant que méme si la distribution des
erreurs n'est pas normale, celle de leur moyenne
tend, en général, vers une loi normale.

Ces résultats feront donc de la moyenne (et donc
de l'écart type) un paramétre incontournable,
d'autant que Quételet en étendra l'usage a
d'autres domaines, comme celui des sciences
humaines.

Le terme dcart type ("standard deviatiof),
ainsi que sa notatiow, sont introduits en 1893
parKarl Pearson

Pierre Simon Laplac

Autres avantages de la moyenne arithmétique
Un avantage important de la moyenne est de pow@imrcalculée par regroupement des
données (comme un barycentre), par exemple en deuxpes de taillesy et n; :
nl Xl + n2 XZ

n+n,
Un autre avantage sera développé au® Xkcle dans le cadre de l'estimation et des
sondages aléatoires. C'est la bonne connaissamcoqua de la loi de probabilité de la
variable aléatoire correspondant a la moyenne métigque d'un échantillon de taille
C'est la continuation des théoremes limites, notantmavec, en 1908, la loi d&udent
dans le cas de petits échantillons extraits d'wpelation normale d'écart type inconnu.

X =

La médiane

C'est bien entendu la médiane qui a constitué destitue toujours) l'alternative la plus
sérieuse a la moyenne.

La médiane n'est pas de méme nature que la moyé&ieeest définie comme étant
l'observation centrale, dans le cas d'un nombreaimgiobservations rangées en ordre
croissant, ou la moyenne des deux valeurs central@ss le cas d'un nombre pair
d'observations.

Dés 1669,Christian Huygensdans sa correspondance avec son ftengis distingue
I'espérance de vie (correspondant a la moyennenaftique) et ce que I'on appellera la
"durée de vie probable" (correspondant a la méjligune est la valeur pour laquelle la
probabilité d'étre inférieur a cette valeur égadecd'y étre supérieur. Il écrit ainsi : "[Ce
sont]deux choses différentes que I'espérance ou laivdke I'age futur d'une personne, et
I'age auquel il y a égal apparence qu'il parviendra ne parviendra pas. Le premier est
pour régler les rentes a vie, et l'autre pour leggures.
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Si la moyennex correspond aux moindres carrés (c'est a dire nseiffa somme des
distances au sens de la distance euclidienne esualimédian® est obtenue lorsque I'on

minimise la sommeé)_|x —M| des écarts absolus.

On en trouve l'usage ch&auss(1816) et_aplace(1818), mais c'est surtoGalton qui lui
accorde toute son attention en 1874, 1875, daredie de ses études anthropologiques.
Mais l'usage de la médiane sera longtemps négligéaison, d'une part, de moins bonnes
propriétés algébriques, et, d'autre part, de gagatitatistiques moindres dans le cadre d'une
population normale.

En 1882 cependan§imon Newcomlexamine 684 résidus basés sur l'observation de
passages de Mercure devant le Soleil. Il constadepr distribution avait une queue plus
épaisse que celle de la loi normale. Afin de reeréd la moyenne arithmétique, ici
défaillante, il repensera a la médiane.

La difficulté d'interprétation de la moyenne

Dés la fin du XIX siécle, I'usage de la moyenne est critiqué dansidaure ou son
interprétation est abstraite (que penser d'unellEupossédant 2,51 enfants ?) et parfois
contestable ("'homme moyen" dguétele). Ce n'est pas le cas de la médiane, qui est en
général une des valeurs observées. De plus, laamgéédixiste dans des cas ou la moyenne
X n'existe pas (critéres non quantitatifs).

La "robustesse" de la médiane

Ce qui a surtout redoré le blason de la médiarst s&"robustesse”, c'est a dire sa faible
dépendance aux valeurs aberrantes.

On avait rapidement constaté la mauvaise influelesevaleurs extrémes skr. L'une des
solutions, préconisée par exemple par l'astron®nger Boscovichétait lamoyenne
tronquée (c'est a dire calculée apres suppression des rgabherrantes). Les fermiers
généraux de I'Ancien régime utilisaient cette témphe pour calculer I'imp6t : on se basait
sur la récolte moyenne des cing derniéres annpess auppression de la meilleure et de la
plus mauvaise récolte.

La formulation actuelle de la robustesse a été@dhilite parGeorge Boxen 1953, puis par
Peter Huberen 1964.

L'usage accru de la médiane doit ensuite beaucoxp
diagrammes en boites(Box Plot), particulierement
parlants, introduits patohn Tukey1915-2000) dans les
années 1970. L'usage accru de linformatique
statistigue permit un recours plus fréquent, quirse
justifie, a la médiane dont l'obtention ne poses plie
problémes.

John Tukey
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En résumé :
Moyenne Médiane
Avantage Inconvénient Avantage Inconvénient
Minimise : Sensibilité aux Pas de calcul par
-2 A Minimise :
X D (% —x)°. |valeurs extrémes paquets (recours
Indicateur de (recours possible a lax Z‘)ﬂ - x‘ possible a
centralité euclidien. | moyenne tronquée). l'ordinateur).

Moins adapté que la|
moyenne pour les
distributions
normales.

Estimation optimale | Mal adapté dans le | Robustesse : peu
dans le cas d'une |cas de distributions | sensible aux valeurs
distribution normale.| non normales. extrémes.

Interprétation parfois Interprétation simple
Calcul possible par | difficile (exemple : | (en général une
paquets (barycentre)2,5 enfants par valeur de la série,
famille). milieu réel).

Pas de propriétés
statistiques de type
théoremes limites.

Bonne connaissance

de laloi de la . .
Bonne illustration

moyenne de Réservé aux séries PN
: s L. avec les boites a
variables aléatoires | numeériques.

S moustache.
indépendantes

(théorémes limites).

2 — Moyenne et écart type : aspect géométrique

L'intuition géométrique joue un réle important eatistique. La partie de la statistique que
I'on nomme "analyse des données" fait un usageriantode la géométrie en dimension
(et de l'algebre linéaire) pour mettre en évidelez "composantes principales” d'un
ensemble de données. L'enseignement de la géordatrel'espace dans les sections ES
trouve en partie sa justification dans ces utiliset.

Pour l'anecdote, signalons qionald Aymler Fisher
(1890-1962), le péere de la statistique modernédi, étae
d'une intuition géométrique hors du commixisher a
toujours souffert de problemes de vue. Enfant, les
médecins pour protéger ses yeux lui interdisaienitrd a

la lumiére artificielle. A I'école le soir, ses fesseurs,
pour éviter la lumiére électrique, devaient lui eigeer

les mathématiques sans faire usage de papier,nGrayo
aucune aide visueftt En conséquence€isher développa

un profond sens géométrique, qui lui permit de uds®
bien des problemes difficiles de statistique matt@me.

A titre d'exemple, citons cet extrait d'une letteaWilliam
Gossetf(aliasStudent a Karl Pearson: "Je vous joins une
lettre qui donne une preuve de mes formules pouligiibution des fréquences du [t de
Student]... Pourriez-vous regarder cela pour moi ngeme sens pas a l'aise dans plus de
trois dimensions, méme si je peux le comprendreeugnt..."Fisher avait démontré les
résultats d€sosseten utilisant la géométrie multidimensionnelle.

M Rapporté par D. Salsburd'Fhe lady tasting tea"
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TRAVAUX
DIRIGES

UNE INTERPRETATION GEOMETRIQUE
DE LAMOYENNE ET DE L'ECART TYPE

On suppose que l'on a effectué trois
mesuresx;, Xz, Xz (différentes a cause des

erreurs de mesure) d'une méme grandeur
physique.

Pour représenter ces mesures, on se place
dans [l'espace, rapporté a un repere

orthonormal (O; T,],E), ou l'on considére
> le pointM de coordonnéesy(, Xz, X3).

L Soit D la droite menée pad de vecteur
X1 directeur de coordonnées (1, 1, 1).

1) On souhaite résumer les trois mesuies,, X3 par une seule valetir

a) SoitP(t, t, t) un point de la droit® . Exprimer la distancEM.

b) Déterminer la valeur depour laquelle la fonctiorf : t > (t —xq) > + (t —X2) 2 + (t —Xa) 2
atteint son minimum (calculer la dérivée).

c¢) En déduire que le poiftle plus proche di&l surD a pour coordonnées( X, X) ou

X est la moyenne des trois meswgs, X3 .

d) En utilisant la condition d'orthogonalité, géal&ee a trois coordonnées, vérifier que

00 0O0-
OoP U PM .

3
2) Exprimer la distancé®M en fonction de I'écart type = %Z()ﬁ —2)2 des trois
i=1

mesuresy, Xo, X3 .

3) En utilisant le théoreme de Pythagore, retroueeformule : 0% = %z >q2 - X
i=1
(la variance est égale a la moyenne des carréssrteaarré de la moyenne).

Eléments de solution

1) a) OnaPM = \/(t—xl)2+(t—X2)2+(t—x3)2.
b) Onaf'(t)=2(t—xy) + 2(t—X;) + 2(t —X3) =0 pour 3t =X; + X, + X3 Soitt = X.
On a bien un minimum puisque f un polyndme de degré 2 de coefficient dominant +3.
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c) On a PM = (f(t))* . Le minimum est donc atteint, comme pour f , pourt= X.
d)ona X(X;— X)+ X(Xa— X)+ X(Xg— X) = X (X; + Xz + X3) —3X* = 0.

O0- 00
Ainsi OP O PM .

2) OnaPM = \/()(1—2)2+(x2—i)2+(x3—)_()2 =J30.

X1

3) Puisque OMP est rectangle en P, le théoréme de Pythagore donne OM ?= OP? + PM ?

3
c'est a dire ) )qz =3%° + 30° d'ou g% = %z )qz - %2
i=1

3 — Quatrtiles et boites a moustache

Les diagrammes en boites permettent de visuahse¥plartition des données : on partage
I'ensemble des valeurs possibles en segments emmtene proportion prédéterminée des
valeurs de la série statistique.

Le modele ("par défaut”) choisi par le programniecia est le suivant (correspondant aux
définitions qui suivent) :

médian

Valeurs de |
la serie minimers 1@ dééile . - 9™ décile maximun
1% quartile 3*™ quartile
; +t—> < > < >
Proportions 10% 2504 25% 10%
correspondantes
< >

50%

Les|définitions "officielleg" sont les suivantes :

Onordonnela série des observations par ordre croissant.

Médiane: si la série est de taillen = 2p + 1, la médiane est la valeur du terme de rang
p + 1, si la série est de taille= 2p, la médiane est la demi-somme des valeurs degserm
derangpet p + 1.
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"La définition de la médiane n'est pas figée : arg définissent la médiane comme étant
le deuxieme quartile ou le cinquieme décilelgns la pratique de la statistique, les
différences entre ces deux définitions sont sangaortance. Au lycée, on évitera tout
développement a ce sujet qui ne serait pas une mépdndividuelle & une question d'u
éleve"

"La procédure qui consiste a tracer une courbe digefréquences cumulées croissantes,
continue, obtenue par interpolation linéaire, etléfinir la médiane comme l'intersection
de cette courbe avec la droite d'équation y = Qbavec une courbe analogue dite des
fréequences cumulées décroissantest pas une pratique usuelle en statistique etseea
pas proposée alycée."

Document d'accompagnement du programme®8e| 1

Premier décile: la plus petite valeur de la série ordonnée tgllau moins 10% de ses
valeurs en soient inférieures ou égales.

Premier quartile: méme chose avec 25%.

Troisieme quartile: méme chose avec 75%.

Neuvieme décile méme chose avec 90%.

En pratique: le I décile (resp. le®"®décile) d'une série ordonnée de taillest le terme
dont le rang est le plus petit entier supérieuégai % n (respl% n).

Le 1°" quartile (resp. le 8 quartile) d'une série ordonnée de taillest le terme dont le
rang est le plus petit entier supérieur ou é%al (resp% n).

SUR CALCULATRICES T.l. OU CASIO OU EXCEL:

La définition de la médiane est celle du programererevanche, celle dd§" et 3™
guartiles differe : sur les calculatrices, ils sont consédécomme les médianes (au sens du
programme) des deux demi-séries obtenues en stifedagrie initiale selon la médiane.
Excel attribue, de plus, a la médiane un rang é&efleiment fictif et procede par
interpolation selon les rangs. Les différences ot &n général sensibles que pour des
séries de faible effectif, voici un exemple extréfom ne fait pas de la statistique sur 4
valeurs!) :

2° quartile  mediar DéfinitiondMé=9 Q1=7 Q3= 10.

¢ ¢ Calculatrices :
\7(':1I-e-LII’-S-.7- ------ '-é ---------- ’1-0- ---------- '-1-2- ------------- Mé=9 Q1=7,5 Q3=11.
Rangs 1 2 25 3 4 ExcelMé=9 Q1=7,75 Q3=10,5.

Pour lesdboites a moustachsur les calculatrices :

. @ : Deux types sont proposés. La boite est toujbintervalle interquartile [Q1, Q3].

Dans le type 1 les moustaches correspondent ik, Bhf Q1 et Q3 -m. Les points "aberrants"
(en dehors des moustaches) sont représentés.

Dans le type 2 les moustaches sont limitées pasdiesirs extrémes min et max de la série.

» FaireSTATPLOT

ChoisirPlotl, activerOn , choisir la boite puis les listes. Fa@&APH pour l'affichage.

. : Dans la Med-Box, les moustaches sont limitéedgsavaleurs extrémes min et max de
la série.

» Faire MenuGRPH, puisSEL pour sélectionner le numéro du graphique.

FaireSET pour choisir le type de graphigBex puis choisir les listes.
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4 — Des exemples d'activités en 1 °® S ou ES

ice
IHO%DES SALAIRES DES OUVRIERS D'UNE ENTREPR ISE

Une entreprise de fabrication métallique emploi® Iiuvriers, 189 hommes et 121
femmes. La répartition des salaires des ouvriefaisselon le tableau suivant :

Salaire mensuel Hommes Femmes
en euros Effectifs Effectifs cumulés Effectifs Effectifs cuideés
1260 0 0 49 49
1274 6 6 34 83
1302 8 14 18 101
1344 16 30 14 115
1372 0 30 3 118
1400 76 106 0 118
1428 36 142 3 121
1470 16 158 0 121
1484 17 175 0 121
1498 14 189 0 121

Un histogramme peut illustrer cette répartition.

80

70

60

50

OHommes
— HBFemmes

40 A

30 -

20 -

10 —|>
o ‘ ‘ ‘ —

1260 1274 1302 1344 1372 1400 1428 1470 1484 1498

1) Dans cette entreprise, les hommes sont en meyargux rémunérés que les femmes
(qui n'occupent pas le méme type de poste) = 1413,19 € eX = 1286,84 €.

Comme parametre de centralité, les moyennes apparte renseignement comptable :
sachant qu'il y a 189 ouvriers et 121 ouvriéregllglest la somme approximative versée
chaque mois aux employés de cette catégorie ?

2) Les écarts types correspondants spnt 53,97 € etor = 37,74 €. Quelle information
apportent ces valeurs ?

3) Déterminer le salaire médiany des ouvriers et celuin: des ouvrieres.

Expliquer les différences observées avec la moyenne

Du point de vu social, le salaire médian est uncatdur de centralité plus fiable que la
moyenne. Pour quelle raison ?
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Femmes Hommes
1500 1500 1500 ® 1500
1450 1450 1450 1450
[
1400 1400 1400 ] 1400
1350 1350 1350 1350
1300 1300 1300 1300
| °
{
1250 1250 1250 1250
1200 1200 1200 1200
1 1

4) La comparaison des salaires entre hommes et demast facilitée par I'examen des

boites a moustaches : le carré correspond a laam#&die rectangle a lintervalle
interquartile, les moustaches dlidu ¢ décile et les points au minimum et maximum.
a) Comment voit-on qu'au moins 50% des femmes orgalaire inférieur au plus petit
salaire masculin ?
b) Le 2™ salaire féminin est 1372 €. Comment constate-gatau moins 75% des
hommes gagnent davantage ?

c) Le ' décile des hommes est supérieur Slf Bécile des femmes. Qu'est-ce que cela

signifie ?

Eléments de réponse

1) Les moyennes permettent d'évaluer la somme totale des salaires des ouvriers :
1413,19%x189 + 1286,84x121 = 422 800 €.

2) Les ecarts types indiquent que les salaires masculins sont davantage disperses.

3) On a (189 + 1)/2 = 95. Le salaire médian masculin est donc au 95°™ rang, soit

my = 1400 €. A comparer a la moyenne de 1413,19 € influencée par quelques "gros"
salaires. D'un point de vue social, cela signifie que 50% des ouvriers ont un salaire inférieur
ou egal a 1400 €. ‘

On a (121 + 1)/2 = 61. Le salaire médian masculin est donc au 61°™ rang, soit

mg = 1274 €. A comparer a la moyenne de 1286,84. La médiane rend compte ici de la masse
des faibles salaires féminins & 1260 €.

4) Les boites a moustaches indiquent ici des structures non évidentes des données.

a) Le carré de la médiane féminine est en dessous du point minimum masculin.

b) Le rectangle masculin (et donc le 1° quartile) est supérieur a 1372.

c¢) Plus de 90% des hommes gagnent davantage que plus de 90% des femmes.




97

T.P. SUR EXCEL]

STATISTIQUES A L'HOPITAL

Dans le classement des hopitaux de France publigarpmagazine, on distingue les deux
hopitaux de province suivants. Pour une intervendioalogue (assez rare), on lit :
Hoépital A : 1 déces sur 12 interventions au total.

Hépital B : 3 déces sur 12 interventions au total.

Faut-il suspecter I'hopiteB qui a connu 25% de déces sur ce type dinterverRide
ministére de la santé devrait-il diligenter unegtq ?

Avant de se faire une opinion, nous allons simldesituation en supposant que le risque
de déces, dans les conditions habituelles powpeed'opération, egp = 15 %.

1- Simulation d'une étude sur 12 opérations pour 99 9

hopitaux
A | B | C [ D

1 p 0,15
> b déces | efectt P Lancer Excél. Dans la cellule Al, tapep et
3 0 dans la cellule B1 entrer la valeur 0,15.
— Puis préparer, de A2 & C15, le tableau ci-contre.
B 3
: : En E1 entrer ldormule : =ENT(ALEA()+$B$1)
3 B Approcher le pointeur de la souris du coin
]? ; inférieur droit de la cellule E1l. Lorsque le
9 5 pointeur s'est transformé en une croix noire,
13 10 glisservers la droite pourecopier vers la droite
r— jusqu'en P1.
1B En D1 entrer ldormule : =SOMME(E1:P1)

Vous avez simulé 12 opérations réalisées dansemigr hopital. Combien y a-t-il eu de

(0 =0 TS SRR
Sélectionner les cellules de D1 a P1 puis reco@ies le bas jusqu'en P999.

Pour trier les résultats des 999 hopitaux et rdouless effectifs,sélectionnerles cellules

de B3 a B15, puis inscrire dansbarre de formules

= FREQUENCE(D1:D999;A3:A15) puis appuygamultanémensur les touche€TRL

MAJ ENTREE.

Pour compléter la colonne des effectifs cumuléseeen C3 Idormule : =B3

Puis en C4 ldormule : =C3+B4

Recopierla cellule C4vers le bagusqu'en C15.

Caractéristiques de position et dispersion —% 1§ T
De A17 a B26, préparer le tableau ci-contre. — royenne
En B17 entrer ldormule : =MOYENNE(D1:D999) 18] écart type
En B18 entrer léormule : =ECARTYPEP(D1:D999) B
Pour obtenir la médiane, entrer en B2@lanule : 21 03
=NB.SI(C3:C15;"<500") ] 0o
Pour obtenir le 3" quartile, entrer en B21 farmule : 24 o
=NB.SI(C3:C15;"<750") 25| rmax
Pour obtenir le $"°décile, entrer en B22 farmule : o —mn
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=NB.SI(C3:C15;"<900")

En B23 entrer untormule fournissant le % décile et en B24 celle donnant & quartile.

Pour obtenir le maximum, entrer en B23damule : =NB.SI(C3:C15;"<999")

Pour obtenir le minimum, entrer en B2Odamule : =NB.SI(C3:C15;"<1")

Ou se situent les résultats des hopitAwetB (1 déces et 3 déces) par rapport aux quantiles
[T (=TT 0 =T )

Boites a moustaches

Sélectionnerles 5 cellules de B20 a B24 puis cliquer sur iezédassistant graphiqum

g 5 Assistant Graphique - Etape 1 sur 4 - Type de Graphique E E3 Etape 1 sur 4 :ChOiS
? 3 Types standard | Types personnalises I ggﬁghlque BourSIer et !e
g 5 Type de graphigue : Sous-type de graphique : 4 . SOUS-_type puis
g 3 [l Histoaramme - Cl|quer surSuivant

1 t L] .
w7 Eimbs | b o b Etape 2 sur 4 choisir
11 8 ourbes ;. . .
12 g (B Secteurs i Série en e ngneS puis
13 10 ;2 uages de points ] cliquer surTerminer.
14 11 hly Aires 1
15 12 & Anneau 1 .
16 iy Radar | Cliquer avec le bouton

f . .

= e ~fia droit sur la Légende et
= My coursicr choisirEffacer.
20| rmediane olume-Cuverture-Max-Min-Cldture, C|iquel’ avec Ie bOUton
21 3 equiert cing séries dans cet ordre. dr0|t sur Ila.xe Vertical
22 09
23 D1 gauche  puis  choisir
g; mg;{ Mainteni appuUye pour visionner | Format de |'axe L
2 min @ | Annuler | < Précédent I Suivant = I Terminer | Regler’ dans l O\nglet
| 27 | Echelle, le minimum a O,

le maximuma 12 et linité principale a 1. Procéder de méme pour I'axe vertical droit.
Cliquer avec le bouton droit sur le rectangle nohgisirFormat des barres de baisseet
choisir une couleur claire.

Cliquer avec le droit sur une moustache, choarmat des lignes Haut-Bas..et
augmenter I'épaisseur.

Cliquer avec le droit sur le grand rectangle irdérj choisirType de graphique..puis
Courbes La médiane est alors figurée par un point.

Pour ajouter la valeur maximale, copier la cellB25 puis la coller sur le graphique.
Procéder de méme pour la valeur minimale.

On peut, en appuyant sur la toudtss refaire une simulation sur 999 hépitaux.

Quel est l'intervalle interquartile le plus souvehservé, sur 999 hopitaux ?

La différence observée entre les hopitafixet B doit-elle étre considérée comme
suffisamment significative pour justifier une dié@ce de qualité dans les soins ?

2- En changeant la valeur de p
Utiliser le fichier Excel pour répondre aux questiGuivantes.
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On lance 12 fois une piece de monnaie et on obsefpde". Doit-on suspecter la piece
d'étre truquée ?

Un Q.C.M. comporte 12 questions indépendantes, pesquelles 3 réponses sont
proposées. On répond au hasard. Justifier qua lfapins de 10% de chances d'avoir plus
de la moyenne a ce Q.C.M.

3- Simulation d'une étude sur 120 opérations pour 9 99
hopitaux
Nous allons cette fois simuler un échantillon diketd 20 opérations pour la proportign
de déces égale a 0,15.
En B1, entrer a nouveau la valeur 0,15.
Sélectionner la cellule P1 purscopier vers la droitgcroix noire) jusqu'en DT1 pour
obtenir 120 opérations. En DU1 entrefdamule : =SOMME(E1:DT1)
Que représente le nombre calculé dans la cellul® DU.............ooovveeiiiiiiiiiiieee e
Sélectionnerles cellules de E1 a DU1 puiscopier vers le bagisqu'en DU999.
En A28 inscrire : nb déces.
En A29 entrer la valeur O puis en A30 entrefdamule =A29+1
Sélectionnerla cellule A30 puigecopier vers le bagusqu'en A149. Cette cellule devra
alors contenir la valeur 120.
Sélectionnerles cellules de B29 a B149 puis inscrire dartsalae de formules
= FREQUENCE(DU1:DU999;A29:A149)  puis appuygmultanémensur les touches
CTRL MAJ ENTREE
Pour compléter la colonne des effectifs cumuléseeren C29 ldormule : =B29
Puis en C30 lformule : =C29+B30
Recopierla cellule C30vers le bagusqu'en C149.

E3 Microsoft Excel - Hopital Vous aller construire une boite a moustaches pour

| Fichier Ediion Affichage Insertion Fon illustrer I'étude sur des échantillons de taill@.12

DeEel&g 2elo-« Sélectionnerles cellules de A20 a B26 puis cliquer sur
A0 o | pediane I'icone Copier.

I ——.—— Cliquer sur la cellule A152 puBntrée

20| médiane

o Conier Dans leformules NB.SI situées dans les cellules B152

73| DI L P a B158 indiquer la plage C29:C149 pour obtenir les

41 = 1 différents éléments de la boite a moustaches.

25 max 5} . - N 7

3l 0 Construire une boite a moustaches en procédant eomm

| 27 | - au paragraphe 1 (avec i&chelle minimum a O,

23| o dénts o maximuma 120 eunité principale & 10).

50 1 0 Faire plusieurs foi&9.

Que doit-on penser d'un hépital qui connaitraitl80es sur 120 (25%) ? ......ccevvvvvvvvrnnrmmmmmnae.



100

Eléments de solution

1- Echantillons de taille 12
On obtient, pour p = 0,15, des résultats du type suivant :

A B T D [ E [ F [ G| F
2 hb décés effectif curmul + L]
3 i 145 145 12 12
4 1 278 423
5 2 300 723 1 1
6 3 174 597
7 4 71 965 10 10
8 5 24 592
] E B 598 s 8
10 7 1 599 s &
11 [ i EEE
12 9 i 599 7 7
13 10 i EEE
14 1 0 993 W © f o
15 12 i 599 s s
16
17 | rmoyenne | 1,548845885 | 4 4
18 [ écart type | 12774224 | |
19 3 3
20| médiane 2 2 " 2
21 03 3
2 D9 4 i 4
A ol 0 l
24 a1 1 0 0
25 max 7 1
o min 0 ™
4[4[ [l Feuil1 {Feuiz 7 Feuiz * 1l -

La plupart du temps, l'intervalle interquartile est [1, 3]. Les résultats des hopitaux A et B sont
donc dans cet intervalle. On peut alors considérer que I'écart observé est vraisemblablement
du au hasard et n'est pas significatif d'une qualité différente des soins.

2- A pile ou face

En B1 on introduit pour p la valeur 0,5. 2 2
Sous I'hypothése p = 0,5 l'observation d'au moins 8 "pile" o
se produit dans plus de 10% des cas. Ce nombre n'est pas . .
significatif pour suspecter la piéce d'étre truquée. 5 | s
En revanche, I'observation de 11 "pile" est suffisamment ’ ’
rare pour considérer que si cela se produit en langant 12 .
fois une piéce, il est possible que celle-ci soit truquée. ] | s
Le Q.C.M. 2 >
On introduit dans la cellule B1 la formule =1/3 et : ® :
on constate que la valeur 7 est régulierement supérieure ' : ’
au 9°™ décile.
3- Echantillons de taille 120 120 120
On observe (a echelle équivalente) une boite a 110 1 110
moustaches beaucoup plus resserrée pour les
échantillons de taille 120 que pour ceux de taille 12. o o
La valeur de 30 déces sur 120 opérations (25%) % 1%
est trés supérieure au 9°™ décile et se produit donc | ®° 18
trés rarement dans un hopital pour lequel le taux 70 70
de déces théorique est de 15%. 60 1 60
On peut donc considérer comme douteux ce genre 50 50
de résultat et diligenter, dans ce cas, une enquéte 40 1 4
guant au bon fonctionnement du service responsable
de ce type d'opération. % ° *

10 ® T 10

0 0

1
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Séance 3 :
LOI DE PROBABILITE
ET MODELISATION

| - APPROCHE STATISTIQUE D'UNE LOI DE PROBABILITE

"On ne peut guére donner une définition satisfaisate la Probabilité."
Henri Poincaré “Calcul des probabilités*- 1856.

"[...] le terme de probabilité, seul, n'est pas dééirce niveau d'étude.”
Document d'accompagnement du programme®& + 2001.

1 - QU'EST-CE QU'UNE PROBABILITE ?

Nous avons connu plusieurs facons d'introduiragdéabilité dans nos classes de lycée :

- Soit par la formule "nombre de cas favorables/m@rde cas possibles"”, dans le cadre
de I'équiprobabilité (a définir ?). Ceci nous otéenur la pratigue ddénombremenet
de lacombinatoiremais offre peu d'intérét au niveau des application

- Soit par une définitiopurement formelled'espace probabilisé mais on perd le sens de
ce dont on parle.

- Soit comme le nombre vers lequelstabilisela fréquence observéeCe qui pose le
probleme de I'énoncé de la loi des grands nombres.

Cette derniere approche qui sera privilégiée parcelle donne du sens au concept de

probabilité et qu'elle se rapproche de la pratides les applications, faisantlien entre

statistique et probabilité par le biais de la modétion.

Si I'on se tourne vers I'histoire, on constate lquetion de probabilité a rapidement revétu

ces différentes facettes.
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Le point de vue objectiviste

A l'article "Probabilité" de |IEncyclopédie méthodiqug784), Condorcetattribue deux
"sources de probabilité”

—_— ENCYCLOPEDIE
Nous les réduifons A deux efplees 5 l_funé METHODIQUE.
renferme les probabilités tirdes de la confidéra— - ]
tion de la nature méme , & du nombre des cau- MATHEMATIQUES,
fes ou des raifons qui peuvenr influer fur la vé- e M s, M Bosrr, o L
rité de la propofition dont il s"agit; Vautre n’eft TOME PREMIER.

fondée que fur Pexpérience du paflé , qu peut
rous faire tirer avec confiance des conjectures
pour Iavenir , lors du moins que nous fommes
affurés que les mémes canfes qui ont pro_dulr’lc
pafi¢ exiftent encore, & font prétes & produire la-
venir, :

Les probabilités tirées'du nombre des causes'C'est a dire, dans le cadre de
I'équiprobabilité durapport des cas favorables aux cas possiptessont calculables que
dans un cadre trés limité, grosso modo, celui dag fle hasard et des modeles d'urnes,
dont les regles sont déterminées et la modélisaissez simple. Cette approche, reposant
sur I'équiprobabilité des issues, qui n'est pasirdesdans nombre de problemes, est
inopérante dans I'étude de la mortalité, des rs@uassurer, des contrbles de qualité dans
l'industrie..., en fait des probabilités rencorgr&dans la vie".

L'autre approche;fondée sur l'expérience du pass&€’est-a-dire sur l'observation des
fréquences lorsque l'on répete un grand nombreide'éxpérience, ouvre davantage de
perspectives (au moins dans les cas d'expérie@pétables).

Cetteapproche fréquentisteles probabilités est fondée sutdades grands nombregont
Jacques Bernoullest a l'origine 'Art de conjecturer1713).

La principale critique de I'approche fréquentisie que la définition de probabilité repose
alors sur la loi des grands nombres qui, elle-m&umgpose définie la probabilité.

Il faut attendreKolmogorov (1933) pour que soit fondée utigeorie axiomatiquedes
probabilités en ignorant volontairement l'interprétation depitababilité et l'utilisation qui
peut en étre faite. Cette théorie des probabilaéss purement mathématique, est basée
sur la théorie de la mesure Berel (1897), l'intégrale déebesgug1901) et la mesure
abstraite d&Radon(1913). Le calcul des probabilités fournit aeedéles mais il ne dit pas
qguelles lois choisir. L'évaluation des probabilitgdysiques” pose le probleme de la
modélisation et de l'adéquation du modele a laitéeatventuellement avec essais et
rectifications.

Dans les applications, et pour le statisticienpdent de vue "classique” reste l'approche
fréquentiste, privilégiée lorsque I'on possededtemees en nombre suffisant (événements
répétables) pour utiliser les théoremes limiteesCune conceptiombjective de la
probabilité, en ce sens que l'on admet l'existehwee valeur déterminée a la probabilité
d'un évenement, valeur que l'on cherche a estibans cette optiqueEmile Borel
affirmait que”les probabilités doivent étre regardées commegiasdeurs physiques, [...]
avec une certaine approximation”
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Le point de vue subjectiviste

Francois Le Lionnai¥ affirmait en 1948 qué&quant au] probléme crucial de l'origine,
subjective ou objective, de la notion de Probahillt s'agit |a d'une confrontation dont la
connaissance devrait faire partie, de nos jourshbdgage de tout homme cultive."

En effet, une autre approche de la probabilitélessitlere davantage comme la mesure des
raisons que nous avons de croire en la réalisdtionévenement, dans l'ignorance ou nous
sommes etelativementaux informations dont nous disposons. La prokgb#ist une
opinion sur les choses. Un assureur sur la vie armeta pas a la probabilité qu'a un
nouveau client de décéder dans les 10 années @umnent, la méme valeur selon les
informations dont ils dispose (age, sexe, antédédemédicaux ou familiaux...). La
probabilité est donc révisable en fonction d'infations nouvelles, elle peut varier selon
les circonstances ou l'observateur, ellesabjective

C'est le point de vubayésien(Thomas Baye$702-1761). Lehéoreme de Bayegnoncé

et démontré indépendamment paplaceen 1774, dans sdiMémoire sur la probabilité
des causespiermet une meéthode d'estimation basée sur lesipiit@s conditionnelles.

Si différentes "causes", les évenemeAlsaveci = 1, ..., n, peuvent "provoquer"
I'événementk, la probabilitéa priori deE est donnée par :

P(E) =Y PEA)XP(A).

Inversement, si I'évenemehBtest observé, la probabiligé posterioride la "cause’A; est
P(A, nE) _ P(A))xP(EA)

donnée par P(A|E) =

PE) S pEA)*P(A)
i=1
Dans lignorance totale dé€XA)) , Laplace selon le"principe de la raison insuffisantg”
_ | 1 P(E[A)
leur attribue une valeur uniforni¥A;) = o On a alorsP(A, |E) =
Y. P(E[A)
i=1

De Finetti (1906-1985) alla jusqu'a affirmefLa probabilité n'existe pas'Et de la ranger
au rayon des antiques croyances comme cell&&tiger, de I'espace et du temps absolu...
ou des fées. La probabilité, considérée comme gaatfose ayant une existence objective
est également une conception erronée et dangeréuse”

De ce point de vue, la répétition n'est plus né&issspour probabiliser, et on peut
probabiliser l'incertain méme s'il n'est pas aliéato

12 dans'Les grands courants de la pensée mathématiguRéédition "Rivages" 1986.
13 ¢ité parSaportadans Théorie des probabilitds1970.
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2 — L'APPROCHE FREQUENTISTE (C'EST A DIRE STATISTIQ UE)
DES PROGRAMMES DE 2001
Les nouveaux programmes dé®1S et ES (2001) proposent une approche de type

"fréquentiste” de la notion de "loi de probabiljtéasée sur un énoncé "vulgarisé” de la loi
des grands nombres, et faisant suite a I'expératientdes fluctuations d'échantillonnage
pratiguée en seconde. On y considére la loi deghibte comme un objet mathématique

permettant la "modélisation” de la réalité.

Loi de probabilité

"Modéliser une expérience aléatoire, c'est lui associer uoé de probabilité

"Une fréquence est empirique.”

"Les distributions dedréquencesissues de la répétition d'expériences identiques e

indépendantes varientflictuent) ; la loi de probabilité est uninvariant associé &

I'expérience." \
Document d'accompagnement du programme”dg 2001.

"On recensera les propriétés mathématiques élérnrentale I'objet "distributions de
fréquences" et on définira une loi de probabiliimane un objet mathématique ayant|les
mémes propriétés.”

Document d'accompagnement du programmeé'as 2001.

La notion de modélisation était étrangere a l'angeogramme de premiere. Ici, on

distingue bien les fréquences (et leurs fluctualipqui sont du domaine de la réalité des
observations (dont le traitement reléve de ladtqtie) avec la loi de probabilité qui est du
domaine mathématique (de la théorie des proba)ileé qui constitue un modele de la
réalité. Cette distinction est, selon Michel HEAYREM de Franche-Comté), essentielle :
"Ce point de vue est en rupture avec celui deitanprogramme de Premiére, qui faisait
de la probabilité une sorte de limite de fréquestadbilisée. Du coup elle appartenait au
méme paradigme, celui de la description de latgéat non de sa modélisation. [Ce
nouveau point de vue] va permettre d'introduireTerminale S les lois continues dans
cette cohérence épistémologique.”

"En classe de premiere, uh@ de probabilité Psur un ensemble fini E est liste des
probabilités des éléments de E ; a partir de cdigee, on définit naturellement les
probabilités des événements (c'est a dimplicitement une application dd” (E) dans
[0, 1])".
"Il estinutilement complexepour le cas des ensembles finis, de partir dajmglication
de P (E) dans [0, 1], vérifiant certains axiomes, pule montrer ensuite que cette
application est entierement caractérisée par (g,... , p)-

Document d'accompagnement du programme®@s 2001.

"On parle ainsi d'une loi de probabilité, de la jabilité d'un événement, maésterme de
probabilité, seuln'est pas défini a ce niveau d'étude”. \
Document d'accompagnement du programme”§s 2001.

14 voir "Des lois de probabilité continues en ternn&, pourquoi et pour quoi faire ?" — revue "Repér
IREM" — Avril 2003.
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On voit par ces instructions que I'on ne cherclpasaa définir formellement la notion de
probabilité ou de loi de probabilité. On ne fers pla la théorie de la mesure a un niveau

élémentaire !

En revanche, I'élément essentiel de l'articulasitatistique/probabilités, la loi des grands

nombres, est incontournable, méme si une présaemtatjoureuse en est, au niveau
lycée, impossible.

Loi des grands nombres

du

"Le lien entre loi de probabilité et distributiom® fréquences sera éclairé par énoncé
vulgarisé de la loi des grands nombrés
"... on illustrera ceci par des simulations dans das simples."

Programme de“l°S 2001.

On nous propose plusieurs "énonces vulgarisés’s (elumoins simples !) de la loi des

grands nombres. On comprend que la chose est uiéfieate.

Enoncé 1:

"Pour une expérience donnée, dans le modele dpéniune loi de probabilité P, le

distributions des fréquences calculées sur degséle taille n se rapprochent de P qua

n devient grand." \
Programme de *°S 2001.

and

Enoncé 2 :

"Dans le monde théorique défini par une loi de @doibté P sur un ensemble fini, I¢
fréquences des éléments de cet ensemble dans itmelswu expériences identiques
indépendantes "tendent" vers leur probabilité quaraligmente indéfiniment."

Enonceé 3 :

"Si on choisit n éléments d'un ensemble fini E rselme loi de probabilité P
indépendamment les uns des autres, alors la digiob des fréquences est proche de
loi de probabilité P lorsque n est grand.”

174
(7]

et

2 |a

Document d'accompagnement du programmeé'as 2001.

Pour les enseignants, on rappelle, dans le docud'ettompagnement, I'énoncé déola

forte des grands nombregn termes de convergence presque sire (la ldéfaienonce en

termes de convergence en probabilité) :

"Dans I'ensemble des suites infinies d'élémentisishselon P, le sous-ensemble des st
pour lesquelles la distribution des fréquencesareverge pas vers P est négligeable.”

lites

Document d'accompagnement du programme®@s 2001.
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3 —|ACTIVITES ELEVES EN 1%¢ (introduction avant le cours) :

Il est peut-étre difficile d'introduire directemdatnotion de loi de probabilité par le biais
d'une loi des grands nombres définie sur la digion des fréquences degléments d&.

On peut commencer par la loi des grands nombresecoant un événement, c'est a dire
pourE = {x1, X2} (X1 pour I'événemerh).

On donne ici un exemple de T.P. avec calculatrpEmettant, avant le cours, une
introduction de la notion de loi de probabilité,r pabservation de la loi des grands
nombres.

» Le premier exemple nous situe dans le cas, plusetitaire, de I'observation

de la loi des grands nombres dans le cas d'un é&earement (et de son
contraire).
La situation décrite est a la fois simple (faciletneompréhensible, elle a un
sens immédiat), avec une probabilité non intuiteegest ensuite susceptible
d'une “explication” géométrique, venant confirmes lobservations par
simulation.

» Le second exemple se place dans le cadre d'ure Iprababilité concernant 7
issues possibles. Il s'agit de la planch&d#éon dont le contexte, trés parlant,
plait aux éléves, et qui permet, de plus, un precoatact avec le triangle de
Pascal

» Le dernier exemple, a traiter éventuellement a é&saom, met en lumiére une
probabilité inattendue a propos du jeu du loto.
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T.P. CALCULATRICES

APPROCHE DE LA NOTION DE LOI DE PROBABILITE

"Comment oser parler des lois du hasard ?
Le hasard n'est-il pas I'antithése de toute loi ?"
J. Bertrand- "Calcul des probabilités" — 1889.

Prévoir et calculer des résultats dus au hasdrestée but des probabilités.

PROBABILITES

recherche d'un | Théorie mathématique Prévisions pour le
. . modele servant de modéle e

et représentation de

données observées permettant le calcul futur

STATISTIQUES

passé Analyse, classement

[

v

> > prévisionnel.

LE SEGMENT ALEATOIRE

L'expérience aléatoire

Sur un segment de longueur 1, on prend au hasarxi pints A et B (différents des
extrémites).

On s'intéresse awdeux issuesuivantes :
X1 . la longueur AB est strictement supérieure & 0,5
X2 . la longueur AB est inférieure ou égale a 0,5.
On notekE I'ensemble X1, X2}
Définir uneloi de probabilitésurE consiste a rechercher un rgekentre 0 et 1 associéa
(p est la probabilité de réalisation de I'événemgnét 1 —p associé ..

1

Simulation .
Pour déterminelp, on peut répéter un grand nombre 1t
de fois I'expérience et observer la fréquehde o -
réalisation de. 06

0,5

0,4 f

0,3

0,2

0,1

0

x1 x2

Laloi des grands nombreaffirme :
La frequence f de I'événement dans une suite de n expériences identiques et
indépendantes, tend a se rapprocher de sa prolb@lplguand n augmente indéfiniment
Vous allez en faire I'expérience, par simulation.

1) Pourquoi linstruction sur calculatrice abs@ran rand) permet-elle de simuler

23 0 1=T £ 1= o =TT
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Le programme suivant permet d'observer les vanatite la fréquence de I'événement
lors de la répétitiom = 500 fois de I'expérience aléatoire.

CASIO Graph 25 100 T.1.80-82-83 T.1.89-92
ViewWindow 0,500 :FnOff :FnOff
,100,0,0.5,0.00 :PlotsOff :ClrDraw
Graph Y= 0.28] 20 - Xmin PlotsOff
For1- J To 40 '500 — Xmax ;gog xmin

) : - Xmax
0- NO 100 - X_SCI 100 - xscl
For1- 1 To 5000 :0 -~ Ymin 0 ~ ymin
Abs(Ran# — Ran#) A :0.5 - Ymax :0.5 - ymax
A>05=N+1- NO :0.1 - Yscl :0.1 - yscl
Plotl,N<+10 :DrawF 0.25 :DrawFunc 0.25
Next [ :For(J ,1, 4) :Forj,1,4
+ ‘0> N 0-n
meitom For (I, 1, 500) Fori, 1,500
:abs(rand — rand)> A abs(rand() —rand()). a
‘fA> 05 dfa>0.5
n+l-n
N+1-N PtON i , nli
Pt-On (I, N/1) :EndFor
:End :Disp n/500
:Disp N/500 :Pause
:Pause :EndFor
:End

= Pour obtenir certaines instructions :
CASIO Graph 25 10d :ViewWindow par V-Window puis V.Win Graph Y= par Sketch GRPH Y=
For To Next par PRGMpuis COM Abs par OPTN NUM jRan# par OPTN PROB > par PRGM REL =
par PRGM JUMP Plot par Sketch PLOT puis Plot.

. :

Utilisation possible de la foncticddATALOG (sur Tl 83 — 85 — 92).

FnOff par Y-VARS On/Off... ou VARS Y-VARS puis Off PlotsOff par 2 STATPLOT puis PLOTS
Xmin par VARS Window ;DrawF par 29 DRAW puis DRAW ;For par PRGM CTL ;abs par MATH
NUM ; rand par MATH PRB ;If par PRGM CTL > par 29 TEST (2Y MATH TEST sur TI 92) Pt-On par
2" DRAW POINTS.

2) A gquoi correspondent les axes des abscissessebmonnées sur le graphique de la
(0= 1o 1] =1 4 o] 0P

3) Qu'observe-t-on sur les graphiques de la magcHoreque le nombre de lancers
= 10 [0 [ 01T 01 = PP PPTUPPRTRUPPIN

4) Noter, pour les quatre simulations les fréqusnde I|'événemenk; aprés 500
réalisations indépendantes de l'expérience.

Simulation n° : 1 2 3 4

Fréquencé de
I'événemenk; pour
n = 500 réalisations

5) Quelle valeur peut-on, d'aprés vos expériersti yuer ap ? .......oooovvvviiiiiiieiiieeeeeeee e

Un argument géomeétrique
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On représente dans un repére orthonormal le résltéirage des points A et B par le
point M(x, y) oux est I'abscisse de A sur le segment@tlle de B.
Hachurer la portion du carré correspondant auxtpoin
1 & M pour lesquel$x —y[1> 0,5.

6) Que vaut la surface hachurée ? Comparer avec les
simulations.

LA PLANCHE DE GALTON

Considérons une planche dealton ou chaque bille
rencontre 6 clous.

Chaque bille suit un trajet aléatoire, pour abodtns
l'une des cases situées en bas. On suppose qag@aecha
clou rencontre, la bille a autant de chance d'@lédroite

ou a gauche (la planche est bien verticale).

Francis GALTON (1822/1911) est un scientifique amglcousin de Charles
DARWIN. S'intéressant essentiellement a la biolagjié I'anthropologie, il
fut aussi un pionnier en statistique.

Y%

.
e © o o
.
.
e ¢ © o o
.

.
e 6 o ©0 o o
.

Joooooo

Casen°: 01 2 3 456

L'expérience aléatoire consiste a lacher une bille.

L'ensembleE des issues possibles eg,{xi,... , Xs} oU X; correspond a I'événement : "la
bille arrive dans la caseii’

Définir uneloi de probabilitésurE consiste a rechercher des réplentre 0 et 1 associés a
chacun des; , avecpp + ... +ps = 1.

Pour déterminer les valeups on peut répéter, par simulation, un grand nondaerdois
I'expérience aléatoire (c'est a dire lancer un dyraombre de billes) et observer les
fréquencesf; correspondant au nombre de billes arrivées daguehcase.

Laloi des grands nombresffirme : |
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Les fréquences; fdes événements ®ans une suite de n expériences identiques et

indépendantes, tendent a se rapprocher de leur ghiil® p quand n augmente
indéfiniment.

Simulation

Supposons qu'aller a droite correspond au tiragechitire 1, et qu'aller a gauche
correspond au chiffre O (avec une chance sur dang dhaque cas).
1) Pourquoi ceci peut-il étre simulé par l'instroict: int(rand + 0.5) ?

Pour savoir dans quelle case arrive la bille, fliisde compter les points :

Casen° 4= ... points.

2) Entrer dans votre calculatrice le programme antila partie sous la ligne pointillée
concerne le tracé d’'un histogramme et est facuétpti

CASIO Graph 25 100 T.1.80-82-83 T.I. 89 -92
ClrList O :ClrList Ly, Ly :DelVar L1, L2
Seq(l,1,0,6,1)- List 10 'seq(l1,1,0,6,1)- L, :seq(i,i,0,6,1)- L1
Seq(0,1,1,7,1)- List 20 'seq(0,1,1,7,1) L, :seq(0,i,1,7,1) L2
For1l- |1 To 1000 :For(1,1,100) :Fori,1,100
0- SO 0-S 0-s
Forl- KTo60 :For(K,1,6) :For k,1,6
Int (Ran# + 0.5) + S» SO lint(rand+0.5) + S~ S iint(rand( )+0.5) + s> s
Next O :End :EndFor
S+1-30 S+1-1J S+ 1o
List 2[J] + 1 - List 2[J] O Lo(3) +1- Lo(J) L2 +1 ~ L2[j]
Next [ :End :EndFor
List 2 4] :Disp L :Disp L2

. :Pause :0 - xmin
\S/i;.\/\\//\;\r/]\(/jimi)nﬁo,zl, :Plot1(Histogram,k,L,) 7, xmax
0.50,100] :PIotsOn_l 1 - xscl
0 - Hstart[] 0~ Xmin :0 —» ymin
1 - HpitchDJ 7~ Xmax 50 — ymax
S-Gph1 DrawOn, :1 - Xscl :10 - yscl
Hist, List1, List2, Blue] 0 ~ Ymin :PlotsOn
DrawStat :50 - Ymax :NewPlot 1,4,L1,,L.2

10 - Yscl -~
:DispGraph

= Pour obtenir certaines instructions :

e CASIO Graph 25~ 100 : ClrList par PRGM CLR List Seqpar OPTN LIST List par OPTN LIST jnt
par OPTN NUM ;Ran# par OPTN PROB S-Wind Man par SET UP Man ou SHIFT SET UP S-WIN
Hstart et pitch par VARS STAT GRPH S-Graphl par F4(MENU) STAT GRPH GPH1Draw On par

FA(MENU) STAT DRAW ON ;Hist par FA(MENU) STAT GRPH Blue (si couleur) par STAT COLR |,

DrawStat par PRGM DISP Stat.

« T1 80 82 83 ClrList par STAT EDIT ;Seqpar 2“ LIST OPS L, au clavier par® ; For End Pausepar
PRGM CTL ; int par MATH NUM ; rand par MATH PRB ; Disp par PRGM I/O ; Plot
1(Histogram,L1,L2) par 2¢ STAT PLOT PLOTS puis TYPEXmin par VARS Window... PlotsOn par
2" STAT PLOT PLOTS Pispgraph par PRGM /0.

O Particularités sur certains modéles :

CASIO 6910 et 8930 : Les instructions-OHstart( et 1 - pitch 0 sont a supprimer.
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Pourn = 100billes, indiquer les fréquencésie billes pour chaque case :

cases 0 1 2 3 4 5 6

Fréquences
fi

Dans la seconde instruction For, remplacer 10A.p80.
Pourn =1000billes (durée : 2 mn 30 sur CASIO 9990 ; 6 mn 30 83):

cases 0 1 2 3 4 5 6

Fréquences
fi

Moyenne des pourcentages obtenus dans la classe :

cases 0 1 2 3 4 5 6

Fréquences
fi

Dénombrement des trajets possibles

Puisque la bille a, pour descendre, autant de elsathe suivre un trajet plutbt qu'un autre
(on dit que les trajets sont équiprobables), igis’ale les compter. Pour faciliter ce
dénombrement, vous allez exploiter un triangle,stroiit parPascal pour résoudre une
guestion de probabilité, et qui depuis porte som rfquoique connu des Chinois et des

Arabes bien avant).
3) Indiquer, dans chaque case, le nombre des chesugteptibles d'y parvenir.

T 5

Case 0 Case 1 Case 2 Case 3 Case 4 Case 5 Case 6

Déduire du triangle de Pascal le nombre de chepuasibles :

En faisant le rapport des cas favorables aux casildes, indiquer dans le tableau ci-
dessous les probabilités des événementka bille arrive dans la caseinl®

Eléments d& Xo X1 Xo X3 X4 Xs5 X5

Probabilitésp;

Comparer ces résultats théoriques a ceux obtemwssnpalation.
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MERCREDI
“/TIRAGES

JECTE)

SIMPLE

COCHEZ 6 EROS PAR GRILLE - |O

n

6 OU 8 GRILLES

Aprés avoir programmé votre calculatrice
pour simuler le tirage du loto, vous
déterminerez statistiquement, par I'étude des

RO ACEEE AEEE AR MR R R .
HEEEEUNEE s E e nEEEnEEsE  fréquences, lgrobabilité d'avoir un tirage
[ @ ) ) @ e Bl @ B el e B R e ,

LEEEEEEEEEE RN EEEEpEEEEREEEE du  loto comportant deux numéros
[0 8 E0 N EE 6§ EE O EE E AR e § EEE o : .
D piobbdhoahegschemse consecutits  au moins - (numeéro
[s] (6] ] (] z . z
EEEppEPEnEERr RN EERpEERnEEEs - COMplémentaire excepte).
)5 ) ) ) ) ) ) )
[EEEEEEE R EE E 5 EEE P R E P EEE

Entrer dans votre calculatrice le programme suiviamis vérifier qu'il simule le tirage du
loto (numéro complémentaire excepté) :

Int(1 + 49 Ran#)- List 1[I] O
NextO

Aint(1 + 49 rand)- L4(1)
:End

CASIO Graph 255 100 T..80-82-83 T..89-92
ClrList O :ClrList L, :DelVar L1, L2
Seq(0,1,1,6,1)- List 10 :seq(0,1,1,6,1) L, :seq(0,1,1,6,1) L,
LbloO :Lbl O ‘Lbla
Forl- | To60O :For (1, 1,6) :Fori, 1,6

;int(1 + 49 rand())- L1Ji]
:EndFor

Forl- 1To50 For(1,1,5) Fori, 1,5

l+1-J0 For(J,1+1,6) Forj,i+1,6
ML ()-L (=0 I L1 - L1[]= 0

Lbl10 Goto 0 Goto &

List 1 [I] - List 1 [J] = 0= Goto 0 ‘End EndFor

O :End :EndFor

Jri-J0 :Disp Ly :Disp L1

J< 6= Goto 1[0

Next [

List 1

Stop

= Pour obtenir certaines instructions :

e CASIO 6910- 9990 :ClrList par PRGM CLR List Seqpar OPTN LIST List par OPTN LIST int par

OPTN NUM ;Ran# par OPTN PROB [ au clavier = et< par PRGM REL Stop par PRGM CTL.
* T1 80 - 83 :Clrlist par STAT ;L; au clavier par 2ndSeqpar 2% LIST OPS.

Modifier le programme précédent pour dénombrer, K0 tirages du loto, les tirages

contenant au moins deux numeéros consécultifs.
Ajouter en début de programme :
0 - S (initialisation du compteur du nombre de tirgges

0 - T (initialisation du compteur des tirages contéren moins deux NuMeéros
consécutifs).
Remplacer les instructions d'affichage (en grassdanprogramme précédent) par les
suivantes.
CASIO Graph 25- 100 T..80-82-83 T..89-92
S+1- S0 S+1- S s+los
Forl- 1 To50 :For (I, 1,5) :Fori,1,5
l+1 - J0 :For (J,1+1,6) :Forj,i+1,6
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Lbl 20 L ()—L AF=1 If (LL[[] - L1[)*2 = 1
If (List 1 [I] - List 1 [J])* =10 ‘Then ‘Then
Then T+1-T0O T+1-T t+1ot
Goto 300 :Goto 1 :Goto b
I-End O :End :EndIf
J+1- 30O :End :EndFor
J< 6= Goto 2] :End :EndFor
Next [ ‘Lbl 1 ‘Lbl b
Lbl 37 AfS<99 Afs<99
S< 99=Goto 0r] fggogl < fgi‘;tota/ .
T+SO -DIsp ‘Disp
Stop

Quelle est la fréquence, sur 100 tirages, desgiragec numéros consécutifs ? .....................
Faire la moyenne des fréquences obtenues dar@sBecC] ...........cccccee e
Estimer la probabilité de I'événement : "le tirags 6 numéros du loto comporte au moins
deux numeéros consecutifs”.

Eléments de solution
"APPROCHE DE LA NOTION DE LOI DE PROBABILITE"

1- SEGMENT ALEATOIRE

1) La premiére instruction rand correspond au tirage aléatoire de l'abscisse de A sur le
segment, dans lintervalle 10, 1[. La seconde instruction rand correspond au tirage de
l'abscisse de B.

Le calcul abs(rand — rand) est celui de la distance AB.

2) L'axe des abscisses correspond au nombre n d'expériences (de 0 a 500), celui des
ordonnées a la fréquence de I'événement x; (de 0 a 0,5).

Cette gquestion oblige a s'interroger sur la signification du graphique (bien que la réponse soit
dans le texte, elle n'est souvent pas évidente pour I'axe des ordonnées).

3) On observe que, lorsque le nombre d'expériences augmente, les fluctuations de la
fréquence de x; diminuent. Cette fréquence se rapproche de 0,25.

4) Quelques simulations...

®P TEXAS INSTRUMENTS

Fat DR B )il
271457
223553
. 255489
A
« 2ETHES

MAIN KAl AFFROA FUMC 7 ED RAD AFFRON FUMNC

5) I semble que : p =0,25.
6)

15




114

On trace les droites d'équation y = x — %2 et y = x + % . La surface des deux triangles
correspondant a [x — yOO> % vaut ¥%. Puisque M est choisi au hasard dans le carré unité, les
probabilités sont proportionnelles aux surfaces d'ou p = %.

2- PLANCHE DE GALTON ET TRIANGLE DE PASCAL

Avec la planche de Galton, le succés aupres des éléves est garanti. C'est un procédé
concret et visuel.

L'objectif de cette activité est de montrer que la répartition des billes est prévisible et qu'un
simple dénombrement suffit & la justifier.

Les probabilités théoriques sont :

cases 0 1 2 3 4 5 6
probabilités= 0,016 0,094 0,234 0,313 0,234 0,094 0,01

[*2)

Exemples de simulations sur 100 billes :

1 Fev |_F & FEw | FG™ {F7 1 Fev |_F% 4 FEw | _FG™ {F7
- E Zoaon|Trace |ReGraph|Math|Oraw |- - E Zoon|Trace |ReGraph|Mat.h|0Oraw |-

L [ ] —

RAD RFFEOR FUNC

AN RAD RFFEOR FUNC

1 Fev |_F & FEw | FG™ {F7
- E Zoaon|Trace |ReGraph|Math|Oraw |-

29, 24, 5. 2.}

26. 29, 8 3.
26. 31, 4 2.1
28. 3. 9 2.7
2r. 18, 3 4.

1
4. 8. 3. 38, 1F. 3. oL}
o 14, 260 EE.OZE. 90 1L
2. 11, 19, 33, 22, 11. 2.3

FAIN RAD RFFEOR FUNC FAIN EAD AFFROH FUHC 2030

Sur 1000 billes :
; : N F'r*rgsmIEI it

1 Fev |_F & (e e
- E Zoaon|Trace |ReGraph|Math|Oraw |- e £ 4
£15. B84, 233, IF16. 234, 1oB. 18,

£11.  1e4. 233, 314, 226, 92, 20,
17, 183. 219, 3@4.  250. 0 BF. 18,

[ACR AN

FAIN RAD RFFEOR FUNC FAIN EAD AFFROH FUHC 2030

3- LE LOTO
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Le jeu du loto passionne évidemment nos éleves. Quant au résultat que l'on obtient ici
6
(théoriquement : 1 - £% = 0,495), il est assez surprenant. L'astuce consiste & établir une

o
bijection entre I'ensemble des tirages de 6 numéros non conseécutifs de {1; ... ; 49} (sans
remise, puis rangés en ordre croissant) et celui des tirages de 6 numéros quelconques de
{1;...; 44} (sans remise, puis rangés en ordre croissant) :
(nl,ng,... , n6) |—)(n1,n2'1,... , n6'5).

Cependant, les programmes étant plus longs, ils pourront étre laissés aux éléves motivés.

Tirages du Loto puis fréquences, sur 100 tirages du Loto, des tirages avec au moins deux n°

consécutifs :
t:: F'r‘ngmllillii 5.:5-&:55*:: I ]

12, 39. 6. 22. 10.}
{48, 330 46, 130 190 44,3
{33, 48. 200 F. 8. 2503
{33. 3. 18. 43. 46, 20,
{49, 9. 120 11. 27, 2207

HMAIN KAD AFFROA FUMC Z0/30
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4 — OBSERVATION, SOUS EXCEL, DE LA CONVERGENCE DE L A
DISTRIBUTION DES FREQUENCES OBSERVEES

On peut considérer I'exemple d'unarche aléatoire sur un hexagone

L'image d'écran ci-dessous est obtenue a partir gfagramme effectué sous Excel, et
diffusé sur le CD-Rom accompagnant la brochure UGtion en seconde" de I''REM de
Paris-Nord.

JEitl'na.r' Edition Affichage  Insertion FmrmaL Outﬁs D_onnees Fepétre 7 |
—

MNomil lénces E'qu Cl
Durge Effectit Fréquencs Chances l umulée: 200 Diépart :l Trajer 01 ““” 0123
1 0,00 0,00 En cours 1['] Arrivée U‘K’ESS:E' i -
2 oo || ooo | Dige : T [rewacone =]
3 || 4z || 21500 || 2500 Bnl5-A)- Hinde cg :
4 oo || oo 383 = _ CHEMINS DEPLimEMEm’l wise Azérn |
o 35 17500 | 18,75, .
B 0,00 0,005 "GU" N
7 26 1,005 ) 14,085 1
g 0,005 0,00
£ 20 10,00 | 10,55
10 0,005 0,005
11 16 G005 T
12 0,005 0,005
13 || 16 || soox || Sa3x ol
14 0,00 0,00
15 1 550 4,455
16 0,00 0,00
17 g 4,005 334
18 0,00 0,005
19 5 250 250 5
20 0,00 0,005
21 5 250 188 ¢ o
22 0,00 0,005
23 3 1,50 1412 B T
24 0,005 0,005
25 2 1.00%2 1.06% 144
26 0,005 0,005
27 oo || o7 4, 1
28 0,005 0,005
29 || 2 || roo: || osez |, )
30 0,00 0,00
s || 2 | oo || oas ), 'lb(
32 0,00 0,00
33 1 0,50 0,33 6
34 0,00 0,005
35 oome || ozse || g4 )
36 0,00 0,005
ar oome || otgs || 5|
35 0,00 0,005
39 oo || oasx || g . ) . . ; : : i !
40 0,005 0,005
o - | Rt | 1] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 SUUJ

Le départ s'effectue au sommet noté O et l'arravéelui noté 3. A chaque sommet, le
choix du sommet suivant se fait avec une chancdesux.
On s'intéresse a la durée du trajet. On limiteréssiltats possibles au temps 40, soit 20
éléments dans I'ensemlitedes résultats possibles (le temps de traversémpair : 3, 5,

, 39 ou > 40).
On observe la "convergence" (non définie), ou &&dtion, de I'histogramme des
fréequences observées surxpériences répétées indépendamment, vers urgfasime
“théorique" correspondant a la loi de probabiliés
On peut également observer (graphique du bas) maecgence du temps moyen de
traversée sun expériencesx, vers la valeur 9 (on montre que la variable aléatd

correspondant au temps de traversée a pour espé&anc
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Il — MODELISATION D'UNE EXPERIENCE ALEATOIRE

"On modélise énormément. C'est maintenant la pradei activité de
l'ingénieur.”
Nicolas Bouleatr - 1999

"La modélisation, qui tente de s'habiller des hslie la science,
demande a étre critiquée [...] d'ou l'importance G&doduction de
la modélisation dans I'enseignement.”

Nicolas BouleauCommissiorKahane— mars 2001.

1 - APROPOS DE LA NOTION DE MODELE
Il s'agit ici de modeles probabilistes.

"Modeéliser une expérience aléatoire’est lui associer une loi de probabilité."
Document d'accompagnement du programme"i&1

La modélisation occupe une part importante devig&gi scientifiques (par exemple en
sciences de l'ingénieur) pour comprendre ou préviidis mathématiques fournissent le
langage de la modélisation. C'est au travers decfesdnathématiques que nous affinons
notre compréhension du monde. On connait la célghmase désalilée, dansL'essayeur
en 1623 :

"La philosophie est écrite dans ce tres vaste lyneest éternellement ouvert devant nos
yeux — je veux dire I'Univers — mais on ne pedtréeavant d'avoir appris la langue et
s'étre familiarisé avec les caractéres dans lessjalle est écrite. Elle est écrite en langue
mathématique et ses lettres sont des trianglesceletes et d'autres figures géométriques,
moyens sans lesquels il est humainement imposs&hleomprendre un seul mot, sans
lesquels I'on erre en vain dans un obscur labyerith

Aux triangles et aux cercles, s'ajoutent désoriegidois de probabilité. Si la nature n'est
sans doute pas mathématique, comme le coGgiilée les mathématiques constituent du
moins, le moyen d’humainement la comprendre.

Nietzschedénonc® "cette foi dont se satisfont aujourd'hui tant devarets matérialistes
qui croient que le monde doit avoir sa mesure darss petites échelles, et son équivalent
dans notre petite pensée [...]. Que seule vailleintegprétation du monde qui ne permet
gue de compter, de peser, de voir et toucher, basurdise et naiveté si ce n'est démence
ou idiotie."

"Les éleves devront bien distinguer ce qui est equa (du domaine de I'expérience) de
ce qui est théorique." Docutrgtaccompagnement du programme g

Un modéle est une représentation théorique d'unatisin réelle dont il cherche a fournir
la meilleure description possible. Il est fondé das observations et des hypotheses. Un
modéle mathématique, constitué d'objets mathémesjquontient essentiellement des
variables concernant le phénoméne et observables, dépemtaparametresfixes,
généralement inconnus.

Un exemple de modele est le modele linéaire fopanila méthode des moindres carrés.

5N. Bouleau - "Philosophie des mathématiques eadreddélisation- L'Harmattan 1999.
1 Dans"Le gai savoir' cité paN. Bouleau
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Concret Monde réel Mathématiques Abstrait
Changeant Idéal
Complexe Modeéle Bien défini

Insaisissable Simplifié

Cette notion d'adéquation aux phénomeénes appaggitdt en astronomie, longtemps la
plus développée des sciences. L'astron®twdémée(ll° siécle ap. J;-C.) dit ainsi dans
I'Almageste’’ : "Il faut, autant qu'on le peut, adapter les hypaige les plus simples aux
mouvements célestes ; mais si elles ne suffisentipaut en choisir d'autres qui les
expliquent mieux.Aux XVII° et XVIII® siécles, des débats sur le choix des "modeles” (on
parle plutét alors de "systemes") apparaissent kanadre de problémes d'astronomie et
de géodésie (mouvements des planetes du systemieestligure” de la Terre). Ainsi,
I'astronomeJean-Sylvain Baillyaffirme, dans sonHistoire de I'Astronomie moderhe
(1782) :"N'espérons pas de jamais rien connaitre dans ¢enses de la nature sans les
systemes. [...] La seule loi qu'on leur impose etrel'vraisemblables, aussi bien que
nécessaires a l'observation des faits observés."

Llarncle £ Pag yi5-

SPHERYRE DE
PTO/ALOME

Nicolas Bion — "L'usage des globes céleste et $tneeet des sphéres
suivant ledlifférents systémedu monde" — 3édition 1710

A la fin du XVI° siécle, Tycho Brahéparvient, dans ses observations du ciel, a une
perfection inégalée, d'une précision jamais ateiBtir la base de ces observatiétepler
pourra établir ses lois des mouvements planétaisesnouveau "modele” du monde, qui
sera justifié paNewton
Voici quelques lignes extraites de IBlécanique de I'Astronomie rénov&e publié en
1598 paiTycho Brahé

7 Cité dansFigures du ciel'— Seuil/BnF — 1998.
18 'ouvrage, traduit du latin pdean Peyrouxest paru en 1978 aux éditions Bergeret & Bordeaux
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ITTrCHONIS BRAHE

ASTRONOMILZL

INSTAURAT &

MECHANICA

"Car cela est le principal de tout, que de nombesust longues observations venant du
Ciel soient prises dans des Instruments Astronoesigppportuns et non sujets a I'erreur,
qui ensuite sonmises en ordreau moyen de la Géométrie par des Hypotheses irdagin
convenant aux quantités continues et au mouvemeatilaire et uniforme (que
Naturellement les choses Célestes et recherchemoetsuivent sans interruption) ;
assurément au moyen de ['Arithmétique dans les tij@éandiscretes pour que les
révolutions et les lieux des corps Célestes saierthins aux temps que tu veux. En vérité
parmi tous ceux qui travaillerent activement a eethose, du moins les observations qui
parviennent par la jusqu'a nous, furent notées panocharis, Hipparque, Ptolémée,
Albategni, le Roi Alphonse, et au siecle précédpat Copernic bien que les
enseignements des deux précédents sur ces chpsegldat de la relation de Ptolémée."

Timocharis: astronome grec d'Alexandrie (vers — 230hategniou Al Battani: astronome arabe mort en
929.Alphonse X de Castille1232-1284) fit dresser les "tables Alphonsines".

Ce qui a profondément bouleversé la modélisatiendegnieres années, c'est l'ordinateur,
qui permet maintenant de faire de la modélisatiorpuissant outil de recherche. D'aprés
Nicolas Bouleau"par le développement de l'informatique le role desthématiques dans
les applications s'est profondément modifié au tpden changer de nature. Le principal
changement dans les utilisations des mathématigierg de l'usage de la notion de
"modele” qui s'est généralisé et intensifié dansstées secteurs d'activité économique
depuis les quelques décennies ou l'informatiquesaspn essor."

Attention cependant, d'apres les programmes, #'agit, en aucun cas, de faire un cours
sur la modélisation, mais seulement, par quelquewités, d'en montrer certaines
caractéristiques.

"Il ne s'agit en aucun cas d'avoir des discours éganx sur les modeles et [a
modélisation." Doeent d'accompagnement du programmetfes1

Un modele n'est ni juste, ni faux, il est plus oaims bien adapté a la description d'un
phénomene. Augmenter le nombre de paramétres, yampde, permet souvent de
I'améliorer. De plus, pour une situation donnéeeilt y avoir de nombreux modéles, dont
le choix dépend de l'usage que I'on souhaite eg.félitons encore Nicolas Bouleau :
"Méme avec le secours de I'expérience, plusieurdelas subsistent pour représenter une
méme réalité. La meilleure critique devant une nisdiéon consiste en fait a créer un
autre modele : la solution n'est jamais unique."

bY

"Le choix d'un modeéle a partir de données expéraiea ne sera pas abordé dans
I'enseignement secondaire.”
"La modélisation ne releve pas d'une logique du @tadu faux. Un modele n'est ni vrai |ni
faux : il peut étre validé ou rejeté au vu de daeméxpérimentales. Une des premigres
fonctions de la statistique dite inférentielle d&ssocier a une expérience aléatoire un
modele... et de définir des procédures de validdtion. \
Doc. d'accompagnement dg°1S.
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Parmi ces procédures de validation, on peut c#teprise en compte du coefficient de
corrélation linéaire pour la méthode des moindasés (assez rudimentaire) et, de facon
plus génerale, la procedure dests d'hypothesesjui permet de quantifier lessques
d'erreur dans l'acceptation ou le refus d'un modglegui sera abordée lors de IA'S
séance (test du khi-2 entre autres).

Une derniéere remarque, dans ces généralités, umlkepporté pamicolas Bouleapya
propos d'un usage parfois abusif des modeéles pidbad dans les sciences de
l'ingénieur :

"Le calcul des probabilités est une des plus beallesses des mathématiques appliquées et
il est de nombreux domaines ou il rend des seniio@senses : trafic, gestion de stock,
traitement du signal, thermodynamique statisticpie,

Mais sous la pression de l'opinion publique, poualéer lesrisques les ingénieurs ont
tendance a mettre des probabilités partout. A ucen¢ colloque de génie civil, des
modeles probabilistes ont été présentés a propos adcul des structures — bruit des
infrastructures — mécanique des sols — fiabilité dents — séismes — usure des chaussées
— bétons a fibres — comportement du bois — ruptigecéramiques — endommagement des
matériaux composites.

I'y a la une tendance qui devient abusive pourxdeaisons. D'abord les modeles
probabilistes sont plus difficile a réfuter que m®deéles déterministes, puisqu'une seule
mesure ne suffit pas a disqualifier un résultatsiite, ce qu'on redoute en situation de
risque ce sont les événements rares, car ils duanigés de signification. Or les queues de
lois de probabilité sont toujours mal connues, Eément parce qu'elles ne se nourrissent
pas de faits fréequents."

Au lycée, on n'en est pas encore a abuser de lélisatibn probabiliste et son importance,
tant comme domaine d'application de plus en pkguient des mathématiques, que comme
"fait de société", nous contraint a y initier ndevés. Récemment dans le jourrad
Monde on lisait que les rapports "d'experts" a propeslal baisse des ressources de
poissons, demandés par la Commission européenm&quaient la colere des marins —
pécheurs. Le journalisteconcluait : Pas la peine de "contester le thermométre” etele s'
prendre a des chercheurs qui ne prétendent paslaues modéles traduire toute la réalité
des faits mais donner avec leurs simulations deslateces qui depuis des années
paraissent se confirmer.” Nous ne sommes pas latpeula péche et les marins, martéle
'un d'eux. Nous sommes la pour sonner l'alarmeaiéér les politiques a prendre des

mesures de précaution”.

2 — ACTIVITES ELEVES EN 1°°
On donne, dans les pages qui suivent :

» Un exemple de T.P. sur calculatrices, mélant sititulaet modélisation.

> Un exemple d'exercice, montrant que plusieurs ngat@ns sont possibles,
lorsque la situation n'est pas clairement défioe qui est nécessairement le cas
dans la pratique de l'ingénieur par exemple). @etoice est inspiré du document
d'accompagnement des programmes.

19 J-F. Augereau — Le Mondaillet 2002
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T.P. SUR CALCULATRICES|

MODELISATION
D'UNE EXPERIENCE ALEATOIRE

SUR LES BANCS PUBLICS
Du choix déterminant d'un modeéle

On souhaite répondre au petit probléme suivant :

Dans un square se trouvent trois bancs a deux plaBeux personnes arrivent fet
s’assoient au hasard. Quelle est la probabilitédije’s s’assoient cote a cote ?

On décide desimuler'expérience un grand nombre de fois, "pour volais cela nous
oblige amodélisera situation.

L'expression "au hasard" indique par conventiormaaéle ou le choix correspond a une
probabilité équirépartie. Mais comment "choisitirt-sa place ?

1) PREMIER MODELE : Le choix des bancs

= SIMULATION :

On numeérote les trois bancs 1, 2, 3.

Chacune des personnes tire au hasard le numérardusior

lequel elle va s’asseoir, a I'aide de la rouleiteantre.

Il suffit d’étudier le pourcentage des expériencgde méme

numero a éte tire.

Justifier le fait que linstruction Int(1 + 3Ran#®u int(1 + 3rand) simule la roulette

L (=TT 0 1= 01 (= USSP
Le programme ci-contre simule 100 expériences técprécédemment.

Il fournit le nombre d’expériences pour lesquelleméme numéro est sorti deux fois.

CASIO Graph 25> 100 T.I.80-82-83 T..89-92
0- SO 0-S 0-s
For1- I To 1000 :For(l, 1, 100) :Fori, 1,100
Int(1 + 3Ran#)- A0 iint(1 + 3rand)- A iint(1 + 3rand())- a
Int(1 + 3Ran#)- B O iint(1 + 3rand)- B iint(1 + 3rand())- b
A=B=S+1- SO IfA=B fa=b
Next [ S+1- S s+1-s
S :End :EndFor
:Disp S :Disp s

Exécuter ce programme 6 fois, noter les résultatisnus et calculer leur moyenne.

= CALCUL DES PROBABILITES :
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< A l'aide de l'arbre ci-contre, ou la premiere
bifurcation correspond au choix

équiprobable de la premiere personne et la

seconde bifurcation a celui de la seconde

personne, calculer la probabilité de
I'événement "les deux personnes sont assises

E cOte a cote" selon ce premier modeéle.

2) SECOND MODELE : Le choix des places

= SIMULATION :
On numeérote les placesde 1 a 6. Le premier | 1 | 2 3|4 5|6
banc correspond aux places 1 et 2, le Banc 1 Banc 2 Banc 3
deuxieme banc aux places 3 et 4, et le
dernier aux places 5 et 6.
La premiere personne lance un dé pour choisir

sa place. e .

La seconde personne fait de méme, mais . © -
relance le dé si la place tirée est occupée. 1 .>
Il suffit détudier le  pourcentage °

d’expériences ou les numéros des places tirées
correspondent au méme banc.

Si I'on note A le numéro tiré par la premiere pars® et B celui, différent, tiré par la
seconde personne, pourquoi la connaissance den@anesoA+B et du produit AB
caractérise-t-elle les nombres A et B ?

Le programme suivant simule 100 expériences dégitecédemment.

Il fournit le nombre d’expériences pour lesquelles numéros sortis correspondent au
méme banc.

Exécuter ce programme 6 fois, noter les résultatisnus et calculer leur moyenne.
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CASIO Graph 25 100 T.1.80-82-83 T.1.89-92

0 - 9 0> S 0> s
For1- | To 1000 :For(l, 1, 100) :Fori, 1,100

:int(1 + 6rand)- A :int(1 + 6rand())- a
|I_nbt|(11+DG Ran#)- AT Lbl 1 Lbl ¢

:int(1 + 6rand)- B :int(1 + 6rand())- b
Int(1+6 Ran#)—> B O fA=B ‘fa=b
A =B = Goto 10 :Goto 1 :Goto ¢
A+B=3 = S+1- S0 If A+B=3 If a+b=3
A+B=7 And AB=12— S+1.S0 [ S+1-S s+l-s
A+B=11 And AB=30 = S+1-S JIf A+B=7 and AB = 12 JIf a+b=7 and a*b = 12
0 S+1-5 S s+1-s

JIf A+B=11 and AB = 30 JIf a+b=11 and a*b = 30
Next ] S+1- S s+1l-s
S :End :EndFor

:Disp S :Disp s

= Pour obtenir certaines instructions:

» CASIO Graph 30 et plusAnd par OPTN LOGIC.

» T1 82 83 :and par 29TEST LOGIC.

O Particularités sur certains modeles

e CASIO Graph 25 : En I'absence du connecteur Aemiptacer A+B=7 And AB=12> S+1-. S par If A
+B=70Then AB=12= S+ 1- SOIfENnd.

* T1 80 : En I'absence du connecteur and, rempldicArB=7 and AB=121:S+1- Spar:f A+ B=7
O:ThenO:IfAB=120:S+1- SOENd.

= CALCUL DES PROBABILITES :

A l'aide de I'arbre ci-contre, calculer la
probabilité de I'événement "“les deux
personnes sont assises cote a cote" selon ce
second modéle.

NN N
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Que conclure ?
L’énoncé ne dit pas comment le hasard intervienir géterminer les positions des deux
personnes. L'équiprobabilité porte-t-elle sur leighdu banc ou sur le choix d’'une place ?
Selon I'hypothese suivie, la réponse est différebtnoncé de départ est incomplet et la
question posée n'a pas de sens précis. Pour qaipeience aléatoire puisse étre étudiée,
il est nécessaire de définir un "protocole expéntak permettant de la répéter.

2 | SOMME DE DEUX DES
A la recherche de I'équiprobabilité

On lance deux dés et on s'intéresse a la somnfaaEsapparues.

Lancer dix fois les dés et compléter le tableatiesisous :

Sommes 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
effectifs
fréquenceg

Pensez-vous que les différentes sommes ont la méshabilité de survenir ?
Pensez-vous que le fait de lancer les dés l'ursdprédre, ou en méme temps, influe sur les
probabilités des sommes ?

MODELISATION(S)
Pour modéliser cette expérience aléatoire, on ddag propositions suivantes.

* Modéle nl : on distingue les deux dés

On suppose gque les dés sont de couleur différebteu: et rouge. On note d'abord le
résultat du dé bleu, puis celui du dé rouge.

L'ensembleE; des résultats possibles au lancer des deux déaiestonstitué des couples
apparaissant dans ce tableau :

o6 ben s U 1 2 3 4 5 6
1 (1, 1) 1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
2 2, 1) 2, 2) 2, 3) 2, 4) (2, 5) (2, 6)
3 (3, 1) 3, 2) 3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)
4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)
5 (5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)
6 (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

On muniE; de I'équiprobabilité et on désigne pgarl'événement "la somme des dés vaut
K"
Déterminer, dans ce modéle, les probabilités désements\..

k 2 | 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10 11 12
P(A)
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* Modéle n?2 : on ne distingue pas les deux dés

On considere que I'on lance les deux dés en ménpstet qu'ils sont indiscernables. Il n'y

a donc pas lieu de distinguer dd&hdes éléments tels que (3, 1) et (1, 3).

L'ensembleE; des résultats possibles au lancer des deux déiestonstitué des couples

apparaissant dans le tableau suivant :

L'autre dé o de 1 2 3 4 S 6
1 (1,1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
2 (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)
3 (3,3) (3, 4) (3,5) (3, 6)
4 (4, 4) (4, 5) (4, 6)
5 (5, 5) (5, 6)
6 (6, 6)

On muniE; de I'équiprobabilité et on désigne parl'événement "la somme des dés vaut
K",
Déterminer, dans ce modéle, les probabilités désements\..

K 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

P(A)

Quel modele doit-on privilégier ? Les joueurs, guit I'expérience, ont peut-étre leur
opinion. Comme vous ne pouvez pas faire un grandbne® de lancers, vous allez les
simuler.

SIMULATIONS

Sur 100 lancers
Le programme suivant simule 100 lancers de deux etésaffiche la distribution
correspondante des sommes des faces.

CASIO Graph 25- 100 TI 80 -82-83 TI189-92
Seq(O,1,1,12,1) List10 seq(l,1,1,12,1% L, seq(i,i,1,12,1% L1
For1l- JTol000O ;seq(0,1,1,12,1)» L, ;seq(0,i,1,12,1) L2
Int(1+6Ran#) + Int(1+6Ran#)- |:For(J, 1,100 :Forj, 1,100
NO ;int(1+6rand) + int(1+6rand)> N |:int(1+6rand()) + int(1+6rand()}»
List 1[N] + 1 - List 1[N] O Lo(N) + 1 - Ly(N) n
Next O :End L2[n] + 1 - L2[n]

List 1< 100 - List 10 :L,/100 - L, :EndFor
List 10 :Disp Ly, L, :L2/100 - L2
Stop :Disp L1, L2

= Pour obtenir certaines instructions :

e CASIO :Seqgpar OPTN LIST iList par OPTN LIST ;For To Next par PRGM COM jnt par OPTN
NUM ; Ran# par OPTN PROB = [ au clavier.

« T1 80 82 83 :Seqpar 2° LIST OPS ;L, au clavier par ¥ ; For End par PRGM CTL ;int par MATH
NUM ; rand par MATH PRB ;Disp par PRGM /0.

Pour visualiser les listes 1 et 2 completemente faipres I'exécution du programme :

CASIO Graph 25- 100 T1 80 82 83 T1 89 92
MENU STAT puis EDIT 1:Edit... HOME
STAT puis ENTER L1 ENTER puis L2 ENTER
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Exécuter trois fois le programme et inscrire lesili@ats dans le tableau suivant.

Sommes 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

fréquences
simulation 1

fréquences
simulation 2

fréquences
simulation 3

A max sur 3 simulations de 100 lancers

Pour les sommes 4 et 5, indiquer dans le tabléaart' maximum entre les 3 fréquences
fournies par les 3 simulations.

Sur 1000 lancers
Dans le programme précéedent, rempldd¥¥(en gras) pat00Q
Exécuter trois fois le programme (duréé& mn) et compléter le tableau :

Sommes 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

fréquences
simulation 1

fréquences
simulation 2

fréquences
simulation 3

A max sur 3 simulations de 1000 lancefs

Comparer les écarts des fréquences de sortie, lestddifférentes simulations, lorsqu'on
fait 100 lancers et lorsqu'on fait 1000 lancersmgidérer, par exemple, en particulier les
£S10] 1 L= SRR A =T ) PRSP

En considérant en particulier le cas des

sommes 4 et 5 dans les modéles 1 et 2, quel
est des deux modeéles, celui qui est le plus
proche de I'expérience ?
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Eléments de solution
"MODELISATION D'UNE EXPERIENCE ALEATOIRE"

1 - SUR LES BANCS PUBLICS

L'activité de modélisation, rare dans nos exercices scolaires, est souvent déterminante dans
les applications des probabilités. Chacun des modéles proposés est "raisonnable” et les
simulations correspondantes sont calquées dessus. On observe des réactions parfois
épidermiques de certains éleves qui refusent d'adhérer a I'un des modeles. Cette activité a
pour objectif de montrer le caractére tres relatif des résultats probabilistes et incite a une
certaine tolérance scientifique.

Simulations du modele 1 :

H. 42
5 a5 Fr3mBAHCS] .
H. 27T Done
H. 3T .
' Done
H, 33 .
H., 33 Done
Simulations du modéle 2 :
A, 17 Fr-amBAMCS 2
G.19 ool
H. 15 ons
a1 Do
B?é% Doke
2 — SOMME DE DEUX DES
modéle 1 :
Sommes 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

fréquences| 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
théoriques| = 0,03| =0,06| =0,08| =0,11| =0,14|=0,17| =0,14| =0,11| =0,08]| =0,06| = 0,03

modele 2 :

Sommes 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
fréquences 1/21 | 1/21 | 2/21 | 2/21 | 3/21 | 3/21 | 3/21 | 2/21 | 2/21 | 1/21 | 1/21
theoriques| = 0,05| =0,05| =0,10| =0,10| =0,14| =0,14| =0,14| =0,10| =0,10| =0,05| = 0,05

On observe une "convergence" vers la distribution du modéle 1 (on est dans un cas ou le
choix du modeéle n'est pas évident dans I'écriture du programme).

Le modéle n°2 suppose une équiprobabilité qui n'est pas conforme aux observations.

Les fluctuations des distributions des fréquences des sommes se réduisent lorsque I'on
passe de simulations de taille 100 a celles de taille 1000.

Les écarts de fréquence des sommes 4 et 5 (par exemple) observées sur 100 ou 1000
simulations correspondent aux fluctuations d'échantillonnage.

Pour la somme 4, on p = 3_36 et les fréquences observées sur des échantillons de taille n se
3 33
répartissent avec un écart type o = w soit 0,028 pour n = 100 et 0,009

pour n = 1000.
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@@j@s@

Dans la grille suivante, on doit choisir une casathe.

Trois procédures, pour ce choix, sont proposées :
» (1) : On choisit une case blanche au hasard pasmihg cases blanches.
» (2) : On choisit au hasard une ligne, puis, dankglze, une case au hasard
parmi les cases blanches.
» (3) : On choisit au hasard une colonne, puis, dansolonne, une case au
hasard parmi les cases blanches.

1) Trois modéles :
OnnoteE={a;b;c;d;e} Déterminer les trois lois de probabilité, notégs P, ; P; sur
I'ensembleE modélisant chacune des trois procédures.

2) On a simulén choix de cases blanches, selon l'une des troiséguses ci-dessus,
pourn = 100,n = 1000 puis = 10000.
On a obtenu les fréquences ci-dessous :

Case a b C d e
n=100 0,19 0,16 0,22 0,31 0,12
n= 1000 0,15 0,159 0,174 0,368 0,149

n = 10000 0,167 0,168 0,164 0,336 0,165

Au vu de ce tableau, peut-on deviner le modelésétf?

"On insistera sur le fait que I'observation desulésts simulés ne permet de remonter|au

modéle a coup sdr : une des fonctions de la sigtistest de calculer la probabilité que I'on a

de se tromper en "remontant d'une distributionrégdences a une loi de probabilité."
Document d'accompagnement™ § 2001.

Eléments de solution

1) Les lois de probabilités sont les suivantes (pour les modéles 2 et 3, on pourra utiliser un
arbre) :
Loi Py
Xi a b c d e
pi 1/5=0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
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Xi a b c d e
Pi 1/3 1/6 1/6 1/6 1/6
a
L = ]
L, —d
C
L, — -
Loi P3
Xi a b C d e
pi 1/6 1/6 1/6 1/3 1/6

2) D'apres la loi des grands nombres, les fréquences observées se stabilisent, lorsque n
augmente, vers les probabilités. Il semblerait donc que I'on ait simulé selon la loi P.

Remarque : un test statistique permettant de juger de l'adéquation des fréquences
observées dans le cas n = 10000, a la loi P5 est le test du khi-deux (voir séance 5).
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Il — NOTION DE VARIABLE ALEATOIRE (1 ®© S)

Cette notion n'est pas au programme HeES.

1 - LA PRESENTATION DES TEXTES OFFICIELS (2001)

"Les lois de probabilité non équirépartieeencontrées en premiére et terminale sont le
plus souvent lI'image par une variable aléatoireng'uoi équirépartie, et on introduira
doncpresque simultanément la notion de loi de probatglet celle de variable aléatoire

"Une variable aléatoireT est uneapplication définie sur un ensemble muni d'une loi|de
probabilité P ; son role est deansporterP sur un autre ensemble.”
Soit T une variable aléatoire de E (fini), munirtuoi de probabilité P, a valeurs dans|E'
(fini).

"La loi de Test une loi de probabilité définie sur E' par :
P'(x')=P(T=x") ou P(T =x") désigne la prabilit¢ de I'ensemble des éléments de E
dont I'image par T est x'."

Document d'accompagnement du programme®d&1

La recherche dedguiprobabilité est fondamentale (par exemple en recherche plg)siqu
Quand on étudie une loi, le probléme consiste &rohdher de quel espace avec
équiprobabilité elle provient par une variable t@&a. Dans toute épreuve d'univers fini,
on peut se ramener a une situation d'équiprobabilit

3 manuels, 3 définitions

« Bréal 1°°S p.232:

"Etant donnée une épreuve aléatoire, on appeHleiable aléatoireassociée a cette
épreuve toute grandeur numérique dont la valeuredée l'issue de I'épreuve.”

Cette définition est conforme... aux programmes deitele de 1992. Elle se justifie par
le fait que les éléves deé™ne possédent le concept de fonction que dansdes cies
fonctions d'une variable réelle et des transforomatigéométriques (et encore...).

Le probléme est que, dans un souci de simplifioatedle va entretenir la confusion entre
l'opérateur variable aléatoire et ses résultatsjuigpeut poser de gros problemes par la
suite en statistique (pour I'estimation par exeijnple

» Transmath1°°S p.216 :

"E est I'univers associé a une expérience aléatdicaite fonction définie sur E, a valeurs
dans R, est appelée unariable aléatoire"

On se limite ici aux variables aléatoires réelldkes seront ainsi la plupart du temps), mais
cette limitation n'est pas dans le programme.

Par ailleurs le terme technique "d'univers" (ou natation Q) n'est pas non plus
(volontairement) dans les textes officiels, il gufe parler de I'ensemble des issues.

» Déclic1°°S p.258 :

"Une variable aléatoire sur l'univers E ={x..., %} est une fonction T définie sur E.

Si{ty, ..., 1} est I'ensemble des images par T de toutes legualges de E (auquel cas, on
a k= n), on note (T =;} I'événement formé des éventualités qui ont pmage t par T,
pour tout entier I<i <k."

Cette définition, conforme au programme 2001, pémttexpliguer comment une variable
aléatoireX "transporte” I'équiprobabilité de = {(P, P) ; (P, F) ; (F, P) ; (F, F)} (lancers de
deux pieces a pile ou face), en une loi de prot@tsurk ' = {PP, PF, FF} en donnant a
(P, F) et (F, P) la méme image PF Bar
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2 — ACTIVITE ELEVE EN 1% S (aprés le cours) :

VARIABLES ALEATOIRES

ARNAQUE A LA FOIRE

Sur les foires anglo-saxonnes, on propose le jeu
suivant :

Pour une mise de 1€, le joueur peut parier sur un
nombre entier compris entre 1 et 6.
Il lance alors trois dés. K
Si le nombre sur lequel il a parié sort 1 foispisf e
ou 3 fois, on lui rembourse sa mise plus 1€, 2€,.§-’-
3€. Sinon, il perd sa mise.
Ce jeu peut sembler, a premiére vue, plutét égeitdous allons examiner ce qu'il en est.

Simulation
Le programme suivant simule 100 parties, ou, a whdqis, un nombre N est choisi au

hasard entre 1 et 6. Il fournit ensuite la répartiies gains ou pertes, puis la moyenne.

Int (1 + 6 Ran#)» N[O

Int(1+6Ran#¥)=N>S+1- S

;int(1 + 6rand)- N
Af int(1 + 6rand) = N

CASIO Graph 255 100 T.1.80-82-83 T.1.89-92
ClrList O :.ClrList L, , L, :Delvar L1, L2
Seq(l,1,0,3,1)- List 10 seq(l,1,0,3,1» L, seq(i,i,0,3,1» L1
-1 - List1[1]10 -1 5 Ly(2) -1 - L1[1]
Seq(0,1,1,4,1)- List 201 'seq(0,1,1,4,1) L, seq(0,i,1,4,1% L2
Forl- | Tol000O :For(l, 1,100 :Fori, 1,100
0 - SO 0- S 0-s

iint(1 + 6rand())- n
Afint(1 + 6rand()) =n

O S+1- N S+1- S

Int(L+6Ran#)=N>S+1- S Af int(1 + 6rand) =N JAf int(1 + 6rand()) = n

0 S+1- S S+1-s

Int(L+6Ran#)=N>S+1- S Af int(1 + 6rand) =N Af int(1 + 6rand()) = n

0 S+1- S S+1-s

S+1- L0 S+1-L S+1-L

List 2 [L] +1 - List2 [L] O Lo(L) +1 5 Ly(L) L2[L] +1 - L2[L]

Next O :End :EndFor

List2 4 3EiSP Lo :Eisp L2

. . : :Pause :Pause

1-variable List 1, List 2 1-Var Stats &, L :OneVar L1, L2

:ShowStat

STAT CALC 1VAR

= Pour obtenir certaines instructions :
» CASIO :ClrList par PRGM CLR List Seqpar OPTN LIST ;List par OPTN LIST ;For To Next par
PRGM COM ;Int par OPTN NUM ;Ran# par OPTN PROB = [ au clavier ;1-Variable par MENU (F4)

« T180 82 83 ClrList par STAT EDIT ;Seqgpar 2% LIST OPS L, au clavier par® ; For End par PRGM
CTL ; int par MATH NUM ; rand par MATH PRB ;Disp par PRGM I/O ]1-Var Statspar STAT CALC.

On noteX la variable aléatoire qui, a chaque jeu, assecgain (ou la perte).

Compléter le tableau :
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X= -1 1 2 3 X =
Nb d'observationg
Modifier le programme précédent pour faire une $ition de 1000 jeux.
X= -1 1 2 3 X =
Nb d'observationg

Recherche de 'espérance de gain

Pour confirmer vos observations, recherchonailde probabilitéde X.

SoitE={(n;, np, N3) /nj =1, 2, ..., 6} 'ensemble de tous les triplets foe peut obtenir
avec trois dés distincts.

Justifier queE possede 216 éléments.

On muniE de la loi de probabilit® correspondant a I'équiprobabilite.

La variable aléatoirX est l'application définie dé dansE'={-1, 1, 2, 3} en associant a
chaque élément dele gain qui lui correspond.

En considérant le rapport des cas favorables aspassibles, calculer la loi de probabilité
deX.

| Le role de la variable aléatoikea été de transporter la loi de probabiRtsurE '

Calculer lespérancealeX .
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LA CHASSE AUX CANARDS

Trois chasseurs A, B, C, tirent simultanément sur
trois canards numérotés 1, 2, 3.
Chaque chasseur choisit au hasard, et
indépendamment des autres, de viser un canard et
ne rate jamais son coup.

On noteX la variable aléatoire qui, a toute chasse,
associe le nombre de canards survivants.

On désire déterminer la loi de

Simulation sans programmer

La simulation va permettre de se faire une premigée de cette loi, sans pour autant
commettre une hécatombe.

La simulation d'une chasse consiste a répgéas programme 3 fois l'instruction :

1 + Int(3Ran#) ou| 1 + int(3ramd)

en appuyant sir EXE gu ENTER.

Effectuer ainsi 10 chasses et consigner ci-dessmigdsultats.

Simulation 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nO

Canards
abattus

Valeur de
X

Statistiques sur 10 chasses :

Valeur deX 0 1 2
Effectifs

Faire des statistiques sur 10 chasses, ce n'estgsasignificatif. Avant de concevoir un
programme permettant d'aller beaucoup plus loftéaiéissons a une solution théorique.
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Résolution théorique
A l'aide de l'arbre (incomplet) suivant, détermitzeloi deX.

Valeur deX :
/1 2
1 2
3
/1
1 L\Z
3
1
J\Z
3
2
3
Choix du Choix du Choix du
chasseur A chasseur B Chasseur C
Loi de X:
Valeur deX 0 1 2
Probabilité

CalculerE(X) et o(X) :

Programmation

On désigne par A, B, C les variables ou seronkstw{es choix des chasseurs A, B, C :
1 + Int(3Ran#)- A puis 1 + Int(3Ran#)- B et 1 + Int(3Ran#)» C.

Il s'agit, selon les valeurs de A, B et C, de far&i et d'affecter la valeur correctXa
Pour ce faire, compléter I'organigramme suivant :

NON Oul




Effectuer le programme suivant pour 100, puis 1€isses.
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CASIO Graph 25 100 T.1.80-82-83 T.I. 89 -92
ClrList O :ClrList Ly, Ly :Delvar L1, L2
Seq(l,1,0,2,1)- List 10 seq(l, 1,0,2,1» L, seq(i,i,0,2,1» L1
Seq(0,1,1,3,1)- List 20 'seq(0,1,1,3,1» L, :seq(0,i,1,3,1» L2
For1- 1 To1000 :For(l', 1,100 :Fori, 1,100
1 + Int(3Ran#)-~ A O 1 +int(3 rand)- A 1+ int(3 rand())- a
1 + Int(3Ran#)- B [ 1 +int(3 rand)- B 1 +int(3rand())- b
1 + Int(3Ran#)-~ C[ 1 +int(3 rand)- C 1 +int(3 rand())- ¢
fA=B O fA=B dfa=b Then
Then If B = CO :Then Ifb=c Then
Then 2 X O fB=C 2 - X
Else 1— X O :Then :Else
IfEnd O 2 - X 11 x
Else If B = C[J ‘Else :Endf
Then 1 X [ 15 X :Else

_ :End fb=cThen

Else If A=CO ) )
:Else 15 X

Then1l- X 0O 1fB=C Else

Else 0~ XTI :Then JIfa=c Then

IfEnd O 1% 1 x

IfEnd [ Else Else

IfEnd O HA=C 0 L x

X+1- XU :Then ‘Endlf

List 2 [X] + 1 - List 2 [X] O 1. X ‘EndIf

Next O :Else EndlIf

List2 # 0o X X+1o X

1-Variable List 1, List 2 ‘End L2[x] + 1 - L2[X]
:End :EndFor
:End :Disp L2
X+1-X :Pause
LX) + 1 - Ly(X) :OneVar L1, L2
:End :ShowStat
:Disp L,
:Pause
:1-Var Stats L., L,

Consigner vos résultats dans le tableau suivant :

X=0 X=1 X=2 X
100 chassesg
1000 chasses

Comparer a VOS résultats thEOMQUES. ......cceoeiiiiiiiiiiit e e e e e e e e e e e e
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Eléments de solution de l'activité

"Variables aléatoires"

Arnaque a la foire :

1) On souhaite se faire d'abord une idée de I'espérance de gain par simulations.
Simulation de 1000 parties :

z 1-\ar Stats
{584 341 65 9% ==-. 884
2x=-04
xt=127VH
x=1.12437@]33
ax=1.1238072313%
Ih=1805
2) Loi de X et espérance :
X= -1 1 2 3

Probabilités | 125/216:0,579| 75/216=0,347 | 15/2160,069 | 1/2160,005

E(X) = -17/216 = -0,079. Ces résultats correspondent aux simulations et confirment que le
jeu n'est pas équitable.

La chasse aux canards :

1) Il s'agit dans cette question de comprendre le principe de la simulation et de "vivre" les
aléas du hasard.

2) Résolution théorique :

Valeur deX 0 1 2
Probabilité 6/27=0,22 18/2% 0,67 3/27=0,11
E(X) = 0,89 et g(X) =0,57.

3) Simulation de 1000 chasses :

FramCANARDS 1-War Stats
217 682 1Ell} ¥=.884
=004
zxe=]1 B85
w=.9921311881
m==, 951855605354
Lr=18684
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Séance 4 :
SERIES A DEUX VARIABLES -
CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

| - REGRESSION LINEAIRE (Terminale ES)

1 - LE MODELE LINEAIRE

Nous avons decrit I'€mergence de la technique stiajpent linéaire selon les moindres
carrés, au début du XfX°siécle, chetegendreet Gauss dans le cadre de la théorie des
erreurs de mesure. )

De nombreux outils de la statistique mathématiqueaeaissent a la fin du XEX® siecle
en Angleterre, dans un contexte biologique, hé&é@darwin. Il s'agit, d'une part de la
politique eugéniste, visant a l'amélioration desdéce humaine, dont on connait les
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abominables dérives, et, d'autre part, de son asméentifiqgue, la biométrie. De ces
préoccupations naitront, entre autres, la régnedsiéaire, la corrélation et le test du khi-
deux.

La premiere figure a évoquer est celleFdancis Galton (1822 — 1911), cousin deéharles
Darwin. C'est un savant polyvalent, géographe et bidiegaui s'intéresse a des questions
statistiques dans le cadre de la génétique, deedihié biologique et du comportement
humain. Plutét que sur les qualités moyennes, coQuetelet Galton fera davantage
porter son attention sur la variabilité, les diéiéces entre les individus, dans l'espoir de
conserver, ou favoriser, les meilleurs (eugénisrBen apport essentiel aux techniques
statistiques est celui de darrélation (1880) et de sa mesure par un "indice de coroélati
(1888).

En 1877, en étudiant la taille des enfants paradpg celle de leurs parents, il constate,
gu'en moyenne, il y a uneé€gression. C'est a dire que, dans les familles de granitle,ta

la taille des enfants est, en moyenne, inférieucelie des parents, alors que dans les
familles de petite taille, celle des enfants estinyenne, supérieure. La taille des enfants
est bien "corrélée" a celle des parents, maisal yne "régression” vers une taille plus
"moyenne". La régression vers la moyenne étantraeveent proportionnelle a la
corrélation.

Grand admirateur dé&alton (il lui consacrera une biographidfarl Pearson (1857 —
1936) est, contrairement a ce dernier, un mathémaatiprofessionnel, mais également
attiré par la physique, I'histoire et la philosapHProfesseur de mathématiques appliquées
a I'University College de Londres, et lié d'améi&gon collégue de zoologi/eldon il se
tourne, agé de 33 ans, vers la statistique, darediee de la théorie de la sélection naturelle
de Darwin et dans la mouvance des travaux@idton S'appuyant sur les travaux de ce
dernier, Karl Pearsonpoursuit I'étude de laorrélation et donne de son coefficient
I'expression que nous lui connaissons actuellemBans I'étude de la dispersion, il
introduit le terme Standard deviation' (écart type), en 1893, ainsi que sa notatign

a) Une vision géométrique de la régression linéaire selon les moindres
carrés

La géométrie euclidienne est d'une grande impoetatant pour la “fabrication” que pour
l'interprétation d'indicateurs statistiques clagsi|(voir I'anecdote précédemment évoquée
a propos de l'intuition géométrique sur-dévelopgeR. Fishej.
Considérons ici deux variablesty dont on étudie les valeurs suindividus.
Deux représentations euclidiennes sont possibles :

- dans "l'espace des individus",

- ou dans "l'espace des variables".
Pour faire les figures suivantes nous avons suppasén = 3 (c'est plus facile pour
visualiser I'espace des variables !).
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ind. 3
)‘ A
Y3 M3 M
y_2 2
y G
X1 M1
> X Y,
X3 XX Xp }/
ind. 1
Espace des individus R? Espace des variables R"
Axes : les 2 variablesety Axes : lesn = 3 individus
Points : lesn = 3 individus Points : les 2 variablesety

(L'intérét de ces représentations, outre l'intégbign géométrique des résumés classiques,
est d'étre généralisables au cas multivarié.)

On muni les espaces’®Rt R' de la structure euclidienne usuelle.

Soit, dans l'espace des variables, la dr&ele vecteur directeud de coordonnées
(1,..., 1). La droiteD représente les variables qui prennent la mémeaunvaigr tous les
individus.

La moyenne est la projection orthogonale de x sur D

La droiteD menée par l'origine et de vecteur directd(ds..., 1), est le lieu des points dans
I'espace des variables dont toutes les coordorsodgsegales. La variabilité inhérente a la
situation statistique fait que le poixt correspondant aux valeurs de la premiere variable

sur les différents individus, n'est pas BurSi la structure euclidienne usuelle est adéguate
le meilleur indicateur de centralité est le poietld droiteD le plus proche du poirx,
c'est-a-dire la projection orthogonale xdsur la droiteD. Vérifions que I'on retrouve ainsi
I'expression de la moyenne.

Ona:

. d
m%wwwﬁm%w
Oou encore :
proj, (x) _xd d

B ]

22Xy

soit proj, (x) = =—
n
Ainsi, le meilleur indicateur de centralité estdeint dont toutes les coordonnées sont
. R 1 . ,
égales & = —in , la moyenne. On notera encotde point dont toutes les coordonnées
n

sont égales & .
De mémey est projeté ery sur la droiteD .
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L'écart type est proportionnel a la distance entre xetXx
Le caractére est d'autant plus dispersé que le painte représentant dans l'espace des

variables, est éloigné de la drolfe La distance du pointau pointx est un indicateur de
la dispersion. Cette distance E(xi —>‘<)2 : c'est I'écart type, au facteyin prés, fait
pour normaliser, afin de pouvoir comparer des patpanis d'effectifs différents.

En notant G=x-X , I'écart typeoy vérifie : vn ox =|al.

le coefficient de corrélation r est le cosinus de | ‘angle des deux vecteurs
U=(x—x)et Vv=(y—y)

Pour des données bivariées, si le nuage de pdiais I'espace a deux dimensions des
individus, est aplati autour d'une droite, alorangl I'espace des variables, les vecteurs
"centrés"d = (x — X) etV = (y — y) sont pratiquement colinéaires et doivent former u
angle trés faible ou a peu prés plat. En revanahenpuage "rond", dans I'espace des
individus, ferait que ces vecteurs sont orthogonaux

Alignement dedv; <:> Colinéarité deli etv
(y=kx) (y-y =kx-=X%))

ind. 3
y A
Y3 M3 M
y_2 2
y G
X1 M,
> Y
X3 XX X /X/
ind. 1
Nuage des individus Espace des variables

Une application du produit scalaire permet de teteo I'expression du coefficient de
corrélation linéairea entre les variables ety. On considére I'angl¢ des deux vecteurs

U= (X —?() etv=(y— 9). Déterminons le cosinus de cet angle.
_ (x=3.(y-)
X=Xy =Y

Ona cogp= cos\x-x, y—§/)

| - =
SNy -y &Y e N
= = , OU Oy €St la
Jno, x4/ no, o, %0, o, %0, o

c'est a dire cog=

covariance.
donc cosp=r.
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Le coefficient de régression linéaire a, de  y en x, apparait par projection de
V=y—ysur d=x-—X

Pour des données bivariées, lorsque le nuage despdans 'espace des individus est
proche d'une droitdy;| est voisin de 1 et I'angle entie=x — X etV =y —y est petit ou a
peu prées plat.

y-y

¢

I = cosg

a(x—;<) X=X

La droite de régression de en x selon les moindres carrés apparait alors comme le
meilleur ajustement euclidien dg € y) selon O< x), c'est a dire fourni par la projection

orthogonale du vectewr = y-y) surli = x— X.
En effet :

proj,_,, (y=) = |y-y|cosp = » X”

e - 1, -
c'est a direproj (Y- V) = \/ﬁayXpX\/ﬁUX (X=X) ,
. . _ axy 1 o axy o
soit prol(x_;)(y—y) =0, x——Xx—(X-X) = p (X=Xx).
xYy X X

On reconnait la I'expression du coefficiantle la droite de régression geenx selon la

. , ... 0
méthode des moindres carrés, c'est aalire—- .
o

X

Ces remarques montrent l'intérét de la vision géogu& pour la compréhension
statistigue de ces indicateurs. Avoir ces schéneagébmétrie a l'esprit est susceptible
d'aider a l'interprétation : ainsi, un coefficiel® corrélation de 0,8 ne peut que conduire a
penser (par le cosinus) a un angle assez faiblen®wue, un contresens trop classique est
révélé : si on a calculé la régressionyden x par la méthode des moindres carrés, il ne
peut pas étre question de pouvoir "prévoir" unewabex a partir d'une valeur dg En
effet, la droite de régression genx est distincte de la droite de régressiany, puisque
dans ce cas on considére la projectionxdeX) sur {/ — y).
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b) Un T.P. sur Excel

Ce T.P. a comme objectifs :

* Analyser la signification du coefficient de coatébn.

* Rechercher, par tatonnement numérique et graphiguajustement linéaire minimisant
la somme des carrés des écarts verticaux.

» Apprendre a utiliser certaines fonctions du tabkexcel.

* Travailler sur le logarithme et I'exponentielle.
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T.P. SUR EXCEL EN 1°° ES|

REGRESSION LINEAIRE SELON LES MOINDRES CARRES

Une société de voyages organisés dispose, chagquaense de 12 200 voyages de 7 jours a
la vente, dont les prix varient entre 100 € et €00

On désigne pax le prix d'un voyage et par le nombre de voyages disponibles, en
fonction du prix.

Pour la premiere semaine de juillet, cette so@éatégistre le nombre, nozede demandes
qui lui sont parvenues. Le résultat figure dansideau ci-dessous.

fix d'un vovage x nombre de voyages nombre de voyages
P yage x disponibles y; demandéesz
100 800 5134
150 900 4346
200 1200 3678
250 1500 2728
300 2000 2636
350 2500 2231
400 3300 1888

CORRELATION

On considere les quatre sériesi, \i) , (X, t) out; = Infy) , (%, z) et &, vi) ouv; = In(z).
Lancer Excel.

Cliquer dans la cellule Al, choisBraset taper le titre "CORRELATION".

D= d| Q Gras Lg\. t Centré

Assistant Frﬂ & 4 | g

“ Arial -0 -G F 8 |= E = | & graphique J}E +;§| Eli e
D3 =] =| =| N({B3) \
A | B | C | D | E | F| Bordures
1 [CORRELATION
2 b ¥ z t Y
3 100 800 £134 B EB4E1173
4 150 500 4345
5 200 1200 3678
5] 260 1500 2728
7 300 2000 2536
8 350 2500 2431
) 400 3300 1885
10

Sélectionner (bouton gauche de la souris enforgcp)age rectangulaire des cellules A2 a
E9. Cliquer sur les icbneSentré et Bordures (choisir le quadrillage en cliquant sur la
petite fleche), puis entrer les donn&esy; , z comme ci-dessus.

En D3, entrer ldormule : = LN(B3)

puis Recopiervers le bas jusqu'en D9 (en approchant le poirdeda souris du carré noir
situé dans le coin inférieur droit de la cellulejui-ci se transforme en une croix noire,
faire alors glisser en maintenant le bouton gaectiencé).

En E3, entrer [dormule: =LN(C3) puiRecopiervers le bas jusqu'en E9.

 Création d'un graphique :

Sélectionneres cellules de A3 a B9, contenant les valexiryi}.
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Cliquer sur l'icondéssistant graphique

Etape 1/4 : choisiNuages de pointget lesous-typesans courbe) puis cliquer ssuivant
Etape 2/4 : Cliquer siBuivant

Etape 3/4 : Dans l'ongldiégende désactiverAfficher la Iégende(non coché). Dans
l'ongletQuadrillage, désactiver tout quadrillage. Dans I'ondléte, a la rubriqueTitre du
graphique taper "Seérie (x,y)". Cliquer s@uivant

Etape 4/4 . Cochean tant qu'objet dans Feuilpuis cliquer suiferminer.

Déplacer le graphique obtenu et ajuster sa tgitegOées sur les cétés) de facon qu'il
occupe trois colonnes de A1l a C22. Cliquer en deth® la zone de graphique.

* Représenter de fagon analogue la sérje;)X : pour sélectionner dans la feuille de calcul
des colonnes non contigués, maintenir enfoncérulcheCTRL et lacher le bouton gauche
de la souris.

Déplacer et ajuster le graphique de fagon a cergabuvre les cellules D11 a F22.

» Représenter, sous les graphiques précédents masuéant deux lignes, les nuages de
points &, z) puis &, V).

» On désigne pam , ro, rs, rq les coefficients de corrélation linéaire respeatiés quatre
séries représentees.

DEHSRY| ik tla.c la® s{nszm® s o Sous le nuage de la série

e <uw -|& | Collerune & ocmgm|Ee=|- 0 (X, vi), taper en cellule
P X == fonction | A23 "rl", puis se placer
A | B ] E | F | G | en B23 et cliquer sur
I licone  Coller  une
% Série (xy) Qaté:orie de Foncltions: Mom de la Fonction: fonction.
L igres utilisé o[ [avERAGEA - .
4| 3500 o Tous BETA.INVERSE [ Dans la boite de dialogue,
= 3000 4 Finances CENTILE H .. .. .
ILLEN o . Date & Heure CENTREE.REDUITE choisir Statistiquespuis
L1681 00n | . L — | =2 & AL A COEFFICIENT.CORRELATIO
17 COEFFICIENT. CORRELATION )
Ea 1333 1 o C Recherche & Matrices COEFFICIENT, DETERMINATION N puisOK.
| © | 1 Base de donné COVARIANCE
(18] s0d * * Toe CRITERE,LOT BINOMIALE |ndiquer dans la boite de
0 i} ; ; Lagique CROISSANCE .
B N 200 4 Information =l |ororeres | dialogue :
55 COEFFICIENT.CORRELATION{matrice 1;matrice2) ; . .
ﬁlrf] |= | Renvoie le coefficient de corrélation entre deux séries de données. Matrlce 1 ' A3A9

Matrice 2 :B3:B9

Puis cliquer suOK.

Calculer de méme, sous les nuages correspondantirdes autres coefficients de
corrélation linéaire.

[] Indiquer sur la feuille réponse les séries quiveht le mieux d'un ajustement affine.

AJUSTEMENT AFFINE DzEH2RY| Lo
a) Ajustement de la Série (x i, Vi) “ it Copier J%M;L?/ <
. . . b Coller

Cliquer sur l'onglet Feuil2 pour commencer un 2 | =

nouvelle feuille de calcul.

En Al taper efsrasle titre : "MOINDRES CARRES".
En A2, inscrire xi et en B2, inscrire vi.

Revenir sur la feuille 1, sélectionner les donnges;)
(appuyer surCTRL pour sélectionner des colonné
séparées) puis cliquer sur l'icd@epier.

Sur la feuille 2, cliquer en A3 puis sur l'ico@mller
(éventuellement, faire Edition/Collage
spécial/Valeur.

MOINDRES CARRES

¥ i
100 8 54354036
140 837701116
200 821012441
250 791132402
300 7 B7701va
350 7 1020519
400 7 54327335

bttt O =S S T P

1
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En A10 taper "Point moyen".

En Al1, entrer [ldormule =MOYENNE(A3:A9)
En B11, entrer ldormule =MOYENNE(B3:B9)
On va rechercher une droite de pemtpassant par le point moyen de coordonn&e¥ §.
Cette droite aura pour équatior ax+b avecv =aXx+b,doub=v —aX.

En C2 taper "pente a" et entrer en C3 la vale0r081 (pour un premier essai).

En C4 taper "ordonnée b" et entrer en Cttenule =B11 — C3*All

Vous allez ajouter une colonne contenant les valeoalculées paax +b :

En D2 taper "axi+b" et entrer en D3famule =$C$3*A3+$C$5 puiscopier vers le
bas jusqu'a la cellule D9 (le symbole $ empéche la ifraadion des références de la
cellule lors de la recopie).

En E2 taper "carrés écarts" et entrer en H8rlmule =(B3-D3)"2 (on obtient ” par la
toucheALT GR 9 puisrecopier vers le bagisqu'a la cellule E9.

Cliqguer sur licbne Assistant P— =
graphique

Etape 1/4 : choisiNuages de points FPlage de donnees  Série |

(sous-type n°1 sans courbe). Cliqu o
surSuivant y *
Etape 2/4 : Onglet Plage de 2 i T
données sortir vers la feuille de . = .

calcul pour y sélectionner le: * . "

=

données (xv;) des cellules A3 a B9. +

e

Revenir dans la boite de dialogue *

T4

l'assistant graphique. 0 100 200 ‘ Sortie pour sélectio j
Ccu

Onglet Sérig cliquer sur Ajouter dans la feuille de calcul
puis, pour la Série 2 : série '

Valeurs X : sortir sélectionner le om: | =
cellules de A3 a A9. valeurs % |=Feuil21§a$3:4A59 Y
Valeurs Y : sortir sélectionner le =] velews¥: [=Feulzigpgag089 =]
cellules de D3 a D9.
Cliquer surSuivant
Etape 3/4 : Ongldtégende désactiver l'optioifficher la légende

OngletQuadrillage désactiver les options. Cliquer Suivant

Etape 4/4 : cocheren tant qu'objet dans la Feuilduis cliquer suiferminer.

Pour que la droite soit tracée proprement, cliquerle graphiquavec le bouton droit de
la souris sur un point de l&érie 2 puis cliquer (gauche) suformat de la série de
données...Dans l'ongletMotifs, cocherTrait « automatiqueet Marque ¢ automatique
puis cliquer subK.

Déplacer le graphique pour I'amener a c6té desursake de pente eb d'ordonnée a
l'origine (cliquer sur le graphique et glisser eaimenant le bouton gauche de la souris
enfonce).

A

Ajouker | iupprimerl

Vous allez déterminer la position de la droite quminimise la somme des carrés des
écarts verticaux
Pour cela, taper en C6 "somme e”2" puis entrerkela@rmule =SOMME(E3:E9)
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Optimisation empirique de a
Modifier en C3 la 3" décimale de de fagon a minimiser la somme des carrés dessécart
verticaux (observer en méme temps les positionkesgnaphique).

[] Consigner les observations sur la feuille réponse.

Fixer de facon analogue, par essais success#feMdécimale de.

[] Consigner les observations sur la feuille réponse.
Déplacer le graphique en A12.

Utilisation de la fonction DROITEREG d'Excel

“F'.rial -0 - |§ =% 000

Efﬁ|§£

A28 | = |(=DROITEREG(E3: B9, A3:A9,vVRA FAUX)}

Sous le graphique, en
5 I . I\ < | = | A25 par exemple, taper

3 \Qv 5 g en Gras "Fonction
arre de n

25 |Fonction DROITEREG formule DROI'I_'EREG .

26 | -0, 00335415 KR, Sélectionneres cellules

o A26 et B26 puis inscrire
dans |aBarre de formule:
=DROITEREG(B3:B9;A3:A9;VRAI;FAUX) puis valider eappuyant simultanément sur
CTRL MAJ ENTREE (car il s'agit d'une opération sur un tableatricial).
Dans cette formule, B3:B9 correspond aux ordonrdeservées, A3:A9 aux abscisses,
VRAI demande le calcul dé et FAUX demande de n'avoir que les coefficients de
I'équation de droite.

[1 Comparer les calculs fournis par Excel avec cebterus précédemment de fagon
empirique.

b) Ajustement de la Série (x i, t)

Cliquer sur l'ongleFeuil3 pour commencer une nouvelle feuille de calcul.

En Al taper efsrasle titre "AJUSTEMENT (x,t)".

Revenir sur la feuille 1, sélectionner les colondes données de la séng ) (appuyer
surCTRL pendant la sélection) puis cliquer sur l'ic@wgpier. Sur la feuille 3, se placer en
A2 et cliquer sur l'icén€oller.

Utilisation de la fonction DROITEREG d'Excel

En A10, taper eferas, "Fonction DROITEREG".

Sélectionner les cellules A1l et A12 puis mettrearvre, comme précédemment, dans la
Barre de formulela fonction DROITEREG d'Excel pour obtenir les ffioeents de la
droite de régression deenx selon la méthode des moindres carrés (validempenyant
simultanément SUCTRL MAJ ENTREE).

[] Recopier les résultats sur la feuille réponse.

Utilisation de l'option graphique "Courbe de tendan ce
On peut également demander a Excel d'ajouter swrdge de pointsq(, ;) une courbe de
tendance (ce sera une vérification supplémentaire).

Revenir sur la feuille 1. Cliquer sur le graphiglgela sériex , ;).
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Aller dans le menGraphique (en haut de I'écran) et cliquer Shiputer une courbe de
tendance..Dans la boite de dialogue, dans I'ongigbechoisirLinéaire puis dans I'onglet
Option cocherAfficher I'équation sur le graphiquepuis cliquer suOK.

3- EXPLOITATION DU MODELE OBTENU

[] Utiliser les résultats précédents pour donner, laufeuille réponse, un modéle
d'ajustement pour I'offre et la demande.

Vous pouvez contréler vos calculs en demandantcalEkajouter, sur les graphiques

(%, yi) et i, z), une courbe de tendance.

Sur la feuille 1, cliquer sur le graphique de laeséx;, V).

Aller dans le menraphiqueet cliquer suAjouter une courbe de tendance...

Dans la boite de dialogue, dans l'onglgpe choisir Exponentielle puis dans l'onglet
Option cocherAfficher I'équation sur le graphiquepuis cliquer suOK.

Procéder de méme avec le graphique de la s¢ri® (
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[0 FEUILLE REPONSE

L1 P
CORRELATION
Calcul des coefficients de corrélation linéairedadis & 10 * prés) :

Série &, yi) (%, t) (%, 2) (%, Vi)

Coefficient de
corrélation linéaire

A quoi correspond le signe du coefficient de C@IIEN ? ...........ccoeeeeiiiiiiiiiiieeeeee s e

Des deux sériesi( ;) et ;, t), laquelle releve le mieux d'un ajustement affine
Pourquoi ?

AJUSTEMENT AFFINE
a) Ajustement de la Série (X i, Vi)

Optimisation empirique de a
Recherche de 18®3°décimale :

valeur de la pente — 0,001 — 0,002 — 0,003 — 0,004

a
somme des carrés
des écarts verticaux

CONCIUSION & 1o b e st e et ea e e beeeae s
Recherche de la4°décimale :
valeur de la pente valeur précédente | valeur optimale a Ibprés valeur suivante
a | i i | i

somme des carrés des
écarts verticaux

Conclusion : indiquer, a 10prés, la penta et 'ordonnée & l'origink de la droite de
régression de enx, selon la méthode des moindres carrés.



149

Utilisation de la fonction DROITEREG d'Excel

Quels sont les résultats affiCRES ? ... eeriiie e
Donner, en arrondissant les coefficients & pé&s, une équation de la droite d'ajustement
dev enx obtenue selon la fonction d'Excel :

b) Ajustement de la Série (x i, t;)
Donner une équation de la droite d'ajustement elex, selon la méthode des moindres
carrés (coefficients arrondis a“4pres).

EXPLOITATION DU MODELE OBTENU

Déduire de ce qui précéde une expressionate sous la forme :

y=ae™ etz=ce™
(dans les réponses, a et ¢ seront remplacés pardeondis a 1 pres).
Onaobtenut=Iny=......... DG R o o TN I YRR

Le prix pour lequel I'offre est égal a la demandppelle le prix d'équilibre, note.
Calculerxp en utilisant les résultats de la question prédéden
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Eléments de réponse

CORRELATION

Série (x,y) Série (x,t)
3500 10
3000 4 ¢
8 - .
PR 4
2500 | * PP 4 L 4
2000 1 . 6 -
1500 - * 4
*
1000 - . ® 5 |
500
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
0 200 400 600 0 200 400 600
Série (x,z) Série (x,v)
6000 8,6 °
5000 - * 8,4 | *
*
4000 4 * 8,2 *
i 8
3000 TN PR
2000 - * e 7.8 .
1000 - 7,6 *
0 . . 7,4 T T
0 200 400 600 0 200 400 600
Calcul des coefficients de corrélation linéaire (arrondis & 10 pres) :
Serie &, y) (%, t) (%, 2) (%, V)
Coefficient de
e 0,9703 0,9970 -0,9744 — 10,9905
corrélation linéaire

Le signe du coefficient de corrélation correspond a la croissance (positify ou a la
décroissance (négatif) de la variable en ordonnée, en fonction de la variable en abscisse.
Des deux séries (x;, Vi) et (x, t;), celle qui reléve le mieux d'un ajustement affine est la série
(xi, t) pour laquelle le coefficient de corrélation linéaire est, en valeur absolue, plus proche de
1.

Pour les deux séries (x;, z) et (x;, Vi), celle qui releve le mieux d'un ajustement affine est la
série (X;, Vi).

AJUSTEMENT AFFINE

a- Ajustement de la Série ( x;, Vi)
Optimisation empirique de a
Recherche de la 3°™ décimale :

valeur de ;a pente -0,001 -0,002 -0,003 -0,004
somme des carrés des
somme des can 0.3964 0.1396 0.0228 0.0460

Conclusion : 810 “%prés, ona a= — 0,003 .
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Recherche de la 4°™ décimale :

valeur de la pente Valeur précédente | Valeur optimale & 10*prés Valeur suivante
a —0,0034 —0,0033 —0,0032

somme des carrés des
écarts verticaux 0.01529 0.01507 0.01624

Conclusion :
A 10™ prés, selon la méthode des moindres carrés, a= — 0,0033 et b = 8,8497 .

Utilisation de la fonction DROITEREG d'Excel

Résultats affichés : a= —0,00333416 et b =8,85819582 .

En arrondissant les coefficients & 10 prés, une équation de la droite d'ajustement de v en x
est v= -0,0033x + 8,8582.

(Pour b, le résultat donné par la fonction d'Excel est préférable car celui obtenu par
tatonnement est calculé a partir de I'arrondi de a.)

b- Ajustement de la Série ( xj, t;)
Une équation de la droite d'ajustement de v en x, selon la méthode des moindres carrés
(coefficients arrondis & 10 prés) est v = 0,0049 x + 6,1300.

EXPLOITATION DU MODELE OBTENU
On obtient y = 459 e®%°* gt z = 7032 e ~20033x,

Série (x,y) Série (x,z)
3500 6000
3000 - 5000 -
2500 4 4000 |
2000 |
1500 3000 | S
1000 J 2000 |
500 | y = 459,45e%0049% 1000 { y = 7031,8e %0033
0 : : 0 \ :
0 200 400 600 0 200 400 600

On en déduit que y =z pour x = (1/0,0082) In(7032/459) = 332,83 £.
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Il - SERIES CHRONOLOGIQUES (1%° ES)

Ce theme n'est pas au programme &3 Seule la moyenne mobile est au programme de
1*"°ES (comme il existe, selon les circonstancesjqlus définitions, la définition utilisée
devra étre rappelée dans I'énoncé), les complénappsrtés ci-dessous ne sont pas
exigibles a lI'examen.

1 - DECOMPOSITION D'UNE SERIE CHRONOLOGIQUE

Des que I'on étudie les variations d'un phénoméanmars du temps, comme par exemple
le taux de chbmage avec le trimestre comme unit@m@s, ou les ventes annuelles d'un
produit donnéje modéle des répétitions indépendantes d'un méménpmene(utilisé
pour la loi des grands nombres et les fluctuatidéshantillonnagehe s'applique plus
D'autres représentations du réel sont a mettreewe.

Prenons l'exemple du taux de chémage, mesuré & ldef chaque trimestre. Si on
représente graphiquement les données, on obtiggraphique du type suivant.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Clairement, on repere une tendance a la baisseleslmng terme, mais aussi une
composante saisonniére : les trimestres 2, 6, fl@smondent a des pointes de chémage,
tandis que les trimestres 4, 8, 12 corresponddasa&reux.

D'oll lidée de poser lmodelé® suivant: X =fi+s+4 |,

ou f; représente leendance s lasaisonet & unaléade moyenne nulle.

La saison correspond ici au trimestre dans l'annéepeut étre toute autre unité. Par
définition, on as =S + « et, pour assurer l'unicité du modéle, on pses, + s3 + 4 = 0.
Trés souvent, on suppose les aléas indépendaésneéme loi. De plusf; représentant la
tendance a long terme, on suppose doncfguarie lentement avec

Lissage par la moyenne mobile

On a souvent besoin de connaitre l'importance deofaposante saisonniere, afin de
pouvoir donner des données "corrigées des vargsaisonnieres” comme cela se lit dans
les pages économiques de diverses publications. |Panodele que nous avons poseé, on
utilise trés souvent la méthode derlayenne mobile

Bien qu'antérieure a lI'avenement des ordinateette méthode "traditionnelle” est encore
couramment utilisée, sous une forme ou sous ume.aut

On compare la chroniqu&d; o1, ..., 4y avec la chroniqueY();os, ..., o - 13 définie par :

Y, :%(xt_2 + X4+ X+ X,,;) moyenne mobile d'ordre 4.

2 0On adopte ici un modéle additif, adapté lorsqeectEmposantes agissent de fagon "indépendantesquela
composante saisonniére est proportionnelle a tatere, le modéle multiplicatik, =f, x § x & est plus adapté.
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p-1
Plus généralement, s'il y a, non pas 4, mpisatsons, on posé -1 Z Xis
j==p

i

. . 1 P
S'il +1 , = X,
il ya 2 + 1 saisons, on posé¢ 2p+1z .

I==p

Exemple numérique

On considere les ventes de voitures au Canada,leersnd'un constructeur automobile,
sur cing années consecutives.

Trimestre : 1 2 3 4
1997 710 1440 980 740
1998 770 1530 1020 760
1999 920 1300 940 660
2000 890 1220 820 840
2001 1000 1470 930 850

Cherchons l'effet dufiltre” moyenne mobile sur la chronique de dépértefi+s + & .
Onay,= %(ft_2 P+ E 4T +%(£t_2 ve_ te )

puisque, par définitiong_, +s_,+S +S., = 0.

Comme f; varie peu en fonction du temps, onzl‘:a(ft_2 +f,+f+1f)=f.

Si I'on suppose les aléas de méme loi avec une moyenne nulle, un écart oy

. . 1
indépendants, alors les aléag = Z(Et_z +&, & +&,,) ont une moyenne nulle et un

écart type% , plus petit queo.

Les fluctuations aléatoires dé sont donc plus faibles que celles He, mais les aléagy;
ne sont plus indépendants.

4 =] =] =(B2+E3+E4+B5)/4
A [ 8 | ¢ | o [ E [ F | 6 [ H | S

[t X ¥ —
(2] 1 710
EN 1440
(4] 3 g0 [ Sers ]| 1600
(5] 4 740 5825 1500 +
6] =& 770 1005 1400 |'*\ IJ\]l ﬁ‘
7 B 1530 1015 .
0 O - | - AL PO
EN 760 1057 5 1100 BN HEE —+—"aleurs dorigine X
| 10 el 920 1000 j '\ !.LJ'\_)' \ ,f'\‘ —=—Mayenne mobile Y
NN YnEmviiTEEIE
3] 12 BED 547 5 800 ¥
I E £90 527 5 700 1 \g/
[16] 14 1220 897 5 600
16 15 B20 9425
17| 15 840 970 a 4 8 12 16 20
8] 17 1000 10325
(1] 18 1470 1060
[20] 19 930 10625
[21] =0 B840
[ 22]

% Source : adapté de Wonnacott — "Statistique" -nBoca 1995.
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Détermination de la composante saisonniere s
Comme X; — Y= s + (& - 1t), on peut avoir uestimateur de la composante saisonniére
(c'estune méthode) en faisant la moyenne dgs-Y; pour lest appartenant a une saison
donnéq, ouj 0 {1, 2, 3, 4} :
R 1 n-1
S; :_Z(xj+4k _Yj+4k) .
N
L'espérance mathématique et la variancé,dsont calculables.

Série
Série brute MOYENNE Composante corrigée de
t X, mobile Xi—Y |saisonniere| S répéte |variations
Y, 8 saisonnieres
X
1 710 -96,25 806,25
2 1440 391,875 1048,125
3 980 967,5 12,5 -51,5 -51,5 1031,5
4 740 982,5 -242,5 -239,375 -239,375 979,375
5 770 1005 -235 -96,25 -96,25 866,25
6 1530 1015 515 391,875 391,875 1138,125
7 1020 1020 0 -51,5 1071,5
8 760 1057,5 -297,5 -239,375 999,375
9 920 1000 -80 -96,25 1016,25
10 1300 980 320 391,875 908,125
11 940 955 -15 -51,5 991,5
12 660 947,5 -287,5 -239,375 899,375
13 890 927,5 -37,5 -96,25 986,25
14 1220 897,5 3225 391,875 828,125
15 820 942,5 -122,5 -51,5 871,5
16 840 970 -130 -239,375 1079,375
17 1000 1032,5 -32,5 -96,25 1096,25
18 1470 1060 410 391,875 1078,125
19 930 1062,5 -132,5 -51,5 981,5
20 850 -239,375 1089,375

On appellesérie corrigée des variations saisonniérks chronique :X, = X, -§ avec
t0{1, 2, ..., &}

La chronique Y;) des moyennes mobiles peut étre interprétée conmaestimation de la
tendancef(); s, .., - 13, €n 'absence d'autres informations.

Détermination de la tendance

Il existe des situations ou il est possible de psap pour la tendance un certain type de
fonction.

On peut avoirf,=a+bt ou fy=a+bt+ct.

La chronique désaisonnalisé%1 =X, —§ , est alors utilisée pour estimer les coefficients
aetboua, betc.

Dans le premier cas, on peut utiliser la méthodeedeession linéaire selon les moindres
carrés
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On obtient alors la tendance suivante :

1600
1500
1400
1300
1200
1100

1000 +

900

800

700
G600

#Aﬁvvﬁ¥i%455@@@@

Insertion de courbe de tendance

ptions I

1) OO | 77 | 77 | £ (07 (0T (07 P | e | o | o | o | b P | b | e | e | )
O M| & | QR =[O0 | 00|~ | 00| (| e | LD | PO = | O

Type de régressionfde courbe de tendance

4 g 12 1 Lo Ordre :
s e
Lingaire Logarithmique  Polynomiale
1600
1500 -
1400
1300 A
1200 —&— Série désaisonnalisée
1100 A
_’ Linéaire (Série
1000 - désaisonnalisée)
900 -
800 +— y = 3,2885x + 953,78
700 - R* = 0,0409
600 ‘ T
0 4 8 12 16 20
Décomposition de la série temporelle :
Série brute saison
1600 - 1600
1500 * 1400
1400 b ¢ )\ A 1200
1300 4 1000
1200 - 800
1100 - 600
1000 400
s0 | ’\\ \\/I y \U/ k\ TR A A A A
oo | | /AN /A N A A AN
600 -200 J \<f/ \V/l \12/ \16/1 \20
T T 1 v v A
0 8 12 16 20 -400
tendance f aléas
1600 1600
1500 1400
1400 1200 |
1300 1000 |
1200 - 800 |
1100
1000 R 600
900 | 400
800 200
700 | 0 ’_‘\:\/ —— ==
600 , , : -200 { 7/ 4 1N16 20
0 8 12 16 20 -400 4




157

2 — UN T.P. EN PREMIERE ES SUR L'UTILISATION DE LA
MOYENNE MOBILE

On étudie, a l'aide du tableur, le lissage de ligian de l'indice boursier CAC 40 selon les
moyennes mobiles d'ordre 2 et 5 et les stratégaebal/vente qui leurs sont associéees.

0% P,
2 %,

IJ 5
=~ TIGN DE MOYENNES MOBILES
STANSHNQYIZSE

L'objectif est d'utiliser le lissage par les moyeesimobiles, pour obtenir, dans le contexte
boursier, des signaux d'achat ou de vente.

SAISIE DES DONNEES

Ouvrir un dossier Excel.
Entrer en colonne A les données ci-desso S IR Ll
correspondant & lindic€AC 40 au premier jour JE] Fitier Edtion Affichage Insertion Format
ouvrable de chaque mois, sur 20 mois consécutifd -0 -|6 2 5|
partir du 02 janvier 1998. IDEHERY 4|
Al - =| 3040
3040 A E | C
3188 040
3447 3160
3447
3883 gt
4087 A0E7
4261 4261
4095 4095
3646 Jb4e
3039
3038 =0
3688 4148
4148 4304
4304 4032
4230
4233 4443
423 4314
4443 4609
4314
4609
4378

4378
| — CALCUL ET REPRESENTATION DES MOYENNES
MOBILES D'ORDRE 2 ET 5

Un des outils statistiques les plus anciens, eplies pratiqués dans le domaine financier,
est celui desmoyennes mobilesC'est un moyen de lissage qui permet de gomnser le
mouvements erratiques des cours, pour n'en comsgueela tendance de fond, et obtenir
ainsi un indicateur pour l'achat ou la vente.

—
(]

—
—

=
e8]

—
LA ]

—
=

—
m

—
(7]

=
-1

—
(]

—
(u]

an]
o

X

)
2

MM2
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La moyenne mobile d'ordre 2 (MM2) est tout simplatnedans le cadre présent, la
moyenne arithmeétique de 2 valeurs : celle du moésgnt et celle du mois précédent (en
général, on ne connait pas l'avenir). Son graphigudébute donc qu'avec Id"2donnée.
Cette moyenne est dite "mobile” du fait que le wladte la moyenne mobile consécutive ne
différe que par glissement d'une valeur (la pluseame disparait au profit de la nouvelle).
Dans la cellule B2, entrer f@rmule (attention, les formules doivent commencer par le
symbole =) : = (A1+A2)/2 (puis appuyer &mtrée).

DESHESRY| 4 B

Approcher le pointeur de la souris du carré noir

52 | =] ~(A1+A2)2 situé dans le coin inférieur droit de la cellule
& | H I L B2. Celui-ci se transforme en une croix noire,
; g?gg =TT faire alors glis§er, en mqint(_enant le bouton
3 2447 ga_ucheA enfoncé pourecopier jus_qu'en B20,
1 2863 puis relacher le bouto_n de la souris.
= 2574 La colonne B contient alors les moyennes
= Ao mobiles d'ordre 2.
MM5

Vous allez calculer en colonne C les moyennes resldlordre 5.
Entrer en cellule C5 la formule : = SOMME(AL:AS)
puis recopier, comme précédemment, cette formsiguen C20.

Représentations graphiques
Sélectionner, avec le bouton gauche de la soess;dllules de A1 a A20, puis appuyer sur

1 I e [ oo [ S S
DS SRY|$BRC o- - = A 83| lE
Al x = 3040 Assistant

: A — B Graphique

2 3188 cIH Azsistant Graphique - Etape 1 sur 4 - Type de Graphique

3 ggg; 333?51 Types standard | Types persannalisés I

] 30974 30928 Type de graphique : Sous-type de graphique

6 4087 4030 | Histogramme = R .

7 4261 413 B Barres * .

8 4095 415 | Courbes . ",

9 J646 3670 | secteurs

10 3038 SN EO (P 11 de points

1 3570 33 [\ Ares w | ‘)O/

12 3RE8 3B |y Anneau

13 4148 39 by Radar —

14 4304 42 @ Surface e

15 4032 41E ®: Eule M

16 4230 A1% ||++h Boursier LI

17 4443 4336

18 4314 4370 m::ge de %jgtdsnr:ll_iz:zfar une courbe sans

19 4609 4451 e '

20 4378 4493

3; Maintenit SppUye pour visionner

I'icobneAssistant graphique

Etape 1/4:
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DansType de graphiquechoisir Nuages de pointspuis dansSous-type de graphique
Nuage de points reliées par une courbe sans marguegs données
Cliquer surSuivant

Etape 2/4:
Dans l'ongleSeérie cliquer sur le boutoAjouter.
Pour |a Sél’le 2 él Ia I’ubl’ique Plage de dornées Sétie

Valeurs Y, cliquer sur licone' o
4500

de sortie sur la feuille de 00
calcul. : s o
Sur la feuile de calcul; s
sélectionner les cellules de B1. oo i
B20, puis revenir, par licone *o e Sortie vers
analogue, dans la boite ¢ la feuille de

. . . |
dialogue de I'assistant graphique calcul

Procéder de méme poéjouter :
enSérie 3les valeurs des cellule:

de C1 & C20. i | 5o |
Cliquer surSuivant L

Etape 3/4:
Dans l'onglet.égende désactiver la cas&fficher la Iégende Cliquer surSuivant

Mar | }_J
Waleurs ¥ | 3

Waleurs |={1} :k:l

Etape 4/4:
SélectionnePlacer le graphique en tant qu'objet dans Feuitilis cliquer sufferminer.

On peut déplacer le graphique et I'agrandir ad'diels poignées.

Cliquer, avec lebouton droitde la souris, sur l'axe des abscisses et chiemimat de
I'axe... Dans l'ongleEchelle entrer dans la casg¢aximum la valeur 20.

Cliquer, avec lebouton droitde la souris, sur I'axe des ordonnées et chbm@imat de
I'axe... Dans l'ongleEchelle entrer dans la caddinimum la valeur 2500 et dans la case
Maximum la valeur 5500.

‘D Compléter, sur la feuille réponse, les questidasalyse du graphiqhe.

I — UTILISATION DES MOYENNES MOBILES COMME
SIGNAL D'ACHAT/VENTE

Pour l'achat et la vente, les analystes finaneidoptent la regle suivante :
» acheterquand la moyenne mobile croise les cours a la Bguss

(hausse supérieure a la tendance),
» vendre quand la moyenne mobile croise les cours a laséais
(baisse supérieure a la tendance).

On suppose que l'on achete, le 02/01/98, un groepede titres indexé sur l'indice CAC
40, qui vaut, a cette date, 3040 points.

[1 Comparer, sur la feuille réponse, les décisioigeprsuivant que I'on suive la moyenne
mobile MM2 (a court terme) ou la moyenne mobile MA@Smoyen terme).
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[0 FEUILLE REPONSE

| — CALCUL ET REPRESENTATION DES MOYENNES
MOBILES D'ORDRE 2 ET 5
1) Comparer l'aspect des trois courbes : CAC 40 2MMMM5.

I — UTILISATION DES MOYENNES MOBILES COMME
SIGNAL D'ACHAT/VENTE

1) Utilisation de la moyenne mobile d'ordre 2 :

valeur d'achat valeur de vente gain (+ ou -)
3040

bilan

2) Utilisation de la moyenne mobile d'ordre 5 :

valeur d'achat valeur de vente gain (+ ou -)
3040

bilan

3) Conclusion
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Corrigé du T.P.

"Utilisation des moyennes mobiles a la bourse"

On remarquera que la moyenne mobile utilisée dans ce contexte boursier ne correspond pas
a la définition du document d'accompagnement du programme de 1°° ES (rentrée 2001)
dans la mesure ou, ignorant, bien entendu, les cours a venir, les moyennes mobiles ne sont
calculées qu'a partir des valeurs qui précedent.

Un énoncé d'examen devra préciser la définition de "moyenne mobile" utilisée, selon le
contexte.

| - CALCUL ET REPRESENTATION DES MOYENNES MOBILES D 'ORDRE 2 et 5

5500

5000

4500

4000 -
o // \\7L/
3000

2500 T T T T T T T T T

1) Les variations des moyennes mobiles sont inférieures a celles du CAC 40, l'effet de
lissage augmentant avec I'ordre de la moyenne, avec un décalage de plus en plus important
(effet d'inertie).

2) La courbe de la moyenne mobile d'ordre 2 croise celle du CAC 40 a 7 reprises.

3) La courbe MMS5 croise 3 fois celle du CAC 40.

Il — UTILISATION DES MOYENNES MOBILE COMME SIGNAL D 'ACHAT/VENTE

1) Utilisation de la moyenne mobile d'ordre 2 :

valeur d'achat valeur de vente gain (+ou-)
3040 4095 +1055
3570 4032 +462
4230 4314 +84
4609 4370 -239

bilan : +1362
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2) Utilisation de la moyenne mobile d'ordre 5 :

valeur d'achat valeur de vente gain(+ou-)
3040 3646 +606
3688 4378 +690
bilan : +1296

3) Conclusion :
La stratégie a court terme, peut étre plus risquée, s'est avérée, ici, plus avantageuse. Mais
ce n'est pas un théoréme...
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[l — CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

1 - NOTION DE PROBABILITE CONDITIONNELLE

Dans le paragraphe "Modalités de mise en ceuvrgdragramme de TS et TES de 2001,
on lit, a propos de l'introduction de la notionmtebabilité conditionnelle :

"On justifiera la définition de la probabilité de #&chant A, notée RB) , par des calcul
fréquentiels."

\"2J

Le document d'accompagnement des programmes doetgugs détails.

"Comme en classe de premiére, les calculs au nidesufréquences sont transposes au
niveau des probabilités d'événement et des loiprdbabilité des variables aléatoires
(conditionnement et indépendance). On garde comatmha I'esprit que les distributions
des fréquences fluctuent, la loi de probabilit&aesfixe..."
"On peut [au niveau des fréquences], réfléchir aadmde calcul de la frequencg(B) et
arriver a la formule :

_ f(AetB) ,,
"Dans le paragraphe suivant, on donne un sensgalit® ci-dessus lorsque I'on remplace
les fréquences d'évenements par des probabilités.”
"Par analogie avec les distributions des fréquencemipulées, on peut alors définir la
probabilité de B sachant A par :

_ P(AetB)

PA®) = b

Document d'accompagnement du programme de TS.

Le point de vue choisi, dans la continuité du paogme de premiére, est celui de
I'approche fréquentiste. Dans la pratique, les gdvdibés sont estimées a partir d'une étude
statistique. Il s'agit d'une modélisation, jusgfipar la loi des grands nombres, et dont
l'objectif est l'inférence (passage d'un échamtiida population ou passage d'un historique
statistigue a une prévision pour le futur). Leshatulités conditionnelles, outil théorique
pour le calcul prévisionnel, n'échappent pas &béma.

Cet aspect n'est pas toujours bien mis en valeulepananuels scolaires de terminale. En
particulier, certains exercices ou l'on travaille sin tableau d'effectifs, ne relevent pas
réellement d'un calcul probabiliste, mais d'un $@mpalcul statistique de fréquences
conditionnelles. Dans un tel cas, ou I'on considgre |I'échantillon est la population totale
ou l'on prend au hasard un élément, le formalisese ptobabilités conditionnelles parait
bien artificiel.

On propose, dans ce qui suit, une introduction aursc sous la forme d'un T.P. de
simulation sur Excel, puis une maniéere d'écrirelébut du cours, en guise de synthese
apresce T.P. .
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2—-UNT.P. D'INTRODUCTION SUR EXCEL

Le contexte du T.P. est inspiré d'un articldateHackingparu dans le magazine "Sciences
et Avenir", numeéro spécial "L'empire des probaédit— Octobre/novembre 2001.

Pour estimer une probabilité conditionnelle (nortuitive), il s'agit d'étudier, par
simulation, les fluctuations d'une fréquence caoaoditelle et de la voir se stabiliser lorsque
la taille de I'échantillon passe de= 100 an = 1000.

Le T.P. prend environ 1h40. C'est le prix a payerrne introduction expérimentale de la
notion de probabilité conditionnelle qui favorisapbroche du concept et permet de bien
distinguer calcul statistique et calcul probabalist



a7 Pl

N 7,
.L,J >\>g 4)

RGNS

165

CONDITIONNELLE

UN TAXI DANS LA BRUME

Fait divers :

Une ville a deux compagnies de taxi. Les taxisuteeldes compagnies sont bleus et
15% des taxis en circulation lui appartiennent.utt®@ compagnie a des taxis verts et
posséde 85% des taxis en circulation. Par une aeiibrouillard, un taxi heurte une
voiture garée et prend la fuite. Un témoin a viségne. On peut estimer que, dans de
telles conditions de distance et de brouillard, $émoignage sur la couleur du taxi
est fiable & 80%. Ce témoin dit que le taxi misa&mse est bleu.

Que pensez-vous ?

O Il'y a une probabilité de 80% que le taxi soituble
O Il est assez probable, mais pas a 80%, que le taxi

soit bleu.

O Il est plutot probable que le taxi soit vert.

[] Compléter la feuille réponse

A — Simulation de I'expérience aléatoire
Préparer une feuille de calcul comme ci-dessous :

J@ Fichier Edition Affichage Insertion Format Cubils Données Fenétre 7

Jﬂ|hﬁ|ﬂvﬁ--

|10 =

E l‘l|ﬂ ”‘ Arial

6 7 s |[==E|€ % @

=] =| =SI{ENTIALEA(+0,15)=1;"BLEL)", "VERT")

A

B

| 5

D | E

F

G

H

taux d'erreur ;

0.2

taxi

arreur ?

témnin

VERT

1

BLEU

W et DY

% et DB

B et DY

B et DB

0

||U’1‘-h- o | P | —

La celluleA3 contient la couleur du taxi, c'est a dire blensda5% des cas, ou vert, dans

85% des cas. Entrerfarmule :

=SI(ENT(ALEA() + 0,15) = 1 ; "BLEU"

; "VERT")

La celluleB3 contient la valeur O si le ttmoin ne fait pasrdier (dans 80% des cas) ou la

valeur 1 lorsqu'il se trompe (20% des cas). E@rearmule :
(le symbole $ bloque la référence de la celluledaton recopie).
La cellule C3 contient la couleur vue par le témoin :
formule :

=ENT(ALEA( ) + B$1)

il dittveu il dit bleu. Entrer la
=SI(B3=0; A3; SI(A3 ="BLEU" ; "VERT" ; "BEU"))

Dans les colonnes, F, G, H on comptabilisera les quatre cas possible, emhdtau B la

couleur du taxi et DV ou DB la couleur dite patdenoin.

EnE3 entrer laformule :
EnF3 entrer laformule :
En G3entrer laformule :
EnH3 entrer laformule :

=SI(ET(A3="VERT";C3="VERT");1:0)
=SI(ET(A3="VERT";C3="BLEU"):1,0)
=SI(ET(A3="BLEU";C3="VERT");1,0)
=SI(ET(A3="BLEU";C3="BLEU");1;0)



166

Sélectionnerles cellules d&A3 a H3, approcher le pointeur de la souris du coin iefdri
droit de la sélection, puis, lorsque le pointeaststransformé en croix noinecopier vers

le basjusqu'a la ligne 1002.

Vous avez ainsi simulé 1000 expériences aléat@edsn les conditions rapportées dans le
"fait divers".

Fréguence conditionnelle sur 100 expériences

I e =N o ) L e S Dans les colonnes J a M,
ks = =] =SOMME(E3:E102) construire un tableau
S o v M| comptabilisant les quatre cas
v B Total possibles.

[enfeslro]

D
DE
Total

ala]

3

20

ia]

1
14

G5
)
100

En K3 on entre ldormule :
=SOMME(E3:E102)

EnK4 on entre ldormule :
=SOMME(F3:F102)

EnL3 on entre ldormule : =SOMME(G3:G102)

EnL4 on entre [dormule : =SOMME(H3:H102)

Puis faire les sommes dans les marges du tableau.

Le témoin dit avoir vu un taxi bleu, événement nMd®& On examinera donc uniqguement
les cas DB. Dans ces cas la, la frequence dedigitsau le taxi était réellement bleu est
nommédréquence conditionnellede B sachant DB. On la nd{(@&/DB).

E %l|ﬂ! 21| arial

FIEIEEEE Assistant graphique E/=E|€ % @ & |[H-A-
k3 = = =SOMMEEIEIDS _
[ [ J [ K | L | Ml | M | 0 | P | o |
1
[ 2 | v E Tatal nb dexp | f(B/DE) (/DB
ER oV Eb 3 B9 100 035483671 | 054516129
| 4 | DE 20 1 31
| 6 | Tatal 86 14 100

Dans la celluleP3 calculer la fréquence conditionnelféB/DB) des expériences ou,
sachant que le témoin dit que le taxi est bletpxeétait réellement bleu, par Farmule :
=14/ M4

En Q3, calculer la fréquence conditionnelle, dans leaiase témoin voit un taxi bleu, des
situations ou il est veffV/DB) par laformule : =1 — P3

Enfin, vous allez visualiser ces fréquences entoaisant un histogrammé&électionner

les cellules deP2 a Q3 puis cliquer sur l'icbne de ABsistant graphique, choisir
Histogramme et cliquer surTerminer. Effacez la légende en cliquant dessus avec le
bouton droit de la souris.

Appuyer sur la touchE9 pour visualiser d'autres séries de 100 simulations

[] Compléter la feuille réponse

Fréguence conditionnelle sur 1000 expériences

Comme dans au paragraphe précédent :

» Créer un tableau comptabilisant le nombre d'évémésnde chaque type, V et DV, V et
DB, B et DV, B et DB pour 1000 expériences (ligBes 1002).

* Calculer, pour ces 1000 simulations, les fréqueoaditionnellesf(B/DB) et f(\V/DB).
 Créer un histogramme représentant ces fréquenocetionnelles.

[] Compléter la feuille réponse
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B — Notion de probabilité conditionnelle

On a vu que la fréquence conditionnefi@/DB) de I'événement “le taxi est bleu sachant
smoin a di " _nbde BetDB _ f(BetDB)

gue le témoin a dit bleu" est obtenue pd(B/DB) = nbdeDB _ f(DB)
Lorsque le nombren d'expériences indépendantes augmente, la fréquei(io®) de
'événement DB, "le témoin a dit taxi bleu", se magthe de sa probabilite(DB). De
méme f(B et DB) se rapproche de la probabi@ n DB).
On a alors la frequence conditionnelféB/DB) qui se rapproche de ce que I'on homme
probabilité conditionnelle de B sachant DB notéeP(B/DB) ou Ppg(B) , correspondant a

P(B/DB) = —P(E(B I;))B)

[] Compléter la feuille réponse

C — Taux de fiabilité du témoignage
Vous allez examiner I'impact du taux de fiabilit¢ tdmoin sur la fréquence conditionnelle
f(B/DB).
Supposons que sont témoignage soit fiable a 8%fiplacer le contenu de la cellié

par la valeur 0,15 (c'est a dire 1 — 0,85). Fplusieurs foid=9 pour percevoir I'impact de
ce changement.

Remplacer en suite le contenu de la celBiepar la valeur 0, 10 puis par la valeur 0,50.

[1 Compléter la feuille réponse
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[0 FEUILLE REPONSE

Le témoin affirme que le taxi est bleu. Que pensars ? Cochez une case correspondant a
votre opinionavant tout calcul (cette réponse n'est pas comptabilisée dansd'apgion).

O 1l y a une probabilité de 80% que le taxi soituble
O Il est assez probable, mais pas a 80%, que lstidleu.
O 1l est plutét probable que le taxi soit vert.

A — Simulation de I'expérience aléatoire

Fréguence conditionnelle sur 100 expériences
Avec quels effectifs calcule-t-on la fréquence abadnelle f(B/DB) en cellule P3 ?

— hombredecas................
f(B/DB) = nombredecas............... '

De méme, comment calcule-t-on la fréquence comtigte f(\V/DB) en cellule Q3 ?

— hombredecas................
f(v/DB) = nombredecas............... '

Comparer, sur vos simulations de taille 100, lasxdeéquences conditionnelle§,B/DB)
et f(V/DB). Comment ses fréquences fluctuent-ellesal'simulation de 100 expériences a
une autre ?

Fréquence conditionnelle sur 1000 expériences

Comparer, sur vos simulations de taille 1000, lesixdfréquences conditionnelles,
f(B/DB) et f(V/DB). Comment ses fréquences fluctuent-elles e&l'simulation de 1000
expériences a une autre ?

Au vu des expériences précédentes, répondre a aoavequestionnaire :
Le témoin affirme que le taxi est bleu. Que pensars ?

O Il'y a une probabilité de 80% que le taxi soituble
O Il est assez probable, mais pas a 80%, que lsd@dleu.
O 1l est plutdt probable que le taxi soit vert.
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B — Notion de probabilité conditionnelle
L'énoncé du problemefournit les renseignements suivants :

PB) = ........  PV) = ... ; P(DB/B) = ........ (probabilité que le témoin dise qee |
taxi est bleu, sachant qu'il est ble®(DB/V) = ........ .

De la définition P(DB/B):% on tireP(B n DB) = P(B) x P(DB/B).

Calculer : P(B n DB) = .

Calculer : P(V n DB) = P(V) X P(DB/V) T .

En déduireP(DB) =P(B n DB) +P(V n DB) = .

Calculer la probabilité conditionnelleP(B/DB ) = P(E(B;B) = srsseseees =0,41.

Comparer la probabilité conditionnelB/DB) calculée précédemment avec la fréquence
conditionnelle correspondantéB/DB) calculée sur 1000 simulations de I'expéréenc

C — Taux de fiabilité du témoignage

Lorsque B1 contient la valeur 0,15, que cela SIGHHI ? ..........ccccoiiiiiiiiiiiiiieeeee e
Qu'observez-vous pour les valeurs f(8/DB) , pour des simulations de taille 1000,
lorsque le contenu de B1 vaut 0,15 ?

On suppose que le témoin est fiable av@aB/B) = P(DV/V) = x.

Justifier QUEP(DV/B) = P(DB/V) = 1L —X. tivtttiiiiiiiiiiiiiiieaaeeeeeeeeaeeeeeeeessiennnnsesssssannnnnsasaaaaeesaaeeeees
0,15x

015x+ 085(1-x) °

Montrer, en reprenant les calculs du 2-, que(B/DB) =

Le résultat obtenu est-il compatible avec les fedmpes f(B/DB) observées lorsque le
contenu de la cellule B1 était 0,15 ? Pourquoi ?

Lorsque le contenu de la cellule B1 vaut 0,50 , mawar les valeurs observées f{B/DB)
AVECP(B) = 0,005, oiiiiiiiii it e e e et e e ———————————————————raaaaaeaaeeeererarnna

Dans ce cas, le conditionnement par DB n'appoete i la réalisation de I'événement B,
autrement dit le témoignage du témoin ne vaut @&mdit que les évenements B ("le taxi
est bleu") et DB ("le témoin dit que le taxi bleggntindépendants
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Eléments de solution pour I'activité EXCEL

"PROBABILITE CONDITIONNELLE : UN TAXI DANS LA BRUME "
Durée : = 1h 40.

A — Simulation de I'expérience aléatoire
Fréquence conditionnelle sur 100 expériences
— hombredecasBetDB

Ona f(B/DB) nombrede ca:DB

— hombredecasVetDB
et T(V/DB) nombredecasDB
De fagon générale, on observe f(V/DB) > f(B/DB) mais les fluctuations entre les différents
échantillons de taille 100 sont importantes, et on observe assez souvent
f(v/DB) <f(B/DB).

Fréquence conditionnelle sur 1000 expériences
Les fluctuations des fréquences conditionnelles sont beaucoup moins importantes et laissent
a penser que lorsque le témoin voit le taxi bleu, le plus probable est gu'il soit vert.

l J | K | L | M | M | o | P | Q | =

1 =
| 2 | 4 B Tatal nb d'exp fiB/DB) fi¥DB)
| 3 | [ BS 3 71 100 051724138 | 045275862
| 4| DB 14 5 2 1000 042765273 | 057534727
| 5 | Tatal g2 a 100
| 6 |
| 7| W B Total
| 5 | [ B56 33 Siiz)
EX DB 178 133 311
10 | Tatal a34 166 1000
| 11 |
% Fréquences sur 100 expériences Fréquences sur 1000 expériences
| 14| 1 1
| 15 | 0,9 0,9
| 16 | 0,8 0,8

17 0,7 0.7
15] o o5
ﬁ 0,4 04
20| 0,3 0,3

21 9,2 0.2
ﬁ 01 0,1
23] ’ 0
= f(BDB) (V/DB) p— -

25

Sur 100
expériences, il se
nrodiiit narfaic

Sur 1000
expériences, on
nheearve tnriintir

B — Notion de probabilité conditionnelle

OnaP(B n DB)=0,15 x 0,80 = 0,12.

On a P(DB) = 0,15 x 0,80 + 0,85 x 0,20 = 0,29.

On en déduit que P(B/DB) = 0,12 /0,29 = 0,41.

Les fréquences f(B/DB) observées sur des simulations de taille 1000 sont assez proches de
cette valeur.
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C — Taux de fiabilité du témoignage

En posant P(DB/B) = P(DV/V) = x, on a P(B/DB) = 0,5 pour x = 0,85.

On constate que lorsque le contenu de la cellule B1 est 1 — x = 0,15 les fréquences
conditionnelles f(B/DB) et f(V/DB) sont relativement proches de 0,5.

En revanche, lorsque le témoin est fiable a 90% (B1 contient la valeur 0,10), on a
régulierement f(B/DB) > f(V/DB).

On retrouve que lorsque le témoin répond "au hasard" (fiabilité 50%, x = 0,5), l'information
apportée par son témoignage est sans intérét : le fait que le taxi soit bleu est indépendant du
témoignage "bleu” du témoin (ou de DV).

3 — UNE ECRITURE DU DEBUT DU COURS SUR LE
CONDITIONNEMENT (PROBABILITE CONDITIONNELLE)

Situation du probleme

Une population (trés importante et supposée home)géam bovins est susceptible d'avoir
une maladieM. Un test de dépistage (posiilif, ou négatifT-) permet de détecter la
maladie, sans toutefois étre fiable a 100 %. Ohaivel évaluer la fiabilité de ce test.

Pour ce faire, on préléve au hasard des écharmtilliams la population, sur lesquels on
pratique le test de dépistage, puis, par une anagtrinaire approfondie, on constate si
I'animal est malade ou non.

On a obtenu les résultats suivants :

* Deux échantillons aléatoires de taille 100 :

Echantillon 1 :n =100

Echantillon 2 n= 100

e M M total e M M total
T+ 0,12 0,11 0,23 T+ 0,06 0,23 0,29
T- 0,00 0,77 0,77 T- 0,02 0,69 0,71
total 0,12 0,88 1 total 0,08 0,92 1

* Deux échantillons aléatoires de taitle 1000 :
Echantillon 3 :n = 1000 Echantillon 4 n= 1000

bseniea| M M total bseniea| M M total
T+ 0,085 0,184 0,269 T+ 0,092 0,178 0,270
T- 0,011 0,720 0,731 T- 0,009 0,721 0,780
total 0,096 0,904 1 total 0,101 0,899 1

On constate que ces fréquences fluctuent, maisndapé sensiblement moins lorsque
n = 1000.

Pour chaque échantillon, on peut calculer, parmidrimaux malades, la fréquence de
ceux qui ont été testés positifs. Cette frequestaaéefy (T+). On I'obtient en faisant :

nombredeM et T + _ f(M etT+)

fu(T+) = nombredeM f(M)
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Pour les échantillons prélevés, on trouve :

échantillon 1 2 3 4
fu (T+) = 1 0,75 0,885 0,911

D'apres la loi des grands nombres, lorsquaugmente, chacune des fréquences situées
dans les quatre cases centrales des tableauxmtifioha f(MnT+), (M T=), f(M nT+),

f(M nT-), tend & se rapprocher de la probabilité de Hénéent correspondant dans la
population totale P((MnT+), P(MnT=), P(M nT+), P(M nT-).

On prendra ici, comme modéle, le tableau de prdibebsuivant :

Probabilités M M total
T+ 0,09 0,18 0,27
T- 0,01 0,72 0,73
total 0,10 0,90 1

Fiabilité du test dans le cas d'un animal malade :
La fréquence conditionnelle des animaux testégifsoparmi les malades d'un échantillon,
tend, quandh augmente, a se rapprocher de ce que I'on nomrobdipitité conditionnelle
de T+ sachantM " (lorsque I'on prend au hasard un animal dan®talation) et que I'on
peut calculer de fagon analogue a celle de la &écgiconditionnelle :
_PMnT+) _ 009 _

Ru(T+H) = POV) - 010 090.

On peut donc estimer que le test détecte un amrakdde a 90%.

Fiabilité du test dans le cas non malade :

De méme, la fréequence conditionnelle des animastbésenégatifs parmi les non malades

d'un échantillon, tend, quamdaugmente, a se rapprocher de la "probabilité tiondielle

de T— sachantM ", que l'on peut calculer de facon analogue a oc#dlela fréquence

conditionnelle :

PMnT-) _ 072 _
P(M) 090

On peut donc estimer que le test détecte un amoramalade a 80%.

P(T-) = 080.

Définition
Soit A etB deux événements, ave¢A) £ 0.
On appelle probabilité d& sachanf , notéePA(B), le nombre :P5(B) = %

Remarque on a alorsP(A n B) = P(A) x Pa(B).

Calculs probabilistes

On reprend I'exemple précédent.

Lorsque I'on pratique le test de dépistage surnimal de la population, on connaitra le
résultat du test, mais on ignorera si I'animal réstlement malade, ou non malade. Le
modeéle probabiliste établi précédemment permes alerse faire une opinion.

Un animal, pris au hasard dans la population, atés& positif. On ignore s'il est

réellement malade. On peut calculer, selon le neoddbpté ci-dessus, la probabilité qu'il
soit malade, c'est a direr.(M) .
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P(M nT+) _ 009 _
P(T+) ~ 027

Ainsi, un animal testé positif, a plus de chancesel pas étre malade (2 chances sur 3). La

guestion qui peut se poser est de savoir si, auchoprincipe de précaution, il faut abattre

tous les animaux testés positifs...

PM nT-) _ 001 _
P(T-) ~ 073~

Seulement 1% des animaux testés négatifs sonttendtades.

OnaP;,(M) = 033.

On peut aussi calculd?t _(M) = 001.

Visualisation avec des arbres probabilistes

Compléter les branches des arbres ci-dessous, eiquamt les probabilités
correspondantes.

<

T+

< <
< e

§§|

<
T

4 —UN T.P. SUR CALCULATRICE

Le T.P. suivant confronte calculs probabilistehdttriques") et observation des fréquences
obtenues par simulation, sur calculatrices.



174

T.P. SUR CALCULATRICES|

CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE
PIECES DEFECTUEUSES

Deux machineg etB fabriquent une piece identique et fonctionnenépehdamment.

Dans la production de ces machines, on prend wee @u hasard. La probabilité que cette
piéce provienne da est 0,6. La probabilité qu'elle provienneRlest donc 0,4.

On suppose que, parmi la productionAjda probabilité de tirer une piéce défectueuseyest
alors que parmi la production &ela probabilité de tirer une piece défectueuse.est

On noteD I'événement "la piéce tirée est défectueusdd d€venement contraire.

La situation est donc résumée par I'arbre suivant :

q D
A <
0,6 1

= D
Arbre 1
0,40 r D
B <
1-r 5

On se pose la question suivante :

Lorsque l'on tire au hasard une pieéce dans la production totale, et que l'on
constate que la piece est défectueuse, cette information donne-t-elle une idée de
nature probabiliste sur sa fabrication éventuelle par A ?

Expérience statistique par simulation d’'une product ion de
1000 pieces
Un programme permettra de simuler une productiorl@@0 pieces, en respectant les
conditions précédentes. Il fournira le décompte,cstte production, des piéces de chaque
type, selon les deux critéres d’origieou B, et de qualitéD (défectueuse) ou non.
Dans ce programme, linstruction 2 * int(rand 6)0.- A attribue a la mémoire A la
valeur 2 lorsque I'événemeAtest réalisé et la valeur 0 sinon, lorsque |'éveardmd est
réalisé.
Selon les cas, linstruction int(rand + Q) D ou int(rand + R)- D attribuera a la
mémoire D la valeur 1 lorsque I'événembrest réalisé, ou 0 €) est réalisé.
Indiquer la valeur de A + D + 1 selon les évenemedalisés :

évenement AnD An D BnD Bn D

Valeurde A+ D +1

Entrez dans votre calculatrice le programme suivant
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CASIO Graph 25, 100 T180 82 83 T189 92
"Q" U :Disp "Q" :Delvar s
?. Q0 Input Q :Disp "q"
"R" [ :Disp "R" :Input g
2 L. RO :Input R :Disp "r"
Seq(0,1,1,4,1)- List 10 'seq (0,1,1,4,1» L, Input r .
For1_ | To 10000 :For (1,1,1000) :seq ('0,|,1,4,1)a S
2Int(Ran# + 0.6)» A [J :2int(rand + 0.6)- A :For 1,1,1000
FA=20 lltrf\ =2 :ﬁ*lnt(rzar_}(:]() +0.6)- a
Then Int(Ran#+ DO - hen ra= en
Else Int(f?an#H??)?D 0 Elnt(rand +Q)- D Elnt(rand( )+q)-d
IfEnd O ‘Else ‘Else
List 1[A+D+1] + 1 — List f'lgt((;a”d *R)-D f'lgt((;ﬁ”d( )+ 1)~ d
1[A+D+1] O =0 =1
‘L (A+D+1) + 1 - Ly(A+D+1) |:s[a+d+1] + 1> s[a+d+1]
Ill\lexlt‘D ‘End :EndFor
AD" [ Disp "AD" Disp "AD"
List 1[4] # -Disp Ly(4) -Disp s[4]
"ANON D" [ :Pause ‘Pause
List 1[3] 4 :Disp "A NON D" :Disp "A NON D"
“BD" U :Disp Ly(3) :Disp s[3]
List 1[2] ~# :Pause :Pause
"BNOND"[O :Disp "BD" :Disp "BD"
List 1[1] :Disp Ly(2) :Disp s[2]
:Pause :Pause
:Disp "B NON D" :Disp "B NON D"
:Disp Ly(1) :Disp s[1]

= Pour obtenir certaines instructions :

CASIO Graph 25 10d :Seqpar OPTN LIST List par OPTN LIST ;For To Next par PRGM COM ;
If Then Else IfEnd par PRGMpuis COM Int par OPTN NUM ;Ran# par OPTN PROB ;= par PRGM
REL ; # par PRGM { au clavier.

. :

Utilisation possible de la foncticddATALOG (sur Tl 83 — 89 — 92).

Seqpar 29 LIST OPS L, au clavier par® ; For End par PRGM CTL ;- par STO" ; If Then Else End
par PRGM CTL int par MATH NUM ; rand par MATH PRB ;If par PRGM CTL ;= par 2 TEST (2"
MATH TEST sur Tl 92) Disp par PRGM 1/O Pausepar PRGM CTL.

Utiliser le programme précédent dans les deux wasIsts :

= g=0,10etr =0,03:
Compléter le tableau ci-dessous, avec les effadbifmés par votre simulation :

A B Total

D
D

Total 1000

a) Quelle est, parmi la production simulée de 1p@ees, la fréquencKA) des pieces
PrOVENANT QB 2 ...ttt o4 4ot ettt ettt tt bbb e e e e e e e e e e e eeaaaaeaaaeeeeeeeeeeensssnnnnnnns
b) Quelle est, parmi la production des 1000 pietasfréquencef(AnD) des pieces
provenant de A et dEfECIUBUSES 7 ...t e e e e e e e e e e aeeeees
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c) Quelle estparmi les piéces défectueusés fréquence conditionnelle notégA) des

pieces provenant d&?

fo(A) = nbpiecedetypeAetD _
nbpiecesD

1 fa fo(A)
Indiquer sur I'histogramme la proportion des piéc -+
provenant deA, selon que l'on se place dans T
production totale de 1000 pieces ou parmi les pie T
défectueuses. T
Parmi les Parmi les
1000 piéces
piéces défectueuses
= g=0,10etr =0,10:
Compléter le tableau ci-dessous :
A B Total
D
D
Total 1000

a) Quelle est, parmi la production simulée de 1p@ees, la fréquencA) des pieces
PrOVENANT QB 2 ...ttt oo+ e ettt ettt ettt bt e e e e e e e e e e aeaaaeaeaaaeaaeeeeeeeeessnnnnnnnns
b) Quelle est, parmi la production des 1000 pietasfréquencef(AnD) des pieces
provenant de A et dEfECIUBUSES 7 ...t a s e e e e e e e e e e e eeees
c) Quelle estparmi les piéces défectueusés fréquence conditionnelle notégA) des
pieces provenant d&?

fo(A) = nbpiecedetypeAetD _

nbpiecesD

n fa fo(A)

Indiquer sur I'histogramme la proportion des piec
provenant deA, selon que l'on se place dans T
production totale de 1000 piéces ou parmi les gie =
deéefectueuses. T

Parmi les Parmi les

1000 piéces
piéces défectueuses

e) Dans chaque cas, d'apres les graphiques, ledéaisavoir que la piece tirée est
défectueuse modifie-t-il significativement la réian statistique du critére "fabriquée par

A" ?

0= 0,00 1 = 0,03 & it e e e e e e et e a e e e e e e neeera e aaeeraa s
0= 0,10 €1 = 0,00 & oiiriiiiiiii et e e et ar e e e ar e e e aee
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Fréquence des pieces provenant de A parmi les
défectueuses d'une production de 10 000 pieces

Si, au lieu de tirer une seule piece au hasard @apsoduction, on recommence (avec

remise) jusqu'a tirer une piece défectueuse, giitsthune nouvelle expérience aléatoire,

gue l'on peut résumer en disant que l'on tire a&ardaune piece défectueuse dans la
production.

On s'intéresse a la probabilité que cette piecectiéfuse provienne de

En simulant plusieurs fois une production de 10@@qs, on peut se faire une idée de cette
probabilité. La moyenne des fréquences conditidesig)(A) devant s'en rapprocher.

En complétant vos simulations précédentes aveescdlhutres éléves, remplir le tableau

suivant :

Simulations 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| Moyenne
fo(A) avec
4=0,10 er=0,03

fo(A) avec
0=0,10 etr=0,10

A combien pouvez-vous estimer la probabilité qu'pnece, tirée au hasard parmi les
défectueuses, provienne A&

Lorsque = 0,10 e = 0,03 & oo errm o e a e ar e ee
Lorsque g = 0,10 € = 0,10 & oot ememmm e e et e e et e e e e e et e e e ennnnn—a s

Etude probabiliste

On tire au hasard une piéce dans la productionn@e A I'événement "la piece tirée
provient de la machinf", B 'événement "la piéce tirée provient de la mach#iest D
I'événement "la piece tirée est défectueuse”.

a) On suppose que= 0,10 et = 0,03.

CalculerP(A), P(AnD) etP(D) =P(A n D) + P(B n D) (on peut s’aider de 'arbre 1).

"Inverser" I'arbre 1, en indiquant sur I'arbre @sous les probabilités correspondant aux
points d'interrogation.

Arbre 2

D

A

On note Pp(A) la probabilité conditionnelle de A sachant D correspondant a

Py(A) = —P(Q(B)D) .
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(O UL = UL N I PP
Comparer avec I'estimation obtenue par SIMUIAtION..............euuriiiiiiiiie e eeeee e,
0®00 P(A) 0Ceoe Po(A)
OO0 e ®O O
o @0 ® 00
PiecesA etB dans la PiécesA etB
production totale parmi les
défectueuses

b) On suppose que= 0,10 etr = 0,10.
CalculerP(A), P(AnD) etP(D) (on peut s’aider de I'arbre 1).

"Inverser" I'arbre 1, en indiquant sur I'arbre @ssous les probabilités correspondant aux
points d'interrogation .

Arbre 2

D

A

LorsqueP(AnD) = P(A) x P(D), on dit que les événemem{setD sontindépendants
On alors Py(A) = P(AN D) _

P(D)
probabiliteP(A).
Que vaulPp(A) ? QUE CONSLAIE-T-0N ? ..o e e e e enr s

Vo

P(A), c’est a dire que l'informatio® n’influe pas sur la

ceoo | "TWPW 0coOe
OO0 e @O O
o ®o ®@ OO0
PiécesA etB dans la PiécesA etB
production totale parmi les
défectueuses

Les proportions sont les mémes
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Eléments de réponse

Durée : = 1h30.
Production de 1000 pieces
Il n'est pas question de probabilités dans cette question mais de simples statistiques sur une

production de 1000 piéces, entierement connue.
A titre d'exemple, voici un résultat possible du programme :

= q=0,10etr =0,03.
a) fa = 0,599.

b) fAnD = 0,057

¢) farp = 57/(57+17) = 0,77. N D
42,

R TE L
Lol b |Pram IO Eedss aeml

17,
B HOM D

S04,
HAIN FAD_AFFROR FUNC 0050

= g=0,10 etr =0,10.
a) fa = 0,603. .
b) fAnD = 0,063 FIIl:I

¢) fap = 63/(63+42) = 0,60. &3

R TE L
Lol b |Pram IO Eedss aeml

HMAIN KAD AFFEDH FUNC 3050

e) On constate que c'est seulement dans le premier cas que la répartition du critere de
provenance est significativement différente selon que I'on se place dans la production des
1000 piéces ou parmi les pieces défectueuses.

Production de 10000 piéces
En augmentant le nombre de simulations de la production, fap doit converger vers P(ALD).
Voici un exemple de 10 simulations de productions de 1000 piéces :

Simula- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 moyenne
tions =
fap avec| 0,77 0,83 0,93 0,84 0,81 0,85 0,83 0,78 0,79 0,84 ,830
g=0,10
et r=0,03
fap avec| 0,60 0,58 0,56 0,64 0,56 0,62 0,58 0,51 0,54 0,69 ,590
g=0,10
et r=0,10

On estime donc que la probabilité qu'une piece défectueuse provienne de A est de I'ordre de
0,83 lorsque g=0,10 et r=0,03 et de I'ordre de 0,59 lorsque q=r=0,10.
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Etude probabiliste

a) P(A) = 0,60 ; P(AnD) = 0,60 x 0,10 = 0,06 d'apres l'arbre 1 et P(D) = P(AnD) + P(BnD)
(cas disjoints) d'ou P(D) = 0,06 + 0,40x0,03 = 0,072.

Sur l'arbre 2, les données sont P(D) = 0,072 et P(AnD) = 0,06, on en déduit que la
probabilité figurant sur la branche menant de D a A est 0,06 +~ 0,072 = 0,83.

On a ainsi P(A/D) = 0,83, résultat approximativement égal a celui donné par les fréquences
conditionnelles simulées.

b) P(A) = 0,60 ; P(AnD) = 0,60 x 0,10 = 0,06 d'apres l'arbre 1 et P(D) = P(AnD) + P(BnD)
(cas disjoints) d'ou P(D) = 0,06 + 0,40x0,10 = 0,10.

Sur l'arbre 2, les données sont P(D) = 0,10 et P(AnD) = 0,06, on en déduit que la probabilité
figurant sur la branche menant de D a A est 0,06 + 0,10 = 0,60.

On a ainsi P(A/D) = 0,60 , résultat approximativement égal a celui donné par les fréquences
conditionnelles simulées.

Dans ce cas, on constate que P(A/D) = 0,60 = P(A), il y a indépendance des événements A
et D.

5 — DES EXERCICES DE CONDITIONNEMENT "A CONTEXTE"

Les deux exercices suivants completent I'offre aesmuels scolaires, en insistant sur
l'importance des probabilités conditionnelles dates questions de société (quand
I'argumentation scientifique s'immisce dans le t@balic).
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XH@@NNEMENT
ALERTE A THREE MILE ISLAND

Dans les années 1980, une importante catastroptiéaime se produisit dans la centrale
américaine dd hree Mile IslandDifférents voyants et indicateurs du tableau olel lne la
salle de contrdle avaient pourtant alerté d'uneseaimportante du niveau d'eau dans le
réacteur. Mais dans les mois précédents, plusfausses alarmes s'étaient produites, de
sorte que l'opérateur ne pris pas au serieuxtéadgrn était réelle, et tarda a réagir.

On suppose que s'il y a danger, l'alerte est doanée 99 % de certitude. S'il n'y a pas
danger, l'alarme peut se déclencher (voyant défagtpar exemple, faux contact dans le
tableau de commande...) et donner lieu a une falesge avec la probabilité 0,005.

La probabilité pour qu'un jour tiré au hasard, angkr se présente est 0,001.

Pour un jour au hasard, on ndel'‘événement "un danger se présenteA éévénement
“l'alarme se déclenche".

Le systéme de contrdle déclenche une alerte.
Quelle est la probabilité que ce soit une fausseeaf

Dans le journal'Express semaine du®au 7 mars 2001,
I'ancien ministreClaude Allegrecrivait :

"Prenons pour exemple une maladie rare qui atteint,
disons 1 individu sur 10000 (ce peut étre la madaitk |la
vache folle). On met au point un test pour détestam
individu est infecté par la maladie. Ce test domtes
résultats fiables dans 99,9 % des cas. C'est dgmgoai

un excellent test. Supposons a présent qu'on pietig
test sur un individu pris au hasard et que ce st
positif. Quelle est la probabilité que l'individinai testé
soit effectivement infecté ? Le calcul des prolisil
nous répond sans heésiter 10 % (9 % exactement).
Autrement dit, alors que le test est positif, iundu a 90 W«
% d'étre sain ! "

1) L'affirmation ci-dessus est-elle exacte ? Pauimdividu tiré au hasard, on notera :

M I'événement : "l'individu est malade" ;Tet I'événement : "l'individu a été testé positif".
2) Dans son articleC. Allegre poursuit :"Si on applique un tel test, excellent mais
imparfait, pour dépister la maladie de la vacheldobt qu'on abatte les vaches testées
positives, on va déclencher un massacre bovin gégséyruineux et inutile."

Sur un cheptel de 10000 vaches, combien de tesisfppeut-on s'attendre a obtenir ?
Commenter I'expressiomassacre bovin généralisEst-il "raisonnable” d'appliquer ici le
"principe de précaution" ?

2 D'aprés un article d8érard Kuntz Repéres-IREM octobre 2001.
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3) Lorsque I'on sait que le test est positif, pambien la probabilité d'étre malade est-elle

multipliee ?

4) On désigne maintenant pata probabilité qu'un individu soit malade.

a) Exprimer, en fonction dp, la probabilité conditionnellé®r.(M) , nommée "valeur
prédictive" du test.

b) Pour quelle valeur dela valeur prédictive du test dépasse-t-elle 50 % ?

Eléments de solution

1- ALERTE A THREE MILE ISLAND

On note D I'événement : "il y a danger". 093~ A
On note A I'événement : "l'alerte se déclenche”. D
Les données sont résumées sur l'arbre suivant : 0,00 0,0~ NA
0,00

0,99 A
On cherche PA(ND). ND NA
ona PyND) = PAN ND) _ 0,999x 0,005 0,995

A P(A) 0,999x% 0,005+ 0,001x 099"

Soit PA(ND) = 0,83. Ainsi, en cas d'alerte, on a 83 % de chances qu'il s'agisse d'une fausse
alerte.

2 - VACHE FOLLE

1) Les données sont résumeées sur l'arbre suivant : 0,999 T+
M
0,00 0,0 T-
0,00 T+
0,99
NM T
On cherche Pr.(M). 0,999

_P(M+nM) _ 0,0001x 0,999
Ona (M) = =55 = 5,9999% 0,001+ 0,0001x 0,999"
Soit P.(M) = 0,0908. L'ancien ministre a donc raison.
2) On peut estimer le nombre de vaches testées positives a :

10000 x P(T+) = 10,998. On ne peut guere parler d'hécatombe pour 11 vaches, le principe
de précaution est économiguement envisageable.

3) On cherche k tel que Pr.(M) =k x P(M) d'ou k =

0,0908 . _ ) )
10,0001 soit 908 fois plus de "chances
d'étre malade.

4) a) On a cette fois : Ry, (M) = P(T+nM) _ 0% 0,999

BT+~ (1- p)x 0001+ px 0,099’ st a dire

_ 0,999p
Fr+M) = 0,001+ 0,998p "
b) La valeur prédictive du test dépasse 50 % lorsque le taux d'infection p dépasse 0,1 %.
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Séance 5 :
TEST D’ADEQUATION -

LOIS CONTINUES
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| — ADEQUATION A UN MODELE ET TEST STATISTIQUE

Il'y a deux débouchés "naturels" a I'étude statistides fluctuations d'échantillonnage.

» Le premier est celui deebtimation envisagé dans le théme "sondages" du programme
de seconde. Dans ce cas, on n'a aucun a prioriasfrequence p a estimer sur la
population. On construira alors une "fourchettesdadage"” (ou intervalle de confiance),

généralemententrée sur la fréequence f calculée sur I'échbontil

» La seconde situation ou I'étude de la variabdiéé fréquences d'échantillon trouve une
application est celle desests statistiques
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Dans bien des situations en effet, on a une iq@®#d de la valeurpy que devrait avoir la
fréquencep sur la population. Si I'on se demande si un déegté, on cherche a savoir si
la fréquencep de sortie du 6 est égale@ =1/6. Dans le cas d'un contrdle de qualité, il
existe sans doute une norme, ou un seuil de réitdalmui fait qu'on s'interroge si la
proportion p de piéces défectueuses dans la production esteinfé a po = 0,10 (par
exemple). Dans ce cas, on construit, avant I'egpée, une "zone d'acceptation” fixée
autour depy.

De facon générale il s'agit du probléme de I'adéguua’une distribution théorique (une loi
de probabilité modélisant une situation) a uneiistion empirique.

1 - EXEMPLES D'ADEQUATION A UNE LOI EQUIREPARTIE

Les programmes de terminale S et terminale ES cdemio une initiation a la
"problématique" des tests d'hypothése.

"Etude d'un exemple traitant de l'adéquation de rdms expérimentales a une |oi
équirépartie.”

"L'éléve devra étre capable de poser le problémeéadiéquation a une loi équirépartie et
de se reporter a des résultats de simulation gluofournit.

Le vocabulaire des tes{(sest d'hypothése, hypothese nulle, risque de dgpécepst hors
programme”

Programme de TS et TES 2002.

Le document d'accompagnement précise cependant :

"L'enjeu est de comprendre sur quoi porte le risfeéuser a tort le modéle) et que plus le

risque est petit, plus on aura tendance a accdpterodéle de I'équiprobabilité.”

Document d'accompagnement du programme de TS e20E2S

On verra plus loin le sens de ce rectificatif.

Le TP ELEVE EN TERMINALE| suivant peut constituer une introduction expériratent
au theme de l'adéquation, que I'on lie a I'obsenvates fluctuations d'échantillonnage.
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A7 Prag,
¢\x‘> X /r//
g @
= I “CYEUR STATISTIQUE DE TRICHEURS
STNTISTIONES
St X{_ijrée‘!de‘n’érale, pour détecter une piéce ou umudfue, est d'étudier d'abord les fluctuations
d'échantillonnage d'une piece ou d'un dé équililwé,facon a connaitre le comportement
statistique "normal” lorsqu'il n'y a pas de truqueag

A—-LAPIECE EST-ELLE TRUQUEE ?

ETUDE D'UNE PIECE NON TRUQUEE

Vous allez simuler 500 lancers d'une piece parfeetdg equilibrée, en
considérant qué vautpile etO vautface

En Al, entrer laformule =ENT(ALEA()+0,5) puisrecopier vers le
basjusqu'enA500 (cliquer en A1, approcher le pointeur de la sodus
coin inférieur droit, lorsque celui-ci prend la fiee d'une croix noire,
enfoncer le bouton gauche et glisser vers le bsgujan A500 ou on
relache le bouton).

En A502 entrer laformule =SOMME(A1:A500)/500

Vous allez maintenant effectuer 100 simulations@e lancers de la piéce.
Sélectionnerla colonne A (pointeur sur le A de la téte de nak), puisrecopier vers la
droite (glisser avec le pointeur en croix noire) jusquafb02.

On consideére l'intervalleé = [0,5 —L, 0,5 +—1_ soit environ [0,455 : 0,545].
05~ oo ©°* oo’ | ]

En A504 compter combien de simulations de 500 lancers dunmee frequence de pile
comprise dans l'intervallé en entrant [dormule :

=NB.SI(A502:CV502;">=0,455") — NB.SI(A502:CV502;"€545")

En A505 taper "% dans I".

[] Compléter la feuille réponse.

DETECTER UNE PIECE TRUQUEE PAR LA STATISTIQUE

On a observé que sur 500 lancers d'une piéce nquée, on a
plus de 95% de chances d'observer une fréquenceilele
comprise entre 0,454 et 0,545.

On décide d'accepter comme non truquées les pigues
aprés500lancers, donnent une fréquence d'apparition de pile
entre0,454et 0,545.

Cliquer sur 'ongleFeuil2.

EnALl entrer laformule =ENT(ALEA()+0,5)

En A2 entrer laformule =ENT(ALEA()+0,5)

En A3 entrer laformule =0,5+(-1)"A1*0,06*A2

Faire plusieurs foiE9 et observer le contenu de la cellule A3.

EnB1 entrer laformule =ENT(ALEA()+A$3) puisrecopier vers le bagisqu'enB500,
EnB502entrer laformule =SOMME(B1:B500)/500

Remonter e\5 pour entrer ldormule =ET(B502>=0,454;B502<=0,545)

[1 Compléter la feuille réponse.

VOTRE DETECTEUR DE TRICHEURS EST-IL FIABLE ?
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En A6 entrer undormule indiquant si le test fournit une décision correcte
=OU(ET(A3=0,5;A5=VRAI);ET(A3<>0,5;A5=FAUX))

Pour effectuer 100 testselectionneres cellules d&1 aB102 puisrecopier vers la droite

jusqu'enGR502

Remonter ePA6 pour entrer unéormule comptant le nombre de tests fournissant une
décision fausse =NB.SI(A6:GR6;FAUX)

[1 Compléter la feuille réponse.

— DETECTER UN DE PIPE

COMPARAISON DE CHAQUE FREQUENCE A L'INTERVALLE

D'ECHANTILLONNAGE

On estime que pour un dé parfaitement equilibréélguence de sortie d'une face donnée
doit, sur 500 Iancers fluctuer dans plus de 95%o0cds, dans l'intervalle :

1, ], soit environ [0,12 ; 0,21].

5~ oo’ 6 " Jo00)”

Cliquer sur l'ongleEeuil3.

EnALl écrire : dé pipé.

En Bl entrer la formule

=ENT(ALEA()+0,5

Suivant que la cellule Bl
vaut O ou 1, le dé ne sera p3g
ou sera, pipé.

En Cl1 entrer la formule
=SI(B1=1;"PIPE";"NORMAL")
EnA2 écrire :

n° pipé si 1.

En B2 entrer uneformule choisissant aléatoirement la face pipée lorsquevit 1 :

=ENT(1+6*ALEA())

EnE1 entrer laformule : =ENT(ALEA()+0,06)

EnF1 entrer undormule permettant de simuler le lancer d'un dé éventuelid pipé :

=(1-B$1)*(ENT(1+6*ALEA()))+B$1*(E1*B$2+(1-E1)*ENT(6*ALEA()))
Sélectionnerles cellules E1 et F1 puiscopier vers le bagisqu'en500.
En A4 écrire : faces. DA5 aAl10 entrer les chiffres de 1 a 6.

EnB4 écrire : frég obs.

Sélectionnerles cellules dB5 aB10 puis taper, sans valider,farmule :

=FREQUENCE(F1:F500;A5:A10) et valider appuyant simultanémen$ur les touches
2]

CTRL+SHIFT+ENTREE.

En C4 écrire : minRecopierdeC5 aC10la valeur 0,12.
En D4 écrire : maxRecopierdeD5 aD10 la valeur 0,21.
Selectionnerles cellules deB5 a D10 puis cliquer sur 2

I'icone dAssistant graphique

A l'étape % choisi€ourbespuis cliquer suferminer.

En cliquant dessus avec le bouton droit de la SDL ? e

effacer la |égende.

‘D Compléter la feuille répons‘e.

ETUDE DE L'ECART

ENTRE

LA

Assistant Graphique - Etape 1 su

r 4 - Type de Graphigue

ouFsier

uuuuuuu

E@|ﬂvﬂv%2%ﬂ@?JlUv
F1 =] =| =(1-B§1 ) (ENT(1 +5*ALEAQ RS2 +(1-E1 FENT(1 +5*ALEAD)
A | B | — - T—E F G |
[ [dé pipé 0 ‘ Assistant graphique ’ 0 1
2 |n°pipe si 4 0 5
| 3 | 1] ]
| 4 |faces frég obs min max 0 a
| 5 | 1 0,178 012 0,21 0 2
| B | 2 017 012 021 1] 2
| 7 | 3 017 012 021 1 3
| 8 | 4 0172 012 0,21 0 3
ER 5 0,132 012 021 0 3
| 10| ] 0,18 012 021 1] B
1 1 3
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DISTRIBUTION OBSERVEE ET LA DISTRIBUTION THEORIQUE

a) Etude d'un dé équilibré

On lance 500 fois un dé et on note les fréquerfcele sortie de chaque face. Il s'agit de
comparer la distribution observée de ces fréquericda loi équirépartie théorique

correspondant a un dé non truque.

Face du dé

Fréquence observée sy
500 lancers

"Fréquence théoriqu

1

f;

1/6

f2

1/6

f3

1/6

fs

1/6

fs

1/6

OO W[IN

fo

1/6

Si le dé est parfaitement équilibré I'écart entte deux colonnes des fréquences devrait

étre assez faible, aux fluctuations d'échantillgenares, correspondant a 500 lancers.
Pour mesurer cécart, on va considérer le carré de la "distance" habéwen géométrie :

e=(fi-1)?+ (- +(f-L1 +(f -1+ (f5- 1)+ (f-1)%

Pour étudier comment fluctue
cet écarte lorsque le dé est
normal, on a effectué deu;
séries de 100 simulations d
500 lancers d'un dé équilibré

Les graphiques ci-contre
indiquent (en ordonnée) le
valeurs dee obtenues pour
chacune des 100 simulatior
de 500 lancers.

[] Compléter la feuille
réponse.
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[ ] [ ]
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- - T . . -
[ ]
[ ] - s 8"
0,002 o = !_T._.!- . —
. - - g, " -
0,001 oty e =%t o -t
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b) Détection d'un dé truqué

Au vu des observations précédentes, on prendregla suivante, pour décider qu'un dé
est, ou non, pipé, selon I'écambserve :

Si e< 0,004, on déclare le dé eéquilibré.
Si e> 0,004, on déclare le dé pipé.
B =] =5I(B18>0 004,"PIPE","NORMAL")
;. A B © D
Vous allez expérimenter cette nouvel g pipes | 1 |p|pE | I
procédure. [ 2 |n° pipé si 1 6
. . 3
Sur la feuille de calcUteuil3, enBl12 entrer [ T o -
laformule 5 1 0,142 0,12 021
_ 7\ 5] 2 0,185 012 0,21
(85 1/6) 2 7 3 0,12 012 021
Recopier vers le bale contenu de la cellulq g 1 0,162 0,12 0,21
B12 jusqu'erB]_?. 9 ) 0,182 012 021
X oo _ 10 B 0,206 0,12 021
EnAl8écrire: e= 1|
EnB18 entrer laformule | 12| 0,00060844
— . E D,00045511
—SOI\/I,MI.E(BlZ.Bl7). N 14 000217778
EnC18écrire : considéré | 15 | 2,1778E08
EnD18 entrer laformule = et
=SI(B18>0,004;"PIPE";"NORMAL") (18] == 0,00504533 considére  [EIPE |
19

[1 Compléter la feuille réponse.
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[0 FEUILLE REPONSE

A—- LA PIECE EST-ELLE TRUQUEE ?

ETUDE D'UNE PIECE NON TRUQUEE
Pourquoi la formule =ENT(ALEA()+0,5) permet-elle dimnuler le lancer d'une piéce non
L0 U= U

En appuyant sur la touche F9 , faites de nouvsllaslations de 500 lancers et compléter
le tableau :

Simulation n° 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pourcentage des fréquences
sur 500 lancers compriseg
entre 0,455 et 0,545

DETECTER UNE PIECE TRUQUEE PAR LA STATISTIQUE

Montrer que la formule de la cellule A3 affiche Igsultats 0,5 ; 0,56 et 0,44 avec les
probabilités respectives 0,5 ; 0,25 et 0,25.

Il'y a quatre situations possibles :

Décision Piece Piece
Réalité non truquée truguée
Piece ERREUR
non truquée
Piece
. ERREUR
truquée
A ] 8 ] A ] 8 ] A | B | A ] 8 ]
1 0 0 1 0 0 | 1 ! 0 1 0 1
2 | 1 0 2 | i 1 2 ] 0 2 | i 1
3 0561 1 3 05l 0 3 044 0 3 05l 1
[+ o [ o A E—. D 0
|5 vRA 1 |5 vRA 1 |51 FAUX g | 8| FAX D

Relier par une fleche chacune des observationessus a la case correspondante.
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VOTRE DETECTEUR DE TRICHEURS EST-IL FIABLE ?

Indiquer, pour 5 simulations, combien, sur 100stesht conduit & prendre une mauvaise
décision :

Simulation n°
Nombre de tests (sur 10(
conduisant a une décision

fausse

~

COMMENEIEZ VOS TESUIAES & ..o e

B - DETECTER UN DE PIPE

COMPARAISON DE CHAQUE FREQUENCE A L'INTERVALLE
D'ECHANTILLONNAGE

Que signifie le contenu de [a Cellule C 1 72 e
Selon quelle procédure peut-on détecter, au vufrdéesiences observées des sorties de
chaque face sur 500 lancers, qu'un dé est pipé ?

Effectuer plusieurs fois F9.
Les erreurs de décision sont-elles fréquentes ?

ETUDE DE L'ECART ENTRE LA DISTRIBUTION OBSERVEE ET LA
DISTRIBUTION THEORIQUE

a) Etude d'un dé équilibré
Pour chacun des deux graphiques, indiquer le potage des simulations de 500 lancers
pour lesquels I'écant est strictement supérieur a 0,004 (dé equilibre)

Graphique n°l n° 2
Pourcentage des cas ou, ur
500 lancers d'un dé équilibré,
on ae > 0,004
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On étudie un dé dont on ignore s'il est, ou namué. On observe pour 500 lancers de ce
dé un écarte > 0,004. Peut-on suspecter ce dé d'étre truquaijioi ?

b) Détection d'un dé truqué
Quel genre d'erreurs peut amener cette proceduwtédaision ?

Effectuer plusieurs fois F9.
Les erreurs de décision sont-elles fréquentes ?
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Corrigé du TP
"DETECTEUR STATISTIQUE DE TRICHEURS"

A - LA PIECE EST-ELLE TRUQUEE ?

ETUDE D'UNE PIECE NON TRUQUEE

L'instruction =ENT(ALEA()+0,5) permet de simuler le lancer d'une piece non truguée
puisque ALEA()+0,5 fournit un nombre aléatoire entre 0,5 et 1,5 de facon équidistribuée dont
la partie entiére a une chance sur 2 d'étre 0 ou 1.

Le contenu de la cellule A502 représente la fréquence des "pile" sur 500 lancers simulés.

IDEEA2RY (LRI o -c- @z s8R s 7|[=[€ws A
A504 =] =| =MEB. SI(4502: CVE02,">=0 455")-NB. SI{AG02: CWE02,"<=0 545)")

A | 8 [ ¢ [ o [ E [ F [ & [ H [ 1T ]
1500 0 0 1 1 1 0 0 0 0
501
1502 | 0472 047 0 496 0516 0,485 0,48 0478 0,456 0,542
503
a04 S71% dans |

On observe que plus de 95% des simulations fournissent une fréquence de "pile” sur 500
lancers comprise dans lintervalle [0,455 ; 0,545].

DETECTER UNE PIECE TRUQUEE PAR LA STATISTIQUE

Montrons que l'instruction de la cellule A3 fournit les résultats 0,5 ; 0,56 et 0,44 avec les
probabilités respectives 0,5 ; 0,25 et 0,25 :

La cellule A2 contient la valeur O dans 50% des cas, A3 vaut alors 0,5.

Dans les cas ou A2 vaut 1, Al vaut O dans 50% des cas et A3 vaut alors 0,5 + 0,06 = 0,56,
et lorsque Al vaut 1, A3 vaut 0,5 - 0,06 = 0,44.

VOTRE DETECTEUR DE TRICHEURS EST-IL FIABLE ?

AD =] =| =B, SI{AG: GRE; FAUX)
A [ 8 [ ¢ [ o | e | F | & | H [ 1 |

1] i 1 1 1 i i 1 D 1
| 2 | 1 1 1 1 i 1 1 i 0
E 0,56 1 0,44 i 05 1 0,44 i 05
| 4] 1 1 i 1
|8 Faux 1 WRAl 0| wRal 1] FAUX 1 wRAI
B wRal o Faux 1] WRAJ 0| wRAl o wRal

7 1 D D 1

8 171 1 1 i 1

a n 1 n 1

Indiguons, pour 5 simulations, combien, sur 100 tests, ont conduit & prendre une mauvaise
décision : 17% ; 10% ; 12% ; 18% ; 6%.
Le pourcentage d'erreurs observées de l'ordre de 15% reste raisonnable.
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B — DETECTER UN DE PIPE

COMPARAISON DE CHAQUE FREQUENCE A L'INTERVALLE D'EC HANTILLONNAGE

La procédure de test consiste a déclarer pipé un dé pour lequel on observe, sur 500 lancers,
une fréquence de sortie, pour l'une des faces, en dehors de l'intervalle [0,12 ; 0,21].

On observe trés rarement I'erreur consistant a estimer a tort qu'un dé est pipé. En revanche
I'erreur consistant a estimer normal un dé pipé est plus fréquente.

0,25
0,23
0,21 e 7 2= s h—
0,19 -
0,17
0,15 -
0,13 -
0,11 1
0,09
0,07 1
0,05

On peut imaginer déplacer les barres horizontales, mais on diminue alors un risque d'erreur
pour augmenter l'autre...

ETUDE D'UNE "DISTANCE" ENTRE LES DISTRIBUTIONS OBSE RVEE ET THEORIQUE

a) Etude d'un dé équilibré

Sur 100 simulations de 500 lancers d'un dé équilibré, on observe 3% des cas ou e > 0,004
sur le premier graphique, et 6% sur le second.

Si, pour un dé inconnu, on observe un écart e tel que e > 0,004, il s'agit d'un cas rare pour
un dé équilibré, il est donc raisonnable de suspecter ce dé d'étre pipé.

b) Détection d'un dé truqué
Remargues analogues a celles du "test" précédent.

[EENTRE NOUS.. |

Le second test pratiqué est un embryon de test du khi deux . Celui-ci présente plusieurs
avantages sur le premier test (comparaison a l'intervalle de fluctuation).

* Le premier est que la loi de I'écart e, sous I'hypothése d'équidistribution, est connue. Ce qui
permet d'évaluer facilement I'erreur consistant a déclarer pipé un dé qui, en fait, est équilibré
(erreur dite de premiere espece). En effet la distribution du khi 2 a 5 degrés de liberté montre
gue l'écart e est, dans le cas d'un dé équilibré, supérieur a 0,00369 dans seulement 5% des
cas (pour pouvoir utiliser cette loi il faut que le nombre des observations de sortie de chaque
face soit suffisamment important, ce qui est le cas sur 500 lancers). On montre que la

(NFi-g)°

6
variable aléatoire T=Z _GHZ(Fi —%)2 suit approximativement, pour n assez
i=1 - i=

6
grand, une loi indépendante de n dite loi du khi-deux a 5 degrés de liberté. La table de cette

loi donne alors P( T < 11,07) = 0,95 d'ou la valeur 0001369::é>:<|'5(3)7c qgue l'écart e ne

dépasse que dans 5% des cas, lorsque le dé est équilibré.
» Le second avantage (assez décisif) est que I'on montre que, pour n, taille de I'échantillon,
assez grand, la loi de I'écart entre effectifs observés (ici les nf; ) et théoriques (ici n/6) ne




194

dépend pas de n (ici, loi du khi 2 a 5 degrés de libertés), alors que la premiére procédure est
étroitement liée a la taille de I'échantillon utilise.

Voir, plus loin, davantage de détails sur le test du khi-deux.

D18 | =| =SI(B15>0,004;"PIPE";"NORMAL™
A | B [ ¢ [T o [ E [ F T 6 [ H ] |
|1 [dé pipé 1 FIPE
| 2 [n® pipé sil 1 095
S .
4 faces frég obs min max 023
5 1 021 012 021 '
E 2 0,162 0,12 021 0,21 \
7 3 0,154 0,12 021
g8 4 0,162 0,12 021 0,13
E] 5 0,172 0,12 0,21 \
B 014 012 021 017

—_ =
— >

015 \/’?\

12 ] 0,00187778 e
13| 2 177BE05 0.13
14| 0,00016044
| 15 | 2 1778E08 on

16 2 B444E-05
17| 000071111 0.02

18] - - 0,00262133 considére  [NORMAL 1

19 '

% 0.05 . . . . .
B 1 2 3 4 5 B
23

Sur cette image, on observe, pour la seconde procédure (on a e < 0,004), une erreur dite "de
seconde espéce” : le dé est déclaré "normal" alors qu'en fait il est pipé (sur la face 1 dont la
fréquence de sortie est un peu suspecte).

Documents Excel téléchargeables

Deux documents de travail du groupe Inter-IREM tlgsées Technologiques, sur le
theme de I'adéquation a une loi équirépartie (fariecel), sont téléchargeables sur le site
de 'IREM Paris-Nord a I'adresse :

http://www-irem.univ-paris13.fr/dossierLycee/Pour%20illustrer.htm
Auteur :Christian Kern ; Lycée Alain (Alencon) ; IREM de Caen ; cn.kern@wadoo.fr
DESCRIPTION SOMMAIRE (contacter I'auteur, si nécease, pour plus de détails) :

SUJET FICHIER
ADEQUATION A UNE LOI EQUIREPARTIE

Adéquation a une loi Adéquation d'un dé
Simulation de séries de lancers d'un dé équilibré (taille et nombre de séries définis par

l'utilisateur)

Calcul des 1000d? = 1000[(f+-1/6)? +.....+ (fs-1/6)?] ou fiest la fréquence observée de la face i.
Résumés numériques des observations et représentations graphiques (histogramme et boite a
moustaches)

Courbe de densité et boite 8 moustaches théoriques optionnelles.

Equilibre d'un dé Equilibre d'un dé
Activité ou l'utilisateur doit décider si un dé, choisi par l'ordinateur, est pipé ou équilibré en
comparant expériences et théorie.

L'utilisateur définit la taille et le nombre de séries de lancers ainsi que le seuil auquel il choisit de
tester.

Affichage du pourcentage d'inégalités « 1000d? expérimental < 1000d? théoriques » vraies.
Affichage optionnel de la nature du dé.
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2 — LES ENJEUX D'UN TEST STATISTIQUE : UN EXEMPLE D ANS
LE CADRE BINOMIAL

Reperes historiques

Un test statistique s'inscrit dans une procéducisidnelle particuliére, et qui ne va pas
de soi.

J. NEYMAN l ;
C'estJerzy NEYMAN (1894-1981) ettgon PEARSON (1895-1980, fils de Karl) qui
proposent veré930une démarche de décision universellement admise.
lls ont remarqué que, dans la plupart des situatles deux hypothéses "alternatives"

Ho et H;, ne sont pas symétriquesll y en une dont le rejet, lorsqu'elle est vraieyt avoir

de graves conséquences, ou bien, une des deuxhbgpstest privilégiée comme issue
d'une théorie en vigueur, bien établie. La thédes tests statistiques se présente donc
comme un probléme de choix entre deux décisionsilpes : accepter ou refuser
I'hypothése privilégiée #

De l'importance de cette procédure — étude des manu  els scolaires
Certes, le programme officiel est clair :

"Le vocabulaire des test@est d'hypothése, hypothése nulle, risque de éspecekest
hors programme"

Cependant, la notion de "risque" est au centre ate problématique, et l'ignorer peut
conduire a des contre-sens.

Les manuels scolaires de terminale S ou ES saninégaux sur ce theme.
Certains l'oublient complétement ou presque (cttiadMath'x TS éditionsDidier 2002
par exemple), d'autres sont parfois maladroits tefegmulation.
Par exemple, dans la collectiomdice (TS —Bordas2002), on lit page 236, dans la partie
"cours” (il n‘est pas sar qu'il faille faire un tos" la dessus ! ) :
"Soit une épreuve conduisant aux iSSUESA ..., &
Expérimentalement, si on répéte n fois cette éprénw 100) [on se demande pourquoi
100] , on obtient les fréquences, fi, ..., § pour chacune des issues. Pour vérifier
I'adéquation de ces données a la loi équirépartie{a, &, ..., &}, on calcule le nombre

q 2
d2 = Z( fl - %j .

i=1
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La réalisation d'un grand nombre de simulations ad#te épreuvdou plutét de ces
épreuves, realisées sous I'nypothése d'équirépartt ce n'est pas digonduit pour la
variable d? & une série statistique de neuviéme décile D

e Si d? <Dy, alors on dira que les données sont compatibles & modéle de la loi
uniforme au seuil de risque 10%.

» Sid?> Dy, on dira que les données ne sont pas compativles ce modéle au seuil de
risque 10%."

Bravo a I'éleve qui, du premier coup, comprenduts qn parle.

NotonsHy I'hypothese d'équirépartition. Il faut bien stredjue les simulations sont faites
sous I'hypothesk.

Gagne-t-on en clarté en parlant de "neuviéme déeil@isons plutét que, sous I'hypothése
d'équirépartition, 90 % des simulations de m&preuves donnent une valelLf inférieure

a Dy (pour reprendre les mémes notations).

Quant aux affirmations concernant le "risque", sdal seconde est exacte. A savoir que
I'on rejetteHy avec un "risque” de 10 % (car dans ce cas, lguesest de rejeter a tort
I'hypothése d'équirépartition parce qde’ est jugé trop grand, ce qui se produit,
statistiguement, d'apres les simulations, dans 1886 cas, sous [|'hypothedd,
d'équirépartition).

En revanche, lorsque I'on acceptg(c'est a direl > <Dy), le "risque” est alors d'accepter
l'équirépartition & tort, risque qui n'a aucunesoai d'étre de 10 % (et qui peut étre
difficilement évaluable) !

Conclusion : c'est plutét risqué de parler du rescalors qu'il y en a deux (premiére et
seconde espéce) et qu'on ne les a pas définis.

Méme genre de confusion dans le manuel de TS ctiolteFractale, éditeurBordas2002.
On lit, dans I'exercice proposé page 349 'affirmation du propriétaire peut-elle étre
acceptée avec un risque d'erreur de 10 '%lpossible de répondre. Une astuce consiste
a rédiger la question sous la forme "au seuil d&10

D'autres manuels sont plus rigoureux au niveau'edg@riession, comméransmathou
HyperbolechezNathan

L'ouvrage de TS paru cheBréal fait un lien intéressant entre fluctuations
d'échantillonnage au pile ou face (plus de 95%fidepiencesf observées se situent dans

2
I'intervalle %iﬁ ) et fluctuations de la distance au carrg(( fi —%)zs% dans plus de
95% des cas). Dommage que dans le cadre de l'dddguan y parle régulierement de
"niveau de confiance", expression d'ordinaire e I'estimation (il faudrait parler de
seuil ou de seuil de risque).

Enfin, Terracherfait une tres bonne présentation du test du kbkdpage 314/315 de son
manuel de TS. C'est trés pédagogique et accessillé&léves. Dommage que ce ne soit
pas au programme.
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Le TP qui suit a pour objectif, tout en travaillasur la loi binomiale (au programme en
TS), de faire prendre conscience des enjeux dairstatistique. Les notions de risque sont
en effet essentielles et constitutives de celleede On peut les faire comprendre sans pour
autant entrer dans une étude systématique.

On se place dans un cas simple (test d'une fréquiats un cadre binomial), sur un sujet
sensible (la réussite a un examen) ou les différenjeux (risques) ont une signification
claire. Les éléves sont intéressés, et motivétepamntexte.

Il s'agit de faire comprendre les éléments esderdigvants :
» La construction du testdoit se faireavant la prise d'échantillon. Elle doit faire
l'objet d'unprotocole sur lequel se mettent d'accord les deux partipréasence (ici
professeurs et éleves, dans les relations comnesciendeur et acheteur...).
» Leserreurs sont inévitables. Elles sont deux typeset leschoix effectués pour la
construction du test correspondent acompromisentre la maitrise des risques et la
taille n de I'échantillon (colt du contr6le). L'erreur d€ éspéce étant la plus facile a
maitriser, c'est sur elle, et I'nypothésg Hue sera construit le test. Cela conduit a
privilégier Hy : les deux hypothéses ne jouent donc pas unydiétsque.

Il met en évidence les différentégmpes d'un testdont le plan est :
1. Construction du test
a - Choix des hypothesésd, et H..
b - Calcul, sous I'hypothése H de la région critique au seui&r (ou de
la zone d'acceptation).
c - Enoncé de la regle de décision
2. Utilisation du test: prélevement d'un échantillon et prise de dégisio
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LOI BINOMIALE ET TEST

Dans un lycée syldave, les professeurs, exaspéaréle pnanque de travail d'une partie des
éleves, décident d'établir un examen a la fin damper trimestre pour renvoyer les éleves
n‘ayant fourni aucun travail (les mceurs syldaves assez rudes ...).

L'examen se présentera sous la forme d'un QCM dpi@&tions indépendantes.

A chaque question, trois réponses sont proposeéasude seule est exacte.

Un éleve n'ayant fourni aucun travail, répondrahasard et donc, correctement, avec une

probabilitéep = é a chaque question.

~

L'objectif des professeurs est de recaler ce t)/
d'éléve, avec une probabilité d'environ 95 %.
Pour cela il faut définir la barre d'acceptati
avant I'épreuve, de sorte que les élev
souscrivent au protocole ("régles du jeu") de
I'examen.

Etudiant : p = % ?

QCM:n=20
taux de bonne
réponsesf %

A - CONSTRUCTION DU TEST

Choix des hypotheses

On teste I'hypothése gH (appelée Hypothése null®), contre lhypothése

Wik

p:

alternative H; : " p > é

L'hypothése nulle correspond a un éléve répondamiagard. L'hypothése alternative doit

"au contraire” correspondre a un éleve qui a thgévai

Pourquoi ne prend-on pas n=20etp=1/3
., 1, Kk P(X <=Kk)
p# 5 2 e ran e TP PR ;00030073 ++++eefrrrnrerrnaes
1 0,00330802
................................................................................................ R R R
Calcul de la zone d'acceptation de H ¢ 3 | 006044646
_ 4 0,15151086
On suppose quegest vraie : I'éleve répond au hasard. 5 0.29721389
On désigne paX la variable aléatoire qui, a chaque éleve 6 0:47934269
de ce type, associe le nombre de ses bonnes ré&panse 7 0.66147148
QCM. 8 0,80945113
Quelle est le loi deX (Justifier) ? ..o e T 090810423+ +--+frrerreeees
Y 8 19 T TR 0,96236343 -+ re{rerearrnenns
Y (R 1 1Y SR 0,9870RBF - --=-{renrennrnns
A l'aide de la table ci-contre, déterminer le noenlirde 12 0,99627543
bonnes réponses tel qu@(X < k) soit le plus proche 13 0,99912119
possible de 95 %. 14 0,99983263
....................................................................................... 15 0,99997492
16 0,99999715
17 0,99999977
18 0,99999999
19 1
20 1
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Quand le nombre de bonnes réponses est inférieegalak, on acceptera ¢

S'il est strictement supérieur & on supposera que I'éléve a travaillé et I'ontter H,
avec urrisquede rejet a tort dea = P(X > K).

Quel est, ici, [e rSqQUE ? ....coooeeeeeeeeeeeeee e

Sur le graphique suivant, indiquer la zone d'aatept et la zone de rejet de.H

02 Régle de décision
0,18 ~ N
Enoncer la regle de

0,16 L . . ;

- [ décisionde I'examen.
0,14 +
0,12 4
0,1 _—
ggi | B - UTILISATION
0:04 ] DU TEST ET
0,02 - ERREURS

0 e —
012 3 456 7 8 91011121314151617 1819 20 EXpérimentation

du test
Le programme suivant choisit aléatoirement unewatle p : avec une chance sur deux,

p= é ou p = 0,60 (cas d'un éleve ayant moyennement trayaillé

Puis, il simule le passage de I'examen et affiehadmbrex de réponses correctes ainsi
gue la valeur dep.

CASIO T182-83 T189 -92
1+3+Int(Ran# +.5)(.6-33) - PO |:1/3+int(rand+.5)(.6-1/3)» P :1/3+int(rand()+.5)(.6-1/3)» p
0 - XO 0- X 05 x
For 1-1To 200 :For(1,120) :Fori,120
Int(Ran# + P)+X- XO sint(rand+P)+X - X sint(rand()+p)+x- X
Next] :End :EndFor
X 4 :Disp X, P :Disp x, p
P

L'examen conduit-il toujours a une décision juste ?

Les erreurs

Décision Ho H, Il'y a quatre situations possibles.
Réalité acceptée acceptée Les erreurs de décisiorsont de
o deux types : "rejeter {Ha tort"
HQ 1—g ERREUR DH (erreur de premiere  espece
vraie ére correspondant au risque) ou
1""ESPECE " R "
B accepter kg a tort".
Hi
vraie SFIEBéE;PREE:E 1-p Relier chague dessin a la case qui
lui correspond dans le tableau.
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Etudiant qui n'a pas  Etudiant qui a Etudiant qui a

['examen

A

Etudiant qui n'a pas
travaillé et est recalétravaillé et est recalé travaillé et est recu a travaille et est recu a

['examen

L'erreur de 2 "% espéce

Un éléve se manifeste alors. Il est sérieux ebathaur, mais,

mal assuré, il perd souvent une partie de ses rsogen
I'examen. Il estime cependant sa probabilité de tdeondre

a une question ¢ = 0,6.
"C'est pas juste ! Bien gu'ayant une probabilité wmne

réponse de 60 %, j'ai une chance sur quatre di&calé !"
Vérifier I'affirmation de cet éleve, qui craint ol& victime

d'une erreur de"¥ espéce (utiliser la table ci-contre, de

valeurs cumulées de la IBi (20 ; 0,60) ).

Il faut avouer que ce n'est pas trés moral vissadd cet

éleve.

Pour diminuer le risque dé'® espéce,

I'éleve propose de baisser la barr
d'admission a 8 : si le nombrede
bonnes réponses est tel gue< 7,
I'éléve est recalé, si=> 8, 'éleve est

recu.

Quel est, dans ces conditions, le risfire 2°®espéce, pour

n=20 p =0,60
k P(X <= k)
0 1,09951E-08
1 3,40849E-07
2 5,04126E-06
3 4,7345E-05
4 0,000317031
5 0,001611525
. 6 0,006465875
T 7 0,021028927
8 0,056526367
9 0,127521246
10 0,244662797
11 0,404401275
12 0,584107062
13 0,749989328
14 0,874401027
e 15 0,949048047
16 0,984038837
17 0,096388528
18 0,999475951
19 0,999963438
20 1

UN €leve tel QUED = 0,60 2 ..o eeeren e e e e e — i —————————————————

0,2
0,18 | M
0,16 1 distribution
0,14 sous Hy []
0,12 1

0,1 -
0,08 1
0,06 1

0,04
0,02 H
o —/ |:|

distribution
sous H;

01 23 4546 7 8 9101112131415 161718 1920
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C - TEST DE 100 QUESTIONS

Les professeurs jugeant ce risque de premiere espacceptable, décident, pour diminuer
[ sans augmenter, de proposer un QCM de 100 questions.

Construction du test
* Choix des hypotheses :

On teste g * 2% Contrel—i:"p>%"_

 Calcul de la zone d'acceptation depHau seuilade 5 % :

On suppose quegst vraie p = % .

La variable aléatoirX qui, a chaque éléeve de ce type, associe le noddies bonnes

réponses au QCM, suit la IBi (100 ,é).

A l'aide de la table ci-contre, déterminer le noenbr
k de bonnes réponses tel qigX < k) soit le plus
proche possible de 95 %.

Simulation

Reprendre le programme précédent, en remplacant
20 par100

Comparer l'efficacité de ce Q.C.M. au précédent
(observer la fréquence des erreurs).

n=100etp=1/3

k P(X < k)

30 0,276553852

31 0,352519827
....... 32.uiiii)en....0.434420644......

33 0,518803305

34 0,601945044

35 0,680335826

36 0,751105282

37 0,812311298

38 0,863047864

39 0,90337693

40 0,934127842

41 0,95662851

42 0,97243255
....... g OEAOTONS
....... Al OO ANTE

45 0,994290629

46 0,996858719

47 0,998334005

48 0,999148486

49 0,999580659
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Corrigé des travaux dirigés

"INTRODUCTION AUX TESTS STATISTIQUES"

A — CONSTRUCTION DU TEST

O Le cas p < 1/3 n'est pas envisagé (que dire d'un éléve cherchant a répondre faux ?). La
forme de la région de rejet dépend de H; qui correspond uniquement a p > 1/3 (I'éleve ne
répond pas au hasard).

O Si Hy est vraie, on a p = 1/3. Répondre au Q.C.M. est alors la répétition de 20 expériences
aléatoires indépendantes, avec deux issues possibles (bonne réponse avec p = 1/3, ou
mauvaise réponse) et ou X associe le nombre de bonnes réponses. La variable aléatoire X
suit donc la loi binomiale B (20, 1/3).

Avec la table fournie, on constate que k = 10, avec P(X < 10) = 0,96.
Le risque a est donc a = 4%.
00 Régle de décision
Soit x le nombre de bonnes réponses au Q.C.M.,
» six <10 alors Hg est acceptée et I'éleve est RECALE,
e six =11 alors Hy est refusée et I'éléve est ADMIS.

B — UTILISATION DU TEST ET ERREURS

O La simulation permet de "vivre" les aléas du hasard, et d'observer les deux types d'erreurs.
[0 On observe deux types d'erreurs de décision.

L'erreur de premiére espéce correspond a I'éléve qui n'a pas travaillé et est recu a I'examen.
L'erreur de seconde espéce correspond a I'éleve qui a travaillé et est recalé.

O L'erreur de seconde espéce :

Si H; est vraie, on a p = 0,6 et la variable aléatoire X suit alors la loi binomiale B (20 ; 0,60).

On a alors P(X £10) = 0,24 et donc = 24 %.

0,2
0,18 | MM
0,16 1 distribution
0,14 - sous Hy []
0,12

0,1 1
0,08
0,06

0,04
0,02 H
0 —/ |:|

0123456 7 8 9101112131415161718 1920

distribution
sous H;

L'acceptation de H, étant fixée a x < 10, l'erreur de 1°° espéce (seuil) correspond aux
rectangles clairs 11, 12, 13 ..., de la distribution sous H,, et l'erreur de onde espece (pour
p = 0,6) aux rectangles foncés 10, 9,8, 7,6, 5 ...

En abaissant la barre d'admission & 8 (H, acceptée lorsque x < 7), on alors, d'aprés la table
de la loi B (20 ; 0,60), 5= 2 %.

Mais alors, d'aprés la table de la loi B (20 ; 1/3), @ =100 - 66 = 34 % !

C — TEST DE 100 QUESTIONS

La regle de décision du test de 100 questions, au seuil de 5 % est :

Soit x le nombre de bonnes réponses. Si x < 41, le candidat est recalé. Si x = 42, le candidat
est admis.
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3 — ADEQUATION A UN MODELE : L'EXEMPLE DU TEST DU K HI 2

C'est aKarl Pearson(1857 — 1936) que I'on doit le critére dn
khi-deux, permettant de juger de la qualité d'ajment d'une
distribution théorique a une distribution observ@eur cette
étude,Karl Pearsoneut recours a de nombreux lancers
pieces de monnaie ou de dés, effectués par lui-méese
eléeves ou ses proches. On ne disposait pas en&wxe
techniques de simulation...

LES PETITS POIS DE MENDEL

Paradoxalement, l'absence de variabilité peut étssi

suspecte que ses débordements et permet égalerae

détecter statistiquement des fraudes.

C'est ainsi que Ronald

Fisher examina les données expérimentales qui

permirent a&Gregor JohanrMendel(1822-1884) d'étayer

sa théorie de I'nérédité.

Dans la plupart des cas, les résultats expérimerdau

Mendelétaient étonnamment proches de ceux prévus par

sa théorieFisher montra queMende] sous I'hypothese

que sa théorie était exacte, et compte tenu de la

variabilité naturelle des expériences, ne pouvaseover

des résultats si proches des valeurs théoriquésyegu

une probabilité inférieure a 0,00004.

On peut ainsi raisonnablement penser blendelavait

truqué ses chiffres, ou du moins n'avait retenu lgee
expériences les plus favorables, pour mieux impeaer

théorie dans un environnement plutot hostile.

Voyons l'exemple des petits pois.

Types de petits pois| Proportions théoriguesLa théorie deMendel prévoit que le
9 croisement de petits pois jaunes et
1. Jaune rond P=76 ronds avec des petits poids verts et
3 anguleux donnera naissance a quatre
2. Jaune anguleux P, =— nouvelles  variétés, dans les
16 proportions ci-contre.
3. Vert rond P, -3 Mendela réalisé 556 observations sur
16 les résultats de ces croisements, et
4. Vert anguleux 0 _1 comparé ses observations aux valeurs
' 416 théoriques attendues.
Types de petits pois Effectifs observés Valeurstij@es
1. Jaune rond X3 = 315 t; = 312,75
2. Jaune anguleux X2 =101 t, = 104,25
3. Vert rond X3 = 108 t3 = 104,25
4. Vert anguleux X4 = 32 ty = 34,75
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Mendela-t-il eu de la chance ?

Bien sdr, sa théorie est un modele. D'abord
parce qu'on n'espere pas observer des
guarts de petits pois. Ensuite parce que le
hasard intervient et qu'une certaine

variabilité "naturelle” entre les
observations possibles est & prévoir. ‘
Pour évaluer cette variabilité, on peut faire

“tourner” le modele deMendel En

l'occurrence, il s'agit de faire tourner 556

fois la roue ci-contre, ou les différents

secteurs correspondent aux proportions

théoriques des quatre especes de petit pois.

On préférera sans doute recourir a une simulatiwar, exemple sur calculatrice,
l'instruction 1 + int(16*rand) , ou int correspba la partie entiére et rand au générateur
de nombres aléatoires dans ]0, 1[, fournit un eraiéatoire entre 1 et 16, de maniére
équirépartie. Il suffit ensuite de décider qu'endtret 9, il s'agit de lI'espece 1, qu'entre 10 et
12, il s'agit de l'espéce 2, etc.

Une simulation sur Excel fournit les résultats anig :

J@ Eichier Edition Affichage Insertion Format Cutils Connées Fepétre 7 =l
IDEE|&BR|o-c-|z & 8 e 2w -0 -6 7 |SE|€ WAL
F1 hd =| =SI(E1<10;1;51(E113;2; SI(E1 16,3, 410

& B C D [ E F G [ H [ g

1 type effectif théorigue t | effectif obzervé [x-t)2t g 1 J
2 1 32,75 321 02176255 11 2
3 2 104,25 89 2 23081535 16 4
4 3 104,25 108 0,13489209 5 1
5 4 34,75 38 0 30395653 15 3
| B | somme 556 556 15 3
| 7 | 2 1
| 5 | chi-deux obseré | 288729017 3 1
EN chi-deux Mendeal 047 o] 1

La colonne E contient les instructions =ENT(1+16E4()) puis la distinction des quatre
types de petits pois est faite dans la colonne &egra la fonction Si(test;valeur si
vrai;valeur si faux).

D'un point de vue probabiliste, on pourra introdu@s quatre variables aléatoirgs..., X4
qui, a chaque réalisation de 556 expériences imdigpdes, font respectivement
correspondre l'effectix; de chaque espéce de petit pois. Les variabletomtsaX; , sous
I'hypothése que le modéle 8kendelest le bon, suivent des lois binomiaBg556, p;),
pouri allant de 1 a 4.

Il faut décider d'un critere de qualité (ou d'addopn) des observations par rapport au

modeéle théorique. De fagon classique, on choisicait quadratique rédtif noté y2_ et

4 (x —1)2
valant y2, = Z¥
i=1 i

De grandes valeurs de’. rendraient le modéle déendelsuspect.

Les observations ddendelconduisent 3y, = 0,47. Est-ce bon, jusqu'a quel point ?

3 Lorsqu'il n'y a pas équidistribution théoriquécért absolu entre effectif obsemyét effectif théoriqué,
serait trop systématiquement plus faible sur lassds "rares" et plus élevé sur les classes théonEnt
"fréquentes”.
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La simulation montre qu'un résultat aussi bon (dbwpothése que le modéle est correct)
est assez rare.
- o L . : s 4 (X, -t)?
Pour étudier la variabilité de ce critére, intraaunis la variable aléatoife = Zt—
i=1

4
avec Z X, =556 (nestle nombre total de donnéestiet np est I'effectif théorique de

i=1
la classei ).
(Xi —np)2

np

suit approximativement une loi tabulée et connuesde nom déoi du x> a 3 degrés de
liberté (en effet la relation ci-dessus fait que la valdarxX, est déterminée des que les
valeurs dexy, X; et X3 sont connues), qui ne dépend pas.de
Sur Excel la fonction LOL.LKHIDEUX(valeur ; degrés de libertés) fournit la probabilité
P(T >t). Cette fonction (ou une table) permet alors @voiot: P(T > 0,47 = 0,925.

A titre d'illustration, la fonction de répartitidf(t) = P(T < t) pourT suivant la loi du khi-
deux a 3 degrés de liberté est représentée ciasso

Karl Pearsona démontré que, pour assez grand, la variable aIéatoTre:z

Fonction de répartition du chi-deux a 3 degrésde | iberté

0.9 -
0,8 - /"f

0,4 -

0,47

Mendelavait donc environ 7,5% de chances d'obtenir dsoss résultats. On veut bien

croire en cette chance, le probleme est qu'enrraed'indépendance des différentes sortes

d'expériencesrisher a pu additionner les différentg’,, et aboutir ainsi gy’ < 42, avec

84 degrés de liberté.
C'est la probabilité que cet évenement se prodpuisest de I'ordre de 0,00004.

E2 =] = =LOI KHIDEUX(AZ;84)
A [ B | C | D
t PT>=t Fi{=P(T==t)
42 [0,99996165 _I 3,5351E05
421 099996276 | 3,7237E-05

s ansr et a el ininiala

el

Une enquéte sur les manuscrits Mendela, par la suite, montré que certains résultats
d'expérience avaient été grattés et "corrigés"...
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RETOUR SUR LE DE PIPE
Dans le T.P. de terminale présenté au paragraghle @i testait la conformité d'un dé en
comparant les fréquences de sortie de chaque fateteérvalle d'échantillonnage

11 1, 1 dans lequel se situe la fréquence d'une fac&@dilancers, dans
[6 500 6 ﬁsoo] q q ,

plus de 95% des cas.

S'il ne s'agissait que de tester la fréquence deesdu 6, on pourrait évaluer le risque
d'erreur de premiere espece (considérer un dé cquipéeaalors qu'il est normal) a moins
de 5% (encore que, dans ce cas, on peut supposda guossibilité de tricherie consiste
seulement a favoriser le 6 et alors un test ditldtéral & droite”, avec une zone de rejet
seulement si la fréquence du 6 est significativanmeportante, est plus adapté).

Quand il s'agit de tester chacune des fréquentest, lus compliqué car il n'y a pas
indépendance. Il y a en fait 5 degrés de libeatédrniére fréquence étant connue des que
les cing autres le sont. Le risque de premierecespst toutefois évaluable par simulation.
Un test adapté a cette situation est celui du khixd Cependant ce test s‘applique plutot a
des effectifs qu'a des fréquences. Il est en &ffedé sur un théoreme limite, et on exige
généralement un effectif au moins égal a 5 pouqubalasse.

Nous allons effectuer st du khi-deugur un échantillon de taille 508y seuil de 5%
Soit X3, X, ..., X les variables aléatoires qui, a chaque réalisatien500 lancers,
associent l'effectik de chaque face. Ces variables aléatoires suivemntais binomiales
B (500,p;) oup; représente la probabilité de sortie de la face

» Choix des hypotheses
1

Ho: pourtoutl<i<6, p = 5 Densité du khi-deux a 5 degrés de
liberté
Hi : il existei tel quep; # %
0,18
* Calcul de la zone d'acceptation dg H 0,16

Si Ho est vraie, les variables aléatoir®s 0,14 /TN
suivent la loi binomialeB (500, %) et la 0127 / \

0.1
6 (Xi—S—gO)2 0,08 / \

variable aléatoireT = Z 500 suit 5o | \

=t 6 0,04 | / \\
approximativement la loi du khi-deux a £ go2 N
degrés de liberté. N | ——
On lit dans la table du khi-2 : 0 5 10 15
P(T<11,07) = 0,95. < > <
D'ou la zone d'acceptation Hg : [0 ; 11,07]. Acceptation diHg Rejet deH,

* Régle de décision

Soit x2, l'écart quadratique réduit obtenu entre les dffeatbservés et les effectifs
théoriques.

Si x2. <11,07 on acceptedo au seuil de 5%.

Si x2, > 11,07 on rejettely au risque de 5%.
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« Utilisation du test du khi-deux au seuil de 5%
On effectue sur Excel 500 simulations de lancers.
Un exemple de décision correcte :

N23 =] =| =KKHIDELX INVERSE(D 05.5)

F [ [ [ H [ [ | K | L Il N | =
9
10] [Realité dé FIPE | | |
11|
[12] 3
13| A test du khi 2/au seuil de 5%
1421 faces effectifs obs | effectifs théo |écart gua réd
| 15 | / \ 1 74 53,3333333 | 104533333
16| 19 2 75 83,3333333 | 083333333
7] / \ 3 B 83,3333333 | 0,13333333
|15 | b 4 79 53,3333333 | 0 22533313
19 45 5 112 83,3333333 | 9,86133333
E| B B0 B3,3333333 | 0,13333333
| 21113
2 = = gomme 500 khi 2 obs 12,232
gi 11 limite accept [11,0704826 |
A Résultat du test du khi2 | PIPE__ ]
L2517
| 27 |
%,05 . . . . .
El 1 2 3 4 ] B
Un exemple d'erreur de seconde espece

— ; . — e . . — ;
N23 =] =| =KKHIDELX INVERSE(D 05.5)

F | G | H | | | K | L M N | [
| 7| o
| 8] 0725 | |
N
0| 0,23 [Realite dé FIPE |
11
(12| 0.21
| 13 | 019 test du khi 2|au seuil de 5%
RED / \ faces effectifs obs | effectifs théo |écart gua réd
[15] ;47 A 1 77 83,3333333 | 048133333
(18] / \ / \/ 2 104___|53,3333333 | 5,12533333
7] 015 3 EE] B3,3333333 | 2 46533333
| 15| 4 BE 53,3333333 | 0,261333%3
(12| 0.13 5 77 B3,3333333 | 0,4913333
20 B BS 53,3333333 | 013333333
27| 0.1
| 22| somme 500 |khi2 obs 8,848
3] M limite accept [11,0704826 ]
24
=4l 007 _
| 25 | Résultat du |test du khi2 :| NORMAL
A D,Dﬁ T T T T T
| 27 | 1 2 3 4 ] 6
28
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x@«@ON A UN MODELE EQUIREPARTI

LE CLASSEMENT DES LYCEES

L'année derniére, les quatre lycées d'une villeehire de la France, notdsB, C etD, ont
présenté le méme nombre d'éléves au bac S. Ldgatésont cependant différents :

Lycée A B C D

Nombre de regus au bac S 101 82 117 100

Le proviseur du lycé®, voit ainsi son établissement classé en dernigséipn... Il soutient
cependant que l'on peut accepter I'hypothese sklquelle "le nombre de recu est
indépendant du lycée", les variations observée¢am'dues qu'au hasard.

1. Pour justifier son affirmation, le proviseur guit des simulations effectuées sous
I'hypothése d'équiprobabilité dans l'attributiound’ecu a chaque lycée.
a. Pourquoi la formule =ENT(4*ALEA( ) + 1) permeite de réaliser, sous Excel, une
telle simulation ?
b. Le proviseur simule, a l'aide d'un ordinateatfribution au hasard de 400 regus suivant
la loi équirépartie.
Il répéte 200 fois cette opération et calcule agakafois la valeur de 106@ % ol d 2
correspond, pour chaque échantillon de taille 400u$é, a :

2(a _af i (b _1fi(c 1) s(d 1]
OI‘(4oc 4l "\z0c "4/ T\zoc "4l T\zoc "4l o
ou a(resp.b, c,d) est le nombre de recus du lygeéesp.B, C, D).
La quantité 1008d ? permet ainsi de quantifier I'écart entre la distiion observée et
I'équirépartition (on a multiplié par 1000 pour etit un résultat plus lisible).

Le diagramme ci-dessous représente la série desa260rs de 100€d 2 , obtenues sur
une premiere simulation.

Effectif | &0

70

&0

a0

<40

20

20

10

1 a 1 o

I:I T T T
05 15 25 35 45 65 G5 78 B85 95 Valeur de

1000xd 2

Simulation 1

Montrer que, d'aprés cette simulation, sous I'Hyps¢ que "le nombre de recus est
indépendant du lycée", on a, dans au moins 95%ak31006d ? <
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c. Une seconde simulation, ou l'on a répété 200 faigibution au hasard de 400 recus
selon la loi équirépartie, a fourni les valeursl@®0xd ? suivantes.

1 0 o

05 1.5 25 35 45 55 G5 Ei 2.4 a5

Simulation 2

Pourquoi les résultats sont-ils différents ?
Cette nouvelle simulation conforte-t-elle la corsotun de la question précédente ?

2. a. Sous I'nypothese que "le nombre de recusaspendant du lycée", et en se fondant sur

les simulations précédentes, donner un intervaléadorme [0,h] dans lequel la valeur
1000xd ? obtenue sur un échantillon aléatoire de 400 resgisjtue dans 95% des cas.

b. Enoncer une régle de décision permettant detilce test a partir d'un échantillon de
400 regus, au seuil de risque de 5%.

3. a. L'ordinateur a calculé la valeur de 186 correspondant aux résultats du bac
donnés au début de I'exercice et a fourni 209~ 3,84.

Poser le calcul qui a permis ce résultat.

b. Peut-on accepter, au seuil de 5%, I'hypothékm daquelle "le nombre de regus est
indépendant du lycée" ?

2 I UNE APPLICATION INDUSTRIELLE

Dans une entreprise, quatre personnes travaillergaeallele
sur quatre postes différents et dans des conditaergiques,
fabriquant en grande série des pieces de méme type.

On souhaite savoir si lI'on peut considérer la ¢giade leur
production comme analogue ou non.

Pour ce faire, on prendra au hasard, dans la fdtmic d'une
semaine, 100 pieces défectueuses dont on analmegme.
On souhaite construire un test permettant de decdeseuil
de 10%, si au vu des résultats on peut acceptgrothése
selon laquelle "le nombre de pieces défectueusds es
indépendant du poste de fabrication".
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1. Construction du test
On simule, a l'aide d'un ordinateur, l'attributian hasard de 100 pieces défectueuses,
partagées sur quatre postes, suivant la loi éaariiép
On répéte 2000 fois cette opération et on calcelesgjue fois la valeur de 4802 ot d 2
correspond, pour chaque échantillon de taille 1®Qu$é, a :
d®= (i - 025)2 + (L - 025)2 ¥ (L - 025)2 ¥ (i - 025)2

—\10cC 10C 10C 10C ’

ou a (respectivemen, c, d ) est le nombre de pieces défectueuses provengmbsteA
(respectivemernis, C, D).
La quantité 408d ? permet ainsi de quantifier I'écart entre la disttion observée et
I'équirépartition.
La simulation permet d'obtenir 2000 valeurs dex40® . Ces valeurs ont permis de
construire la "boite & moustaches" ci-dessous, esl dxtrémités des "moustaches”
correspondent aux premier et neuvieme décile.

| | | | | | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 56 7 8 9 10 1112 13 14

a. Lire sur le diagramme une valeur approchée duieme décile.

b. Sous I'hypothese que "le nombre de piéces dé&fiests est indépendant du poste de
fabrication”, et en se fondant sur la simulatioéggédente, donner un intervalle de la forme
[0, h] dans lequel la valeur 486 ? observée sur un échantillon aléatoire de 100 piéce
défectueuses a 90% de chances de se situer (alrprE@mme neuvieme décile la valeur

approchée obtenue a la question précédente).

2.Regle de décision
Enoncer une regle de décision permettant d'utiisegui précede pour un test a partir d'un
échantillon de 100 pieces défectueuses, au setsaiee de 10%.

3. Utilisation du test
En fin de semaine, on a prélevé au hasard 100 i@étectueuses dans la production.
L'analyse de leur provenance a fourni le tableadessous :

Poste A B C D
Nombre de pieces défectueuses 33 22 13 32

a. Calculer la valeur 40@ ? correspondant au tableau précédent.
b. Peut-on accepter, au seuil de 10%, I'hypothétmn daquelle "le nombre de piéces
défectueuses est indépendant du poste de fabrit&tio

LES TRUITES DE PONDICHERY

(d'apres BAC ES 2003 — Pondichéry)
Un pisciculteur posséde un bassin qui contientri@iés de truites : communes, saumonées et
arc-en-ciel. Il voudrait savoir s'il peut considégele son bassin contient autant de truites de

chaque variété. Pour cela il effectuera, au hasard400 prélevements d'une truite dans le
bassin, avec remise.
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1) Pour juger des résultats que I'on obtiendragrdir d'un bassin contenant réellement autant
de truite de chaque variété, le pisciculteur simaléaide d'un ordinateur, le prélevement au
hasard de 400 truites suivant la loi équirépartie.

Il répéte 1000 fois cette opération et calcule aqcle fois la valeur de 48@ 2 ou d 2
correspond, pour chaque prélévement de taille400 simulé, a :

2 2 2
d? :( fc—%j +( fs——;j +( fa——g , f. étant la fréquence d'une truite commufecelle

d'une truite saumonée éi celle d'une truite arc-en-ciel.

Le diagramme & bandes ci-dessous représente dade&ril000 valeurs de 4€d? , obtenues
par simulation.

Effectifs 539
500

400
300
200
100

400 d*

35 4 45

a. Déterminer une valeur approchée a 0,5 pres par défaut, du neuvieme décile

D9 de cette série.
b. Sous I'hypothese qu'il y a dans le bassin adgtantuite de chaque variéte, et en se
fondant sur les simulations précédentes, donnentenvalle de la forme [0D] dans
lequel la valeur 40@d 2 observée sur un échantillon aléatoire de 400 yeéiénts a
90% de chances de se situer (on prendra commeémeendécile la valeur approchée
obtenue a la question précédente).
c. Enoncer une régle de décision permettant detiie test a partir d'un échantillon
de 400 prélevements, au seuil de risque de 10%.

2) Le pisciculteur effectue, au hasard, 400 prétems d'une truite avec remise dans son
bassin, et obtient les résultats suivants :

Variétés Commune Saumonée Arc-en-ciel
Effectifs 146 118 136

a. Calculer, pour cet échantillon, les fréquencespdélévementf, d'une truite
commune, f, d'une truite saumonée dt d'une truite arc-en-ciel. On donnera les

valeurs décimales exactes.

b. Calculer, pour cet échantillon, la valeur 408 arrondie & 10°; on note 408d s
cette valeur.

c. Au vu de cet échantillon, peut-on accepter, ewil de 10%, I'hypothése selon
laquelle il y a autant de truite de chaque vauiétés le bassin ?

3) On considére désormais que le bassin contigahi@de truites de chaque variété. Quand
un client se présente, il préléve au hasard uiite tlu bassin.

Trois clients prélévent chacun une truite. Le gramwanbre de truites du bassin permet
d'assimiler ces prélevements a des tirages sufsassic remise.

Calculer la probabilité qu'un seul des trois ckgmtéleve une truite commune.
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AUX GUICHETS DE LA BANQUE

(d'apres BAC ES — Métropole juin 2003)
Les guichets d'une agence bancaire d'une petite soint ouverts au public cing jours par
semaine : les mardi, mercredi, jeudi, vendredaatedi.

Le tableau ci-dessous donne la répartition jouenalides 250 retraits d'argent liquide
effectués aux guichets une certaine semaine.

jour de la semaine mardi mercredi jeudi vendredi  mesd
rangi du jour 1 2 3 4 5
nombre de retraits 37 55 45 53 60

On veut tester I'hypothese "le nombre de retraitgnelépendant du jour de la semaine”.
On suppose donc que le nombre de retraits joursadst égal a% du nombre des retraits de

la semaine.

S 2 X
On posed gbszz ( fi - %) ou fi est la fréquence des retraitsidli®jour.
=1

1. Calculer les fréquences des retraits pour chdesrting jours de la semaine.

2

2. Calculer alors la valeur d&000d,

résultat plus lisible).

(la multiplication par 1000 permet d'obtenir un

3. En supposant qu'il y a équiprobabilité des itstjaurnaliers, on simulé 2000 séries de 250
retraits hebdomadaires.

2

Pour chaque série, on a calculé la valeufl@@0d,

2
valeurs de1000d.

Ces valeurs ont permis de construire le diagrammioge ci-dessous ou les extrémités des
"pattes” correspondent respectivement au premigledgt au neuvieme décile.

correspondant. On a obtenu ainsi 2000

T T I i | T T t ¥ 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lire sur le diagramme une valeur approchée du eewidécile.

4. a) Sous l'hypothése qu'il y a équiprobabiligs detraits, et en se fondant sur les
simulations précédentes, donner un intervalle dimdae [0, D] dans lequel la valeur

1000d02bS obtenue sur un échantillon aléatoire de 250 tefrse situe dans 90% des cas.

b) Enoncer une régle de décision permettant datilce test a partir d'un échantillon de
250 retraits, au seuil de risque de 10%.

c) D'apres la série de 250 retraits observée autd#b|'exercice, peut-on accepter, au
seuil de 10%, I'hypothese selon laquelle il y aggiabilité des retraits journaliers ?
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Eléments de réponse

LE CLASSEMENT DES LYCEES

1.a. La fonction ALEA() produit un nombre au hasard dans l'intervalle [0, 1].

Donc 4*ALEA() + 1 produit un nombre au hasard dans l'intervalle [1, 5[.

On en déduit que ENT(4*ALEA() + 1) vaut 1, 2, 3 ou 4, avec la méme probabilité. Il suffit
d'attribuer la valeur 1 au lycée A,2aB,3aCet4aD.

Remarque :
La simulation (ici non demandée) est aisée a mettre en place. On peut, par exemple, adopter
la présentation ci-dessous :

1 —

NFEHS SGRY|I DR[| |& = A 8|ilE 2 e -w-|ezs|E==HPE|E|H-2A
B407 ] =] =(B402-1/4)2+(B403-1/4)2 +(B404-114)2-+{B405-1/4)2

A | B [ C I D [ E [ F [ G [ H [ | [ J [ K [ L I
1395] 2 2 2 3 4 1 3 1 3 1 2
396 | 1 4 1 2 2 2 3 2 1 2 2
1397 3 1 3 3 2 3 2 1 4 2 1
1395 2 4 2 1 2 4 1 1 4 1 2
1399 | 3 4 1 4 1 4 1 1 3 4 2
400] 3 4 3 1 4 4 2 1 1 4 2
1401] fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs fi
402 1 023 02875 02675 02525 02775 0,245 0,2575 024 0265 0225 02325
403 2 025 0,24 02575 0,2475 0,245 0,225 0,2525 0,2475 028 027 02675
404 | 3 02625 022 025 023 0,285 028 0,2425 0,285 02585 02525 026
405] 4 02575 02525 0225 027 02125 025 0,2475 02575 023 02525 0,24
406 D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9 D10 D11 D
407 I DDDDE125_| 00024125 00009575 00008125 00024125 000155 0000125 00001875 000065 00010375 00008125
405] 1000*D 1000*D 1000*D 1000*D 1000*D 1000*D 1000*D 1000*D 1000*D 1000*D 1000*D
409 | 0,6125 24125 0,9875 0,8125 24125 1,55 0,125 0,1875 0,65 1,0375 0,8125
1410|répartition | 100002
1411] 1 71 05
412 2 B2 15 &
1413] 3 40 25 0
1414| 4 14 35
1415| ] ] 45 60
1416] 5 3 55
[117] 7 3 5 s
1418] ] 2 74 40
1419] g i] 85
1420 10 i a5 30
1421]
1422]tatal 200 0
423 10
424]
1425 0
1426]
1427 |
428

On obtient 200 répartitions en recopiant la colonne B jusqu'en colonne GS.

1.b. Dans la simulation 1, on a 9 expériences sur 200 (soit moins de 5%) qui correspondent
au cas ot 1000xd? > 5.

1.c. La simulation 2 est différente en raison des fluctuations d'échantillonnage (c'est a dire du
hasard). Cependant, on constate que ces fluctuations sont limitées et ne modifient pas
l'aspect global de I'histogramme. En particulier, on a, dans 95% des cas, 1000xd? < 5.

2.a. D'aprés les simulations, on peut penser que, sous I'hypothése que le nombre de recus
est indépendant du lycée, on a, dans 95% des cas, 1000xd? O [0, 5].

2.b. Regle de décision, a partir d'un échantillon de taille 400, au seuil de 5% :

A partir d'une répartition de 400 recus, on calcule la quantité 1000xd 2.

« Si 1000xd > < 5 on accepte, au seuil de 5%, I'hypothése selon laquelle le nombre de recus
est indépendant du lycée.

« Si 1000xd 2 > 5 on rejette, au risque de 5%, I'hypothése selon laquelle le nombre de
recus est indépendant du lycée.
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3.a. Le calcul effectué est :
2 po1_1) (82 ~1)? (117 1), (200 1)
1000xd = =1000x[ 4oz =4/ *\adc ~a/ *\qoc ~2) *\aoc "2/ |
3.b. On a 3,84 < 5, on accepte donc, au seuil de 5%, I'hypothese selon laquelle le
nombre de recus est indépendant du lycée.

Remarqgue (entre nous) :

Il est clair que le choix du seuil de risque n'est pas neutre. En prenant 5%, cela signifie que
l'on ne rejettera I'hypothése d'équidistribution que si les valeurs observées en sont trés
éloignées (correspondant a 5% des cas lorsque I'hypothése est vraie). Le proviseur privilégie
ainsi cette hypothese (ce qui est son intérét). Il faudrait supposer que ce seuil de 5% est
celui habituellement utilisé dans ce genre de situation (avant que les résultats du bac ne
soient connus).

Observons ce que donnerait ce test au seuil de 10%.

On montre que, sous I'hypothése d'équirépartition, la variable aléatoire :

4nD? = 16002( F —%)2 , Suit approximativement la loi du khi-2 a 3 degrés de liberté, dont

les tables indiquent que le 9°™ décile vaut 6,25.

Ainsi, sous I'hypothése d'équirépartition, on a dans 90% des cas, 1000xd ? < %01(000
c'est a dire 1000xd * < 3,91.

On a observé ici 1000xd ? = 3,84. L'hypothése d'équirépartition est encore retenue au seuil
de 10%, mais cela commence a étre douteux.

UNE APPLICATION INDUSTRIELLE

l.a.Onlit D9=6,3 (40,1 prés) correspondant a I'extrémité de la "moustache" de droite.
1.b. La simulation montre que, sous I'hypothése que le nombre de pieces défectueuses est
indépendant du poste de fabrication, on a, dans 90% des cas, 400xd? O [0;6,3].

2. A partir d'une répartition de 100 piéces défectueuses, on calcule la quantité 400xd 2.

* Si 400xd ? < 6,3 on accepte, au seuil de 10%, I'hypothése selon laquelle le nombre de
pieces défectueuses est indépendant du poste de fabrication.

« Si 400xd * > 6,3 on rejette, au risque de 10%, I'hypothése selon laquelle le nombre de
pieces défectueuses est indépendant du poste de fabrication.

3.a. On observe 400xd® = 10,64 .

3.b. On rejette, au risque de 10%, I'hypothése selon laquelle le nombre de pieces
défectueuses est indépendant du poste de fabrication. Autrement dit, I'écart observé par
rapport a I'équirépartition est jugé ici comme significatif d'une qualité de fabrication différente
entre les différents postes. On en recherchera donc la cause...

LES TRUITES DE PONDICHERY

1.a. On constate que 89,6% des valeurs de 400xd ? sont dans lintervalle [0 ; 1,5] et que
94,7% des valeurs de 400xd ? sont dans lintervalle [0 ; 2]. On en déduit que D9,
correspondant a 90%, se situe entre 1,5 et 2.

Donc D9 = 1,5 & 0,5 prés par défaut.

1.b. Dans I'hypothése ou I'échantillon aléatoire de 400 truites est prélevé dans une
population équirépartie, la valeur 400xd  se situe dans 90% des cas dans l'intervalle [0, D9],
soit, selon les simulations, et en arrondissant, dans l'intervalle [0 ; 1,5].
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1.c. La regle de décision, au seuil de 10%, peut-étre la suivante :
On préléve un échantillon aléatoire (avec remise puisque la simulation est ainsi faite) de 400

truites, a partir duquel on calcule la quantité 400xd 2 bs -

« Si 400xd %y, < 1,5 on accepte, au seuil de 10%, I'hypothése selon laquelle les variétés de
truites sont équiréparties dans le bassin.

* Si 400xd %,,s > 1,5 on rejette , au risque de 10%, I'hypothése selon laquelle les variétés de
truites sont équiréparties dans le bassin.

2.a. On trouve f, = 0,365 ; f;=0,295 et f,=0,340 .

2.b. On trouve 400xd 2 = 1,01 .

2.c. On a 400xd ?,,s < 1,5 on accepte donc, au seuil de 10%, I'hypothése selon laquelle les
variétés de truites sont équiréparties dans le bassin.

3. La variable aléatoire X correspondant au nombre de truites communes péchées par trois
clients suit la loi binomiale de paramétres 3 et 1/3 (répétition indépendante d'une épreuve de
Bernoulli ou la probabilité de succeés a été supposée égale a 1/3).

OnadoncP(X=1)= (%)X% X (%)2 = 4/9.

Remarqgues (entre nous !) :
L'énoncé proposé a l'examen a été ici profondément modifié, pour les raisons suivantes (il
en va de méme pour l'exercice suivant).

€ |l s'agit de distinguer soigneusement trois étapes

» la construction d'une zone d'acceptation de I'hypothése d'équirépartition fondée sur la
simulation,

* I'énoncé d'une regle de décision,

* sa mise en ceuvre a partir des données observées.

Ce n'est pas le cas dans I'énoncé de I'examen, ou, de fagon plutét confuse, on demande
d'un peu tout faire en méme temps, en une seule question, rédigée ainsi :

"En argumentant soigneusement la réponse dire si on peut affirmer avec un risque d'erreur
inférieur a 10% que « le bassin contient autant de truites de chaque variété »."

¢ A propos de l'ordre des questions :

Il est toujours un peu génant de construire le test aprés I'étude d'un échantillon. En effet, on
peut toujours modifier le choix du seuil, pour accepter, ou refuser, I'hypothése testée. Ce
choix résulte en fait habituellement d'un compromis entre des intéréts contradictoires et il est
généralement essentiel, pour la déontologie statistique, que le test soit construit avant la
prise d'échantillon.

€ A propos de la notion de risque :

Du point de vue de la notion de risque, la formulation de I'exercice posé a I'examen est pour
le moins confuse. Le risque porte sur le fait de refuser a tort le modele. Il s'agit en fait du
risque de 1°° espéce (ici de 10%), alors qu'un risque de 2°™ espéce, accepter a tort le
modele, est toujours présent mais plus difficile a évaluer puisque dépendant de la nature de
la distribution réelle de la population. Lorsque I'on dit, comme dans I'énoncé du bac, "Peut-on
affirmer que la population est équirépartie ?", le risque d'erreur, dans cette affirmation, est
celui de seconde espéce, et n'‘est sans doute pas de 10%, ou inférieur a 10%. En fait, on ne
sait pas ce qu'il est.

Une phrase du type "on peut affirmer, avec un risque d'erreur inférieur & 10%, que « le
bassin contient autant de truites de chaque variété »" est donc un abus de langage, que,
certes, les statisticiens peuvent parfois commettre, parce qu'ils savent bien de quoi ils parlent
(du risque de 1°® espéce), mais qui ne peut que troubler des débutants et les conduire a de
graves confusions. Comment alors comprendre qu'on prenne un risque de 10%, et pourquoi
pas de 1% ?
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¢ Pourquoi 400xd ?yps ?

Les correcteurs de Pondichéry ont di se demander s'ils n‘avaient pas raté un épisode (ou
plusieurs...) en lisant dans le corrigé fourni : "Le probléme de d ?ys est qu'il ne tient pas
compte de n = 400. C'est la raison pour laquelle on considere 400 d 2 bs-

Il faut peut-étre comprendre que la loi de la variable aléatoire dont 400 d 2 bs est une
réalisation, est, & peu prés, indépendante de n = 400 (la variable aléatoire 3nD * suit
approximativement, pour n grand, et sous I'hypothése d'équirépartition, une loi du khi-deux a
2 degrés de liberté). Cette remarque, intéressante si I'on construit un test du khi-deux, en
s'appuyant sur sa loi, est ici sans grand intérét. L'énoncé de métropole (voir exercice suivant)
dit, plus raisonnablement, que si I'on considére 1000 d 2 bs (et non dailleurs 250 d Zobs) c'est
pour "obtenir un résultat plus lisible."

€ Est-ce bien raisonnable ?

Certains se sont interrogés sur l'aspect "réaliste” de cet exercice. On voit mal un pisciculteur
opérer ainsi, d'autant qu'il est difficile de distinguer, extérieurement, une truite saumonée
d'une truite arc-en-ciel...On aurait donc pu trouver une application plus pertinente de la
statistique.

AUX GUICHETS DE LA BANQUE

2
obs

2. On trouve 1000d ;. = 5,248 .

3. D'apres le diagramme en boite, D9 = 6 (extrémité de la "patte” ou "moustache" de droite).

4.a. Dans I'hypothése ou il y a équiprobabilité des retraits, la valeur 1000d02bS se situe dans

90% des cas dans l'intervalle [0, D9], soit, selon les simulations, dans l'intervalle [O ; 6].
4.b. La regle de décision, au seuil de 10%, peut-étre la suivante :

2

Sur un échantillon aléatoire de 250 retraits, on calcule la quantité 1000d,,.

e Si 1000d02bs < 6 on accepte, au seuil de 10%, I'hypothése selon laquelle "le nombre de
retraits est indépendant du jour de la semaine".

o Si 1000d0?DS > 6 on rejette, au risque de 10%, I'hypotheése selon laquelle "le nombre de
retraits est indépendant du jour de la semaine”.

. : . , 2 ,
4.c. On a, avec I'échantillon du début de I'exercice, 1000d,,,; < 6 , on accepte donc, au seulil

de 10%, I'hypothese selon laquelle "le nombre de retraits est indépendant du jour de la
semaine”.
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Il — LOIS CONTINUES

Voici, sur ce sujet, le contenu du programme dmiteale S applicable a la rentrée 2002 :

"Contenus : Exemples de lois continues :

- loi uniforme sur l'intervalle [0, 1] ;

- loi de durée de vie sans vieillissement."

"Modalités de mise en ceuvre : application a la wkégjration radioactive, lo
exponentielle de désintégration des noyaux."

"Commentaires : ce paragraphe est une applicatienceé qui aura été fait en début
d'année sur lI'exponentielle et le calcul intégral.”

Quelgues précisions sont apportées par le docutfetdompagnement :

"[Il s'agit d'une] introduction aux loi de probabilité a densité conte, qui fait
naturellement suite au cours sur l'intégration‘entichit d'applications importantes, telles
la modélisation de la durée de vie d'un noyau dsutestance radioactive."
"Aucune difficulté technique ne sera soulevée pariculier on ne traitera que des cas
menant a des calculs d'intégrales s'exprimant agséma I'aide des fonctions étudiées|en
terminale. Pour une loi ddR", aucune notion d'intégrale généralisée n'est aberd
formellement : I'outil limite a I'infini d'une fotion est suffisant."
"Pour la classe terminale, on se limite a des hbésprobabilité définies sur un intervalle |
borné ou borné a gauche (i. e. [a, b] ou [aef) et dites a densité continue."

"Pour définir le choix au hasard d'un nombre réahd [0, 1[, on ne peut plus passer par
la probabilité p de chaque élément, puisqu'on diéaeoir p = 0 : cette difficulté a été un
véritable défi pour les mathématiciens et a conduitepenser la notion de loi de
probabilité."

"On pourra faire lI'analogie avec les densités desgga(la masse d'un point est nulle, celle

d'un segment est proportionnelle a sa longueur dnscas d'une tige a densité
constante).”

1 - INTRODUIRE LES LOIS CONTINUES

Le passage des lois discretes aux lois continuss goelques difficultés, essentiellement
celle de la notion déonction de densitéd'ailleurs trop souvent considérée comme une
"fonction de probabilité" dans les modes d'emphoal(traduits ?) de calculatrice ou l'aide
du tableur. Cette fonction ne fournit pas une pbilié puisque la probabilité d'une valeur
ponctuelle est nulle. C'est la le "mystére” dedatinwuité : la probabilité de chacune des
valeurs ponctuelles observées est nulle (avad@lésation de cette valeur).

Le modele mathématique de la continuité est puissarefficace. Il permet de rendre
compte de nombreuses situations. Mais ce n'esh qudele. La réalité physique n'est
sans doute pas continue. Il n'empéche qu'a unaireeréchelle, il est bien pratique de la
décrire ainsi. La loi exponentielle, au programneeterminale S, modélise généralement
un temps d'attente. Il est habituel de considéneiemps d'attente comme un intervalle de
R". Quelle est la nature physique du temps ? Ondgitlis Einstein, la complexité de la
guestion.
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Le passage, en terminale S, aux modeles probakilintinus permettra donc d'étendre
considérablement le champs d'application de lasstpte et des probabilités. Le passage
du discret au continu nécessite cependant de ffasseconceptuels, qui historiguement,
n'‘ont été possibles qu'aprés l'axiomatisation denkgorov en 1933. Ce cadre rigoureux
étant hors de propos en terminale, la simulatiancalculatrice ou ordinateur, favorisera
I'acceptation et la compréhension des outils maditigores utilisés (intégration, passages a
la limite...).

Selon Michel Henrs?, de I'REM de Franche-Comté, "l'introduction désloontinues en
Terminale, outre la résolution de problémes plugressants que les problémes
traditionnels de combinatoire a propos de jeux akald, a pour importance essentielle de
rendre incontournable la notion de modéle." Airgrtaines difficultés conceptuelles,
comme celle de la probabilité ponctuelle nulle, rp@ent étre dues au fait qu'on oublie
gu'il s'agit d'un modéle, ou tout n'est pas susidepd'une interprétation dans la réalité.

Dans les activités qui suivent, il s'agit d'introsdua notion fondamentale de fonction de
densité de probabilité, en montrant que, dansdeeceontinu, les calculs, liés a la notion
d'aire, sont des calculs d'intégrales. On feraasticolier remarquer qu'ainsi, l'aire totale
entre I'axe des abscisses et la courbe vaut llagu@babilité d'une valeur ponctuelle est
nulle...

La maniére la plus naturelle, semble-t-il, d'intrivd la densité de probabilité est de relier
sa représentation graphique a la notion d'histogranpour les variables aléatoires
discretes. Dans chaque cas, la probabilité esppiopnelle a la surface.

On propose ici des travaux dirigés pour introdlé® variables aléatoires continues en
terminale S, mélant simulation sur calculatricaralyse.

% Revue "Repéres" — Avril 2003.
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TRAVAUX
DIRIGES

INTRODUCTION AUX
VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES

Généralités

O Unevariable aléatoire discrétX prend des valeurs "isolées" :

Par exemple, une variable aléatoesuivant la loi binomiald3 (n, p) prend comme valeurs
possibles les nombres entiers entre 0 retavec des probabilitésy telles que

_ i n-i
n=)da-pm .
La distribution d'une variable aléatoire discrest souvent représentée sous forme d'un
histogramme

0,1
0,09 -
0,08 -
0,07 ~
0,06 -
0,05 +
0,04 ~
0,03 ~
0,02 -

0,01 -

0\\\\\\\\\\\\\\\\
40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90

On a représenté ci-dessus la distribution de labilmdomiale B (100 ; 0,7). Les rectangles
ayant pour largeur une unité, la probabilité= P (X = i) est égale daire du rectangle
correspondant (en unités d'aire).

L'espérancead’'une variable aléatoire discré¥e prenann valeurs possibles, ..., x, est:

E(X) = Zn: X p, savarianceest V(X) = Zn: (% - E(X))2 p .
i=1 i=1

[0 Unevariable aléatoire continuér peut prendre comme valeurs possibles tous les remb
réels d'un certain intervalle.
Sa distribution est donnée parfeaction de densité .
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0,1 -
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0,08 +
0,07 -
0,06 -
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On a représenté ci-dessus la courbe représentiile densitéf d'une variable aléatoiné
continue fournissant des résultats proches de daune variable aléatoire de loi binomiale
B (100; 0,7).

La probabilité qu'une réalisation d¥ soit comprise entra et b est alord'aire (en unités
d'aire) située sous la courbe représentative de f, entres ldroites d'équation
X = a et x = bCette probabilité est obtenue par un calcul djiratiée :

P(asYsb)=| b F(x) dx .
L'espéranceal’'une variable aléatoire contindele densité définie sur §, f] est :
E(Y) = | : xf(x)dx savarianceest V(Y) = | : (x=E(X))? f(x) dx

(a comparer avec les formules analogues dans disaet).
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A partir d'une courbe de densité

La variable aléatoireX est a pour fonction de densité la fonctibreprésentée ci-apres.

A :
1) Dans le cas ci-contre, on a :

P(1sXs3):j13 () dx.

y =f (X), densité d&

Hachurer l'aire correspondante.
2) Déterminer :

2
F>(x_2)_j2 f) dX = ........

Commenter votre résultat © .........ooeenven e

LOI UNIFORME SUR [0;1]

1) SoitY la variable aléatoire qui correspond au tiragenasard d'un nombre d'au plus 10
décimales dans l'intervalle [0, 1].

a) Justifier qu'il y @ 118 résultats POSSIDIES. .........c.oveeeeeeeeeeeeeee et
b) Quelle est la probabilité de I'événement"0,4536694833" ? .......ccccceeeeieiieeeiieceeeeeeicceeennn
et de 'EVENEMENY = 0,5" 2 ..o rrren et e e e e
2) Soit X la variable aléatoire qui correspond au tiragehasard d'un nombre réel de
l'intervalle [0, 1] (il y a une infinité de réelsans cet intervalle).

Quelle est la probabilité de 'évenemeKt= 0,5 " ? ...

Quelle est, intuitivement, la probabilité de I'égarent " O< X < % e

3) La variable aléatoir® admet commeensitéla fonctionf définie par :
A f(x)=1sixO[O0, 1] etf (x) =0 six O [0, 1].
Utiliser la fonctionf pour calculer :

1 a)P(OsXso,s):joo’Sf(x)dx.

> D)P(025X<0,.3).

c)E(X):j;xf(x)dx.
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4) Simulation de X avec la calculatrice :

Votre calculatrice contient une fonctioR&ndon¥, symbolisée par Ran# ou rand, qui simule
une réalisation d'une variable aléatoire de lofarnie sur [0, 1] (du moins, le choix au hasard
d'un nombre décimal).

Effectuer Ran# ou rand sur votre calculatrice plusieurs fois EXE ou ENTER. Observer.

Le programme ci-dessous effectue 100 fois la fonctRandom™ puis détermine la moyenne
et I'écart type des résultats.

CASIO GRAPH 25 30 65 80 100 TI 82 83 TI 89 92
ClrList O :ClrList Ly :DelVar L1
Seq(0,1,1,100,1) List 10 :seq(0,1,1,100,1)» L, :seq(0,i,1,100,1) L1
For1- | To 1000 :For (1,1,100) ‘Fori, 1,100
Ran# - List 1[1] O rand - Ly( 1) rrand() - L1[i]

Next [0 :End :EndFor
1-Variable List 1 , 1 :Disp mean(k) :Disp mean(L1)
:stdDev(Ly) :Disp stdDev(L1)

Sur CASIO : On obtientLRList par PRGM CLR SeqetList par OPTN LIST Ran# par OPTN PROB ;
1-Variable par PRGM EXIT MENU (F4) STAT CALC.
Sur Tl : On obtienmean etstdDev par 2 List MATH.

Comparer avec les valeurs théoriqgX ) eto (X) :

RECHERCHE DE FONCTIONS DE DENSITES

1) Fonction "chapeau” :

Rechercher une fonctidntelle que :  f(x)=0sixO[-1, 1],
A « f(-1)=f(1)=0,
« f(0)>0,

» f est paire, représentée par deux segments ,
1
j_l f(x) dx = 1.

2) Remplacer les segments de droites précédentsdgmrarcs de courbes d'éguation
y =acos(x) ou aetwsont a déterminer en conservant les autres conditi
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0six<0
ae*six=0’

a) Calculer, pour=0,f" (x).

3) Soitf définie sur R paf (x) = { oua est une constante strictement positive.

Quelle valeur donner au réel pour quef soit la fonction de densité d'une variable
aléatoireX ?

f) Calculer, dans ces conditions, powr0,J (t) = Lt) x f (x) dx,

puis I'espérance d¢: E (X) = tlirpw J(t).
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2 — LA LOI EXPONENTIELLE

"Une circonstance bien digne d'attention, et suguelle nous aurons
I'occasion de revenir, c'est que les faits qui pssant les plus accidentels
quand ils sont considérés un a un, manifestentrdredorsqu'on peut en
observer un grand nombre de simultanés et congécuét le calcul fait

voir comment, sans connaitre la nature de leursseawni le nombre des
combinaisons qui les produisent ou les contrariemt,peut assigner des
limites a leurs possibilités respectives, et pansgmuent spéculer sur
I'avenir conformément aux regles de la prudence.”

S. F. Lacroix-"Traité élémentaire du calcul des probabilites
3°M¢édition, 1833.

La loi exponentielle est I'une des plus impressiones de la théorie des probabilités, elle
instaure de Il'ordre la il semble qu'il y en aitrleins et permet la prévision (via la loi des
grands nombres) dans des situations qui paraissenémes. L'expérimentation, par
simulation, permettra d'en prendre conscience. Enepson étude est particulierement
riche, d'un point de vue mathématique, parce guiaile probabilités et analyse (limites,
intégrales, fonction exponentielle), comme d'unnpode vue interdisciplinaire et
sociologique, par ses applications en physiqueams diétude des risques de catastrophes
au centre de certains débats de société.

Voici des extraits du document d'accompagnememptrdgramme de TS (rentrée 2002) :

"Les évenements rares ont-ils une loi ? [...] Il slEmbue cette question n'ait pas
beaucoup de sens [...] et pourtant, il est possibmdttre quelques hypothéses|en
utilisant des propositions classiques sur les k®it; [ceci] s'appliquera, plus
généralement, aux événements rares qui surviehmsnd'une activité fréquente :
par exemple, pannes de matériel, accidents d'avemdonneurs frappés par un éclajr,
désintégration des noyaux d'une substance radioaotitc."”

"Une convergence thématique forte apparait avecchapitre "Radioactivité" du
programme de physique.”

"C'est l'occasion de traduire dans le champs deshéraatiques la notion d'absence
d'usure ; ce travail de modélisation illustre unefue que les éleves n'‘ont en général
pas eu l'occasion de rencontrer."

a) UN TP D'INTRODUCTION DE LA LOI EXPONENTIELLE

Le TP suivant, sur le théme de la désintégratiaéaire, permet l'introduction de la partie
du cours sur la loi exponentielle.
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TRAVAUX
DIRIGES

LOI EXPONENTIELLE DE DESINTEGRATION DES NOYAUX

Emile Borel (1871-1956) est un grand mathématicien
francais, qui contribua a la théorie des fonctiena celle
des probabilités. Les travaux ddarie Curie sont a
l'origine de la théorie de la radioactivité. Vicgmen
1911, d'une campagne de presse calomnieuse (oammet
cause sa vie privée, ses origines étrangeres. e)sela
farouchement défendue pBorel. De cette affaire date
une solide amitié entf@orel et Marie Curie

 LE HASARD
Le texte suivant, extrait du livre Ehile |
Borel, "Le hasard (1914), est contemporail Fam
des découvertes deierre et Marie Curie | :
dans le domaine atomique. Il décrit, sg
forme vulgarisée, la loi statistique d
désintégration des atomes radioactifs. : E—
La radioactivitt est une suite d TROISIEME EDITON
désintégrations par lesquels les noyaux
éléments radioactifs évoluent spontaném|

vers un état plus stable. Ce faisant, | ' ‘3-
peuvent émettre un noyau d'héliu "
(particule @), un électron (particulgg ™) ou
un positron (particule ™). Les noyaux| i
obtenus sont en général dans des € !
excités et se desexcitent en émettant| | Lo iR PELIX ALCAN
photon énergétique (raygr). 108, BODLEVARD SAINT-GERNAIN, PARIS

EMILE BOREL

Professenr 4 1a Faculté des Sciences de Paris.

1914

Lire le texte suivant.
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— On a beaucoup étudié dans ces der-
niéres années des phénoménes importants et
nouveaux, dans lesquels la théorie des probabili-
tés intervient pour ainsi dire 4 chaque instant :
ce sont les phénomenes de radioactivité. Je ne
puis m'étendre ici sur I'historique de la deécou-
verte ni sur le détail de ces phénoménes, qui
ont pris rapidement une si grande place dans la
physique'. Il est cependant nécessaire d'en pre-

1. Voir, pour I'historique, dans la Revwe du Mois du 10 jan-
vier 1013, la Conférence Nobel 1903 par Pierre CURiE et la Confé-
rence Nobel 1912 par Mwme Pierre Curie

ciser brievement la nature. Le caractére essentiel
de la radioactivité parait étre la décomposition
spontanée de certains atomes. Cette décom-
position se distingue trés nettement de la disso-
ciation chimique d'une molécule en plusieurs
atomes, par plusieurs caractéres dont le princi-
pal peut-étre est son imvariance a l'égard de
tous les agents physiques . En d'autres termes,
en un temps donné, une substance radioactive
déterminée se trouve perdre, en vertu du phéno-
meéne de la radioactivité, une proportion rigou-
reusement déterminée de son poids. Tout se
passe donc comme si chaque atome radioactif
avait 4 chaque instant la méme probabilite de se
briser pendant la seconde suivante, cette proba-
bilité ne pouvant étre modifiée ni par les agents
physiques (température, pression, champ elec-
trique ou magnétique], ni par le vieillissement
spontané de l'atome lui-méme. Si l'on admet ce
point de vue comme une interprétation exacte-
ment adéquate des faits expérimentaux — et il
semble bien qu'on ne puisse point ne pas l'ad-
mettre — l'étude mathématique des phénoménes
radioactifs est manifestement du domaine de la
théorie des probabilités.

[..
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On
concoit donc sans peine qu’il ait été possible,
méme en opérant sur des corps plus radioactifs
que le radium, d’arriver 4 déceler expérimentale-
ment les émissions de particules z et & mesurer les
intervalles de temps qui les séparent. Laréparti-
tion de ces intervalles de temps autour de leur
valeur moyenne est un probléme de probabilités
continues. On peut en effet, la durée de l'expé-
rience étant faible par rapport 4 la durée neces-
saire pour une diminution appréciable de la masse
radioactive utilisée, considérer que la probabi-
lité de I’émission est constante; 1'espérance ma-
thématique du joueur qui recevrait une somme
fixe par particule émise, est donc proportion-
nelle au temps. Le probléme de probabilités
continues peut étre posé sous la forme géome-
trique suivante : Sur une droite indéfinie sont
marqués au hasard un certain nombre de
points, de telle maniére qu'il y ait en moyenne
hx pointssurune longtenr x; quelleest la pro-
babilité pour quela distance d'un point mar-
qué a celui qui est situé immédialement a sa
droitesoit supérieurea unelonguetr donnéey.
Un calcul facile' montre que cette probabilité est

1. Voir E. Boksr, Inéroduction géométrigue & gquelques theéories
physigues. Note V (Gauthier-Villars.)

e~ ™. Si l'on mesure un grand nombre de dis-
tances (c'est-a-dire d'intervalles de temps écoulés
entre deux émissions successives), on peut vérifier
'accord entre ce résultat et 'expérience. Cette véri-
fication a été faite d’'une maniére satisfaisante®,
rendant par suite trés vraisemblable le point de
départ du calcul.

1. Je citerai notamment une expérience trés complete faite par
Mu=e Curie, avec 'aide de ses préparateurs, et non encore publiée
au moment oft j'écris ces lignes. Cette expérience a porté sur
10.000 émissions et l'étude numérique, faite avec le plus grand
soin par Mm=e Curie, concorde admirablement avec les prévisions
théoriques. Cette concordance est la preuve expérimentale la plus
compléte de U'invariance de la radioactivité,
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On considere une matiere radioactive et on nbtla variable aléatoire qui a tout atome
radioactif pris au hasard associe le temps d'at@vdnt sa désintégration.
On suppose quE est une variable aléatoire continue de derjtdéfinie sur [0, ¢o].

On désigne paf la primitive def définie sur [0, ¢o[ par F(t) = j:) f(x)dx =P(T <t).

Soitt > 0 quelconque et considérons l'intervalle de &fpp + 9.

1) Emile Borelaffirme : "en un temps donné, une substance radioactive rdétée se

trouve perdre, en vertu du phénomeéne de la radiaéet une proportion rigoureusement

déterminée de son poids."

Justifier que la proportion de poids perdu parubssance pendant l'intervalle de temps

Pt<T<t+5s) | | |
PT>t) o {

[t,t + 9] est

Montrer que ce rapport peut s'écrir! 1+_53:(_t)':(t) ,

2) On désigne par "taux moyen de désintégrationupdé de temps entieett + s la
quantité':(tlJ’_Lth)F(t) x%
Fit+9 -F(t) , 1
1-F(t) s’
F(f)
1-F(@)°

et par "taux instantané de désintégration au teaes limite

o = i,

Montrer quen(t) =

3) D'apreés le texte, la décomposition radioacteédsstingue™ par son invariance et, pour

toutt [ R, h(t) = h est constant.
F(t)

1-F(@)

On a donc, pour tout[] R, = h. En déduire quén(1- F(t)) = -ht + k ouk est

une constante réelle.

4) Déterminef(0) et en déduire que, pour tdut 0, F(t) =1— e

Donner I'expression dé.

5) A la fin du texte,E. Borel dit qu'un ‘talcul facilé' donne P(T > vy) = e_hy. Veérifier
cette affirmation.



230

6) Soita un nombre réel strictement positif fixé. On note) = j;t f(t)dt.

Démontrer, a I'aide d'une intégration par partieg |(a) = % + e_ha(—a - %) :

7) Déterminer l'espérance d€ (temps "moyen" d'attente d'une désintégration)
E(T) = Iim+ I(a).
a - +o

8) Simulation et comparaison aux résultats théesqu

a) On suppose gue= 0,07.

Montrer que l'instruction, sur calculatrice, int{(da+ 0.07) simule pour une unité de temps,
la désintégration éventuelle de l'atome.

CASIO CASIO T..80-81 T.l. 8283 T.l.89 92
sans instruction While | avec instruction While | (sans instruction While)
Lbl 10O While Int( Ran# +:Lbl1l ‘While int( rand + :While int( rand( ) 4
1+1510 0.07 ) =00 d+1-| 0.07)=0 0.07)=0
Int (Ran# + 0.07 ) £l +1 - | O +Ifint (rand+0.07) =0/ -} + 1 _, | qi+loi
0= Goto 10 WhileEndOl ‘Goto 1 End :EndWhile
| | Disp Disp | Disp i

b) Compléter le programme précédent afin de sim20€r temps de désintégration et de

calculer le temps moyen.

CASIO CASIO T..80-81 T.l. 8283 T.l.89 92
sans instruction While [ avec instruction While | (sans instruction While)
Seq(0,1,1,200, 1Seq(0,1,1,200, 1)seq©0, 1,1, 200|,seq0, 1,1, 200|:seq(0,i, 1, 200]|,
- List 100 - List 100 - L, 1) - Ly 1) - L1
For1- NTo20@ |Forl1l- NTo20@ |:For(N,1,200) :For(N, 1, 200) :Forn, 1,200
1510 0-10 11 01 0
Lbl 10 While Int( Ran# +:Lbl1 :While int( rand 4 :While int( rand( ) 4
l+1 10 0.07 ) = 00 d+1-1 0.07)=0 0.07)=0
Int (Ran# +0.07 ) #l+1 - | O Ifint (rand+0.07) =0} ;| + 1 _, | d+ 1o
0= Goto 10 WhileEnd[l ;EOE’ 1 :End :EndWhile
| - List 1[N]0 | - List 1[N]0 ) rl L) 1= Li(N) i~ L[]
Next] Next] End End :EndFor
Mean (List 1) Mean (List 1) D :Disp mean(L) :Disp mean(L1)
:Disp mean(k)

Comparer le temps moyen obtenu sur 200 temps simulés ai#€) =

S
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Corrigé de l'activité

"Loi exponentielle de désintégration des noyaux"

1) P(T >t) correspond au pourcentage (théorique) d'atomes non désintégrés au temps t.

P(t < T <t+ s) correspond au pourcentage (théorique) d'atomes se désintégrant durant
l'intervalle de temps [t, t + g].

Onaensuite P(T>t)=1-P(T<st)=1-F() et

PlsTst+9 =" fxdx=[ " fgdx- [ f(x)dx = F(t +9 - F(t).

2) C'est la définition de la dérivée (on retrouve la notion de vitesse instantanée.
3) On integre.

4) On a la condition initiale F(0) = P(T<0) = P(T =0) = 0.
5)OnaP(T>y)=1-P(T<y)=1-F(y)=e™ ™.

6) On integre par parties.

7) On trouve E(T) = %
8) Les temps d'attentes sont extrémement imprévisibles (voir premier écran ci-dessous).

Les moyennes observées sur 200 temps sont tres proches de l'espérance théorique
(obtenue au 6) : 1/h = 14,3.

R TEXAS INSTRUMENTS kP TEXAS INSTRUMENTS

Fi=| F2=r |F3~ F'-|-'|' FE '[ Far | ] i T e v | FE #hss | '|
Tools|Al3ebrafCalciOthgr |FrImidjciean Ur AR Rl 35'.'\;-_:]P|-'5r|'|||]]::';-\: il
B at.omed) Dore
L
£3. 2. «» 18, 3. Sk

B stomel) Done

=11
£4. 5. 13. 16. 4. b
1

rMAlN RAD AFFRON FUHLC 10420 KAD AFFROY FLUHC T

[EENTRE NOUS .. |

O Approche de la loi exponentielle par les probabilités conditionnelles et I'équation
fonctionnelle de I'exponentielle :

C'est, par exemple, la démarche suivie dans le document d'accompagnement du nouveau
programme de terminale S.

Puisque le phénoméne est "sans mémoire", on a, pour toutt>0 ettouts=0:
P(T>t+sOT>t)=P(T>s).
En utilisant la définition des probabilités conditionnelles, on obtient :
P(T >t+9) n (T >1))
=P(T>s).
P(T >1) (T>s)
C'est a dire: P(T>t+s)=P(T>t)xP(T>s).
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On a ainsi, pourtoutt=0 ettouts=0, R(t+s)=R(t) xR(s).
On retrouve I'équation fonctionnelle de la fonction exponentielle et on peut en déduire que
R(t)=e".

Cette démarche peut sembler plus élégante mais la manipulation des probabilités
conditionnelles est conceptuellement plus difficile. Par ailleurs, elle occulte le rdle central
joué par le taux d'avarie (“fonction de hasard" ou taux de désintégration).

La présentation précédente, par I'analyse, est davantage celle utilisée en physique (voir les
manuels de physique).

[0 On pourra remarquer que la loi simulée dans le TP est une discrétisation de la loi
exponentielle. 1l s'agit de la loi géométrique (temps d'attente du premier succes dans un
schéma de Bernoulli).

Pour une simulation directe de la loi exponentielle, voir I'exercice n°® 3 ci-aprés (par la
méthode dite de I'anamorphose, ou déformation, de la loi uniforme sur 0, 1]).

b) DES EXERCICES A PROPOS DE LA LOI EXPONENTIELLE ( Terminale S)
Les exercices suivants peuvent compléter |'offeerdanuels scolaires.

Le premier, a propos des risques d'éruption votganicherche a modéliser et revient sur

'adéquation a une loi équidistribuée.

Le deuxieme, inspiré de sujets de BTS industriede calculs d'analyse et application a la

gestion des pannes.

Le troisieme envisage la simulation (spectaculade)loi exponentielle de I'exercice

précédent.
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Ex @%NHELLE

Le volcanAsq situé sur I'le d&Kyushuau Japon, est I'un des plus actifs au monde. On
posséde les statistiques de ses éruptions, régukt tenues depuis le Xifsieclé® .

Le tableau suivant fournit les années d'éruptiorvaican Aso, pour chaque siecle, du
X1 M au XIXEMe

ETUDE STATISTIQUE DES ERUPTIONS DU VOLCAN ASO

1229 1286 1377 1533 1587 1675 1814 1884
1239 1305 1387 1542 1598 1683 1815 1894
1240 1324 1388 1558 1611 1691 1826 1897
1265 1331 1434 1562 1612 1708 1827
1269 1335 1438 1563 1613 1709 1828
1270 1340 1473 1564 1620 1765 1829
1272 1346 1485 1576 1631 1772 1830
1273 1369 1505 1582 1637 1780 1854
1274 1375 1506 1583 1649 1804 1872
1281 1376 1522 1584 1668 1806 1874

1) Répartition des éruptions par siécle
On souhaite savoir si I'on peut supposer que, poacun de ces 7 siécles, les éruptions se
répartissent selon un modeéle uniforme, les fluatnat entre les siécles étant dues au
hasard.

a) Indiquer a quoi correspondent les notatigret f; dans le tableau ci-dessous.

siécle Xi fi (fi- 1/)"2
13 11 0,15068493 6,12743E-05
14 12 0,16438356] 0,000463387
15 4 0,05479452 0,007755025
16 15 0,20547945 0,003921554
17 11 0,15068493 6,12743E-05
18 5 0,06849315 0,005530003
19 15 0,20547945 0,003921554
| total | 73 | 1 |0,021714071 |

A quel calcul correspond le résultat (environ 0,08)nu dans la case en bas a droite
du tableau ?
b) Donner un moyen de simuler, a l'aide de la ¢aldoe ou d'un tableur, la
répartition de 73 éruptions entre 7 siecles, satomodéle uniforme.
c) On a simulé 100 fois la répartition de 73 émupsi entre 7 siécles, selon un modele

7
uniforme. Pour chaque simulation, on a calculéulanljtéd2 = Z( f; —%)2.
~

Le graphique suivant fournit les résultats de aasllations.

% On peut consulter www.volcanolive.com .



234

Calcul de d*2 pour 100 simulations de 73 valeurs
obtenues selonunm odéle équirédparti
0,05
*
0,04
0,03
* . .
» *
0,02 S
' 2re e ¢ & MRS *
0,01 N, tene a
U . Y e A AR
g AAWAPL A £ Tt o
I:I #* T T T T
0 20 40 B0 a0 100

D'apres ces simulations, peut-on rejeter, au risqee5%, le modéle d'une loi

équirépartie entre les siecles ?

2) Etude des temps d'attente entre deux éruptions

On considere la variable aléatoifequi, a chaque éruption prise au hasard, associe le

temps d'attente de la prochaine éruption.
a) On souhaite appliquer au temps d'attente le laatiéne loi exponentielle. Sachant
que la moyenne des temps d'attente observés esirdte9,28 années (& 16 prés) et
que I'on veut choisir la loi exponentielle de saytee E(T) soit environ égal a cette
moyenne, quelle valeur du paramétrée cette loi doit-on prendre (& 10prés) ?
b) Les temps d'attentes (en années) entre deukansipglu tableau donné au début de
I'exercice, ont été regroupés en classes d'ameliud

classes tps d'attente| effectifs | fréquences probabilités
[0, 5] 31 0,43055556 | 0,42305019
15, 10] 18 0,25 0,244078727
110, 15] 8 0,11111111| 0,140821175
115, 20] 8 0,11111111| 0,08124675
120, 25] 4 0,05555556 | 0,046875297
125, 30] 0 0 0,027044694
130, 35] 1 0,01388889 | 0,015603431
135, 40] 0 0 0,009002397
140, 45] 0 0 0,005193931
145, 50] 1 0,01388889 | 0,002996637
150, 55] 0 0 0,001728909
155, 60] 1 0,01388889 | 0,000997494

Justifier les calculs dé( T < 5) etP(5 <T < 10) figurant dans le tableau ci-dessus.
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Temps d'attente

0,5

0,45

0,4 1+

0,35

0,3 1

0,25

0,2 4

0,15 1

0,14

0,05 1

2,5 75 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5 47,5 52,5 57,5

‘I:lObservations W Loi exponentielle ‘

c) CalculeP(T = 56).
Un temps de repos tel que celui qu'a connu le noécdre 1709 et 1765 doit-il, selon
le modéle exponentiel, étre considéré comme exaramei ?

EN PANNE...

1) Calcul d'intégrales
Calculer en fonction du nombre réel posttif les intégrales suivantes :

_ 1 (' _,-0005 g, .
a) F(t) =55¢ ] , © dx;
_ 1 (v, .-0005 .
b) J(t) 2ocfo Xe dx;
_ 1 ('t . 2_.-0005
c) K(t) __ZOCJ.O X~ e dx .

2) Interprétation en probabilités
f(x) =0 pour x<0,
: . e _ 0005
Soit la fonctionf définie par : f(x) = 1. pour x =0,
200
a) Calculerl = tIirp F(t) ouF est définie au 1°.
On admet qud est la densité de probabilité d'une variable aléal .
b) Calculer I'espérance mathématidif&) = tIirp J(t) de la variable aléatoirg

c) Calculer I'espérance mathématidifé 2) = lim K(t) de la variabler 2,
En déduire la varianc(T) = E(T %) — [E(T)]? et I'écart type de la variable aléatdire
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3) Loi exponentielle
On s'intéresse a un type de constituant intervesteamdg des robots de peinture, utilisés
dans l'industrie automobile. On ndida variable aléatoire qui, a tout constituant e c
type, associe sa durée de vie en jours. Une étiadistisue a montré qu'on peut
considérer qud suit la loi exponentielle de paramé#te 0,005 dont la densité est la
fonction f précédente.
a) Quelle est la durée de vie "moyenne" d'un teipmsant ?

b) Montrer que pour tout(] [0, +o] , P(T>t) = e 0,00t :

Quelle est la probabilité, & 10° prés, qu'un composant fonctionne correctement plus
de 100 jours ?

c) Soitt eth deux nombres réels strictement positifs. On saitrgcomposant a bien
fonctionné pendartt heures, calculer la probabilité conditionnefersn (T=t + h)

gu'il fonctionne encore correctement penddregures.

Pourquoi dit-on que la variable aléatolrest "sans mémoire" ?

d) Calculer la valeur entiere approchée au mieuy thle queP(T<t,) =0,5.

e) Etant donné qu'aprés un tentpsuivant sa mise en marche, la probabilité qu'un
constituant soit encore en état de fonctionnemsentde 50%, déterminer, pour ce
tempsty, la probabilité qu'un systeme de deux constituardatés en "paralléle” soit
encore en état de marche, si I'on admet que lesastituants fonctionnent de fagon
indépendante.

SIMULATION D'UNE LOI EXPONENTIELLE

1) SoitX une variable aléatoire de loi uniforme sur l'iagdie 0, 1].
a) Comment peut-on simuler, a l'aide d'une caldatbu d'un tableur, une série de
réalisations de la variable aléatoxé&
b) Soita un réel de l'intervalle ]0, 1], calculd?(X = a).

2) SoitT la variable aléatoire définie par= —/11 In X ouA est un réel strictement positif.

Montrer que les valeurs prises par la variabletaléaT appartiennent a l'intervalle
[0, +oo[.

3) Soitt un réel de l'intervalle [0, [, montrer queP(T<t)=1—¢e"*.

4) Déduire de la question précédente la fonctiodatesitéf de la variable aléatoife (on

pourra montrer que, poue 0, f(t) = % P(T<t) ).

Quelle est la loi d& ?

5) Comment peut-on simuler, a l'aide d'une caldokatou d'un tableur, une série de
réalisations d'une variable aléatoire de loi exptiebe de parametré = 0,005 ?

Effectuer une simulation d'une telle série de l16ws.
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Eléments de réponse
LE VOLCAN ASO

1) La simulation du modéle équiréparti s'effectue en répétant 73 fois une instruction telle que
ENT(7*ALEA()+1) sur Excel, ou int(7*rand+1) sur calculatrice.
Un exemple sur Excel (non demandé dans I'exercice) :

= AR R BT -lu e 7 s|==E € % @5
B73 =] =| =ENT({7*ALEA[+1)

A [ B | C D | E | F | G | H | |
| 67 | 7 2 7 4 4 2 1 4
| 63 | 3 4 7 4 7 7 7 1
| BS | 4 3 1 B 3 7 5 i
| 70| 3 1 5 4 3 5 4 1
|71 2 2 2 2 B 5 4 £
| 72 | 5 5 5 4 1 3 4 !
| 73| I 5 _l 3 2 2 7 5 5 :
74
E numero frég obs frég obs frég obs fréq obs fréq obs fréq obs fréq obs frég
| 76 | 1 0,05219178 | 010958904 | 012328767 | 012325767 | 0,16435356 | 012328767 | 0,1369863 | 0,10
| 77 | 2 0,178068212 | 010958904 | 021917308 | 0,16435356 | 0,10958204 | 0178058219 | 0,10953904 | 0123
| 78 | 3 0,16438356 | 017808219 | 0,12328767 | 017808218 | 0,17808219 | 020547945 | 0123258767 | 0,13€
| 79| 4 0,10858504 | 01369863 | 0,10958904 | 0 23287671 | 0123268767 | 0123268767 | 0,1369863 | 0,191
| 30 | 5 01369863 | 012325767 | 012328767 | 01369863 | 016435356 | 0,150654593 | 019178082 | 0,095
| 51 | B 0,12328767 | 026027397 | 0,19178032 | 0,10958904 | 01369863 | 010958904 | 0,1369863 | 0,10
| G2 | 7 0,20547545 | 008219178 | 0,10958904 | 0 05479452 | 0123258767 | 010958904 | 0,164358356 | 0,232
83
E dist au carré | dist au carré | dist au carré | dist au carré | dist au carré | dist au carré | dist au carré | dist a.
| 35 | 0,01083023 | 0,02133877 | 0,01158084 | 0,01908694 | 0,00407474 | 0,00820309 | 0,00445004 | 0,015
Ak

D'aprés la simulation, ot au moins 10% des expériences ont fourni un écart d  supérieur &
0,02 , I'hypothese d'une répartition uniforme ne doit pas étre rejetée (au seuil de 5%).
Remarque :

2
La table de la loi du khi-2 & 6 degrés de liberté donne ZMQO,645 =090.
|

(x. —t)? (73f' 73) 2 2_10,645_
On a ici z —Z =7x73d° donc d°= s

7

P(D22 002 >10% . De ce point de vue, la simulation fournie dans l'exercice est assez
significative.

=0,021L On a donc

2)a)Onprend A=1/9,28=0,11 a10 2 prés.
5 -
b)Ona P(T<5)= .[0 O0lle oL dt =0,423.

10 -
De méme, P5<T<10)= [ = Olle O Gt = 0,244,
56 -
c)OnaP(T256)=1 - P(T<56)=1 - [ * Olle 011t 4t ~ 0,002,
Une telle période de repos est donc, dans ce modéle, assez exceptionnelle.

Remarque : Les données des éruptions du volcan Aso au XX*™ siécle (que I'on peut trouver
sur Internet) n'‘ont pas été retenues car elles s'éloignent trop du modéle exponentiel ! Il y a
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une éruption presque chaque année. Le volcan a peut-étre connu un regain significatif
d'activité au cours de ce siecle, & moins que ce ne soit les vulcanologues. Cela pose le
probleme du recueil des données et de sa méthodologie (qui est absolument pas au
programme des lycées). Qu'entend-t-on exactement par "éruption" ? Par ailleurs, cet
exercice n'a aucune prétention scientifique. Il s'agit d'un exemple de modélisation, avec de
"vraies" valeurs (mais dont on ne maitrise pas la provenance), restant dans le cadre du
programme et non d'une étude statistique dans sa globalité. Il illustre cependant bien ce que
peut étre la pratique de la modélisation statistique, la loi exponentielle étant, dans ce genre
de situation (comme dans le cas des phénomeénes de crues des riviéres), le modele le plus
simple. D'autres lois, plus sophistiquées, permettront une meilleure adéquation (loi de
Rayleigh, loi de Gumbel, loi de Weibull en fiabilité...).

EN PANNE...

t _
1°a) F(1) :I 0 0,005e 0005¢ 4y = [e 005X L = 1 — g 0005t

-0,005
e dx

t
b) J@) _jo 0,005x
On integre par parties :

J(t) = [-x e 295X+ 200 F(t) = —t e 29" — 200 e 2% + 200.
—0,005x

K@ = [ ; 0,005x° & %™ dx = [— x2 e %951 t + 400 (1),

K(t) = -t e %'~ 400 t €' 80000 e™*" + 80000.

2°a) | = lm 1-—e %9t =1,

t - 400

b) E(T) = lim (-t e 20%1_2 %% 1 200) = 200.
c) E(T?) = lim (= 2 e %9t _ 400t e %'+ 80000 €% + 80000) = 80000.
V(T) = E(T 2) — [E(T)] 2= 80000 — 200 2 = 40000, o(T) = ,/V(T) = 200.

3°a) La durée de vie moyenne d'un composant est fo urnie par E(T) = 200 jours.
b)OnaP(T>t)=1-P(T<t)=1-F(t).
D'aprés ce qui précéde F(t) =1 —e %®'donc P(T>t)=e
En particulier, P(T > 100) = e ~%%®*1%° = 0,607.
P(T=t+hetT>h) _ P(T=t+h)
P(T = h) - P(T=h -
-0,005t +h)

D'ou P(Tzh)(TZt'i‘h):e_w
e ¥

—0,005t

c)OnaP gspn(T2t+h)=

— ~—0,005t
=€ .

On constate que ce résultat est indépendantde h: P x> ( T 2t + h) = P(T 2 t). Autrement
dit, la probabilité du temps de bon fonctionnement aprés h heures de fonctionnement est la
méme que si I'on venait de mettre en service le composant. On sait que cette propriété (pas
d'effet de "vieillissement") est caractéristique de la loi exponentielle.

d) P(T <tg) = 0,5 équivaut a Fto) =0,5eta e 200 = g5 goi:

-0,005t5=In0,5, t,=-200In0,5, ty=139 jours.

Remarqgue : cette valeur est I'analogue de la notion de médiane, a distinguer de la durée
moyenne de fonctionnement (200 jours) donnée par I'espérance. On peut interpréter ce
résultat en disant que, sur un trés grand nombre de composants mis en marche en méme
temps, au bout de 139 jours, environ 50% est en panne.
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e) Un systeme de deux éléments en paralléle est en état de marche lorsque I'un ou l'autre
des éléments est en état de marche. Cette union n'étant pas facilement exploitable,
considérons le cas contraire. Le systeme en paralléle est en panne lorsque I'un ET l'autre
des composants est en panne, ce qui, en vertu de l'indépendance de ces pannes, se produit
a l'instant t, avec la probabilité 0,5 x 0,5 = 0,25.

La probabilité que le systeme fonctionne encore apres t, heures de marche est donc :
1-0,25=0,75.

Comme on lI'imagine aisément, un systeme de deux €léments en paralléle, est plus fiable
qgu'un seul élément (la "fiabilité" au bout de 139 jours passe ici de 50% a 75%).

SIMULATION D'UNE LOI EXPONENTIELLE

la) On simule X en faisant rand ou Ran# sur la calculatrice, ou ALEA() sur Excel et en
répétant autant de fois que désiré.

1
b) On a, pour tout a 0 ]0, 1], P(Xza)zjla ldx =1-a

2) Six0]0,1], —(1/A) Inx O [0, + oo donc T est a valeurs dans l'intervalle [0, + oo].

3)Ona, pourtoutt [0, + o, P(T<t)=P( —(L/A)InX<st)=P(X=2e *)=1 -e " car
-t

e " 0]o, 1].

4) Si t<O0alors f(t) =0 car T est a valeurs dans [0, + oo].

Sit=0,P(T<st)= j; f()dx =1 —e "  dou f(t)=(1 —e ") = 1e” .

On reconnait la fonction de densité de loi exponentielle de paramétre A. Il s'agit donc de la loi
de la variable aléatoire T.
5) D'apres ce qui précéde, on peut simuler une réalisation d'une variable aléatoire de loi
exponentielle de parametre 0,005 par l'instruction :

—In(rand) / 0,005 c'est a dire — 200 In(rand) ou — 200 In(Ran#) sur calculatrice ;

ou — 200*LN(ALEA()) sur Excel.
On a beau le savoir, les réalisations successives d'une variable aléatoire de loi exponentielle
sont toujours impressionnantes (¢a c'est du hasard !) :

“lhCrandCn r3,9:289

s lhCrandC)n 459, 3582
s lhcrandC) FE3. 363
“lhCrandCn 231.622
1l randC)) 1.32356

EAD AFFRON FUMC - Fcd )

c) DES OUVERTURES A PROPOS DE LA LOI EXPONENTIELLE

La loi exponentielle est celle du temps dattente d  'un "succés" dans un
processus de Poisson
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Le cadre général d'intervention de la loi exporedietiest celui des "processus de Poisson".
Un processus de Poisson possede trois caractéestiq

* il est sans mémoire,

* s'effectue a rythme contant,

* et correspond a des événements "rares".

Il en est ainsi des appels a un standard téléphenites arrivées a un guichet de banque,
ou arrivees de vehicules, des pannes d'un matéiettronique, de certaines
"catastrophes"...

Dans ces circonstances, on montre que la varidé&o@re X correspondant au nombre
d'événements ("succes") dans un intervalle de tatepengueur donnée, pris au hasard,
suit une loi dePoissonde parametre. C'est a dire que la probabilité d'avaisucces
(kO N) pendant cet intervalle de temps est :

PX=K =¢e? a?lf ou a correspond a l'espérance Xlec'est a dire au nombre moyen de
succes, sur la répétition d'un grand nombre destetkpériences aléatoires.

Soit t un réel strictement positif. La variable aléatodecorrespondant au nombre de
"succes" pendant un intervalle de temps de longteawit une loi de Poisson dont le
parametre est proportionnel & Notonsa = A t.

Désignons paf la variable aléatoire correspondant au tempsedt&ttdu premier succes, a
partir d'une origine prise au hasard.

e (A0°
o

pendant l'intervalle [Q]. Il s'en suit que la loi d& est exponentielle de paramétre

En vertu du caractére "sans mémoire" du processuodson, la situation est analogue a

chaque nouveau succeés et I'on peut dire que laxponentielle correspond au temps

d'attente entre deux succes d'un processus deRoiss

Sur le schéma ci-dessous, sur l'intervallet]Opn a observé succes. On aX; = k ou X;

suit une loi de Poisson de parametet. Les temps d'attente entre chaque succes

correspondent a des réalisations d'une variabéaaé de loi exponentielle de paramétre

A

At

OnaP(T>t)=P(X=0)=¢e =e” car on ne doit avoir aucun "succes"

I I I I I {
Q 1 fois 2 fois 3 fois k fois k+1 fois
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Loi exponentielle et files d'attente

On considére ici la question de l'attente a unigtiod'une administration par exemple (on
peut remplacer cette situation par celle d'appels &tandard téléphonique, ou d'attente
d'impression pour une imprimante desservant plusieuinateurs en réseau...).

On a vu que l'on peut souvent modéliser le

rythme des arrivées au guichet par une loi Agij‘i’fﬁe?” Flle datiente
exponentielle. ———> .. Traitement

On considere ici que le temps d'attente, eng (1 = 0,25) E (1 =0,30)
minutes, entre deux arrivées suit une loi

exponentielle de parametie= 0,25 . On a Sorts

donc, en moyenne une arrivée toutes les 4
minutes (I'espérance estil/

De méme, le temps de traitement de chaque dossiguiahet est aléatoire. On suppose
gu'il suit une loi exponentielle de paramétre= 0,30 . Le traitement d'un dossier prend
donc, en moyenne, 3,33 minutes.

On peut naivement penser que la différence entenips moyen de traitement et le temps
moyen entre deux arrivées permet a ce service detiboner dans des conditions
convenables (encore gu'on a suffisamment vécu dagohénes d'accumulation dans les

files d'attente pour nourrir quelques doutes...).

Le programme suivant, aprés introduction des valderd etu, simule sur un graphique,

I'évolution de la longueur de la file d'attentefenction du temps, puis affiche la longueur
moyenne de la file d'attente (y compris le clientteitement) sur l'intervalle de temps
[0 ; =2000 mn].

L'échelle en ordonnée, de 0 a 15 personnes ddiis,lanontre que sur cette simulation,
pour une durée d'environ 33 heures (2000 minutms)a plusieurs fois dépassé 15
personnes dans la file...
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CASIO T.I.
:0 - Xmin
. . :2000 — Xmax
ViewWindow 0,2000,500,0,15,6.50q , xscl
R T T | 0 Ymin
R [zaan [T ace RetpaphlnathDrmule ¢ 1 | |7~ L0 15 . Ymax
?-M0O 5 - Yscl
- eh rosot
1-QU :Input L
. (-nRan#)=L -~ CO JInput M
- oo Plot C,QO 0-B
- oees (-In Ran#)+M - RO 1-.Q
o (nRan#)=L -~ A (-In (rand)) /L~ C
o Lbl 10 Pt-On (C,Q)
— (-In(rand)) /M- R
MAlN FAD AFFROX FUHC A>R = Goto 30 j(-ln (rand)) /Lo A
R-A- RO Lbl 1
Lbl20 AfA>R
C+A-CO :Goto 3
B+ n- B T
Q+1- QO C+A_C
(-nRan# )L - AO B+OxA - B
Goto 40 Q+1-0Q
Lbl 30 (-In (rand)) / L A
A-R- AO :Goto 4
crR-CH E,I&blg A
B+QR- B C+R. C
Q-1-Q0 B+Q<xR - B
(-nRan# M - RO Q-1-0
Lbl 40 ‘(-In (rand)) / M > R
Plot C, QU :Lbl 4
C = 2000= Goto 50 PLOn(C, Q)
Q = 0= Goto 2] A 22000
Goto 10 FQ=0
Lbl50 :Goto 2
B+C :Goto 1
:Lbl 5
DispB/C
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» Eléments théoriques au niveau B.T.S. :

0 "Statistique et probabilités - BTS industriéls B. Verlant et G. Saint-Pierre -
Ed. Foucher.

0 "Statistique et probabilités - BTS tertiairesB. Verlant et G. Saint-Pierre - Ed.
Foucher.

» Eléments théoriques au niveau supérieur :
O "Probabilités, analyse des données et statistijues Saporta - Ed. Technip.
O "Statistiqué - Wonnacott - Ed. Economica.

O "Contes et décomptes de la statistique. Une iniatpar I'exemplé — C.
Robert - Ed. Vuibert 2003.

* Brochures diffusées par I''REM Paris-Nord : .

O "Simulation d'expériences aléatoires de 18%au BTS'.

0 "Simulation et statistique en seconte

O "Enseigner la statistique au lycée : des enjeux angthodes.

» Histoire :

0 "Histoire de la statistiqué- J.-J. Droesbeke et P. Tassi - "Que sais-je 2521 -
PUF.

0 "La politique des grands nombrés A. Desrosiéres — La Découverte/Poche.
0 "The lady tasting tea — How statistics revolutionizescience in the
twentieth century — David Salsburg — First Owl Books New York 2002.
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